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Naméty do cvi€eni: Zdroje chyb v numerické matematice

Aproximace funkci, interpolace, aproximace pomoci metody nejmensich
¢tvercid, Lagrangeova baze, existence a jednoznac¢nost Lagrangeova inter-
pola¢niho polynomu, chyba Lagrangeovy interpolace

Naméty do cviéeni: Newtonova baze, monomialni béze, Vandermondova
matice a determinant, vy¢isleni Lagrangeova interpola¢niho polynomu v
jediném bodé (Aitkenovo-Nevilleovo schéma), Hornerovo schéma, vy¢isleni
hodnoty derivace polynomu pomoci Hornerova schématu, pocet operaci pti
vy¢isleni hodnoty polynomu.

Prirozeny kubicky spline

Naméty do cviceni: Konstrukce pfirozeného kubického spline, fesitelnost
soustavy rovnic pro momenty

Numericka integrace

Naméty do cvi€eni: Symboly o(h) a O(h), substituce pfi vypoctu urci-
tého integralu (vypocet koeficientt N-C vzorct), odhad chyby N-C vzorct
Numericka integrace

Naméty do cvieni: Rombergova kvadratura, ortogonalni polynomy (du-
kaz véty 2.13), konstrukce ortogonalnich polynomu pg,pi,p2 na [—1,1],
vyjadfeni polynomu jako linearni kombinace ortogonalnich polynomi

Metody FeSeni nelinearnich rovnic

Naméty do cviceni: ptleni intervalu, metoda seCen, metoda tecen, me-
toda regula falsi

Metody reseni nelinearnich rovnic

Naméty do cviceni: dukaz konvergence metody postupnych aproximaci
(véta 3.7), Newtonova metoda jako specidlni pripad véty o pevném bods,
Hornerovo schéma pro vypocet derivace,zapis algoritmu Hornerova sché-
matu

Soustavy linearnich rovnic

Naméty do cviéeni: zapis algoritmu Gauflovy eliminace, pocet operaci
GauBovy eliminace,

Soustavy linearnich rovnic

Nameéty do cviceni: Gauflova eliminace jako LU rozklad, LU rozklad
obecné, LU rozklad matice 4x4, ¢islo podminénosti pii LU rozkladu

Iterac¢ni metody feSeni soustav linearnich rovnic

Nameéty do cviCeni: vypocet jedné iterace GauBlovy—Seidelovy metody
pro matici 4x4

Vypocet vlastnich ¢isel matic
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Naméty do cvifeni: motivace vypoctu vlastnich ¢isel matic, aplikace,
metody vypoctu vlastnich ¢isel, vlastni ¢isla symetrickych matic, diagona-
lizovatelnost matic, rtizné varianty mocninné metody

Numericka integrace obycejnych diferencialnich rovnic

Naméty do cviceni: Véta o existenci a jednoznacnosti feSeni, soustavy
oby¢ejnych diferencialnich rovnic, Taylortv rozvoj funkce vice proménnych,
odvozeni Rungeovy-Kuttovy metody 2. radu

Gradientni metody

Naméty do cviceni: pojem gradient funkce, motivace gradientnich me-
tod, odvozeni metody sdruzenych gradientt
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UVOD

Numericka analyza: Studium algoritmii (jednoznacéné definovana kone¢né po-
sloupnost aritmetickych a logickych operaci) pro feseni problémt spojité mate-
matiky. L.N. Trefethen, Bulletin IMA 1993

Numericka matematika: realizace matematickych modelt na pocitaci

Fyzikalni realita — matematicky model — numerické feSeni, t.j. realizace
matematického modelu na pocitaci.

Validation (solving the right equations) — verification (solving the equations
right)

Literatura k prednésSce: (Quarteroni et al., 2004), (Ueberhuber, 2000),
(Kinkel, 2000), (Segethova, 2000)

Piedpokladané znalosti: Rolleova véta, definice normy funkce, definice se-
minormy, vlastni ¢isla, Gersgorinovy kruhy, ostfe diagonalné dominantni matice,
béaze linearniho vektorového prostoru, Taylorova véta
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2. prednaska

Jedna ze zakladnich tloh numerické matematiky: aproximace dané funkce f
jinou funkci ¢
Zadani aproximované funkce - analyticky, nebo je k dispozici
e tabulka hodnot (z;, f;),z;, fi € R,i=0,...,n,n € IN, f; = f(x;) (viz obr.
1.0.1)
e tabulka hodnot derivaci do uré¢itého fadu v uzlech x;

Pro funkci f definovanou na uzavieném intervalu [a, b] uvazujeme délent in-
tervalu [a,b], a = zg < z1,... <, = byn € ZT = {0,1,...} a nazyvadme ho
siti. i, i = 0...,n nazyvame uzly (ekvidistantni, je-li z; = a +ih, kde h € IR je
krok sité.)

Poznamka 1.1 Pojem sit se pouziva obecné v N-rozmérném prostoru, viz napf.
(Feistauer et al., 2003, str. 185): Let 2 C IRY be a domain. If N = 2, then by
), we denote a polygonal approximation of 2. This means that the boundary
0y, of Q) consists of a finite number of closed simple piecewise linear curves.
For N = 3, Q) will denote a polyhedral approximation of 2. For N = 3 we set
Qp = Q. The system Dy, = {D;};cs, where J C Z* ={0,1,...} is an index set
and h > 0, will be called a finite volume mesh in Qy,, if D;, i € J, are closed line
segments or closed polygons or polyhedrons, if N =1 or N = 2 or 3, respectively,
with mutually disjoint interiors such that

The elements D; € Dy, are called finite volumes. Two finite volumes D;, D; €
Dy, are either disjoint or their intersection is formed by a common part of their
boundaries 0D; and 0D;. If 0D;NOD; contains at least one straight segment or a
plane manifold, if N = 2 or 3, respectively, then we call D; and D; neighbouring
finite volumes (or simply neighbours).

Pozadavky na aproximujici funkci ¢

(A) jednoduchy tvar, snadno vyd¢islitelnd
* polynom {1,z,22, 23, ...}
* trigonometricky polynom {1, sin z, cos z, sin 2z, cos 2z, .. .}
* racionalni funkce

% exponencialni funkce aeb®
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OBR. 1.0.1. Interpola¢ni polynom nabyvajici v danych uzlech pfedepsanych
hodnot
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OBR. 1.0.2. Prolozeni pifimky tfemi body (ve smyslu nejmensich ¢tverctt)

(B) ¢ (z;) = fW(x;), Vi=0,...,n,5 =0,...,¢ (rovnost hodnot, event.
derivaci v uzlech)

(C) |l = fll ‘mald’, kde || - || zna¢i normu
Poznamka 1.2 Od pozadavku (B) nékdy upoustime (prolozit tfemi body piim-
ku - viz obr. 1.0.2)
Nejcast€jsi zpuisoby aproximace
1. Interpolace - k funkci f sestrojime funkei ¢ z jisté t¥idy M spliujici (B)

2. Aproximace metodou nejmensich ¢tverct - k funkci f sestrojime funkci ¢
7 jisté t¥idy M spliujici (B) ve smyslu nejmensich ¢tvercii

e diskrétni pfipad
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2 . 2
Z Wi (f(%) 90(331)) = 111;21/\111 Z Wi (f(xz) - d}(arz))
=0 =0

kde w; > 0,7 =0, ...,n jsou zadané cisla, zvana vahy. Nazev ‘nejmensi

¢tverce’ je patrny z nasledujiciho ptikladu:
1.3 Pro dané déleni intervalu [a,b] a dané kladné vahy w;
uvazujme normu funkce f danou vztahem

LAl ==

p € M se hleda tak, ze
Cl2 — i 2
1f = ¢l in ILf =l

e spojity pripad

b 2 b 2
/ w(@)(f(z) — @(x))* de = min / w(@) (f(z) — (@)’ da

peM

w je véhova funkce (skoro viude kladna v [a, b], w € L?(a,b). Definice
pojmu ‘skoro vsude’ a prostoru L?(a,b) viz napi. (Feistauer et al.,
2003, strana ...).)

3. Cebysevova (stejnomérnd) aproximace - k funkci f sestrojime funkci ¢ z
jisté t¥idy M spliujici

max|p(x) — f(2)] < max ¢ (e) - ()|

[a,b] [a,b]
pro vsechny funkce ¢ € M, kde M je zvolena mnozina funkci.

1.1 Lagrangeuv interpola¢ni polynom

Hleddme polynom L, stupné nejvySe n (piSeme L, € II, - prostor polynomi
stupné nejvyse n) takovy Ze

Ln(.ﬁl) :f(xl) iZO,...,’I’L, (1.1.1)

r; - navzajem ruzné uzly, obecné neekvidistantni. Takovy polynom nazveme
Lagranegeovym interpolacnim polynomem.

Véta 1.4 Necht xq,...,x, jsou navzdjem rizné uzly. Pak existuje prdvé jeden
interpolacni polynom L, € 11,,:

Ln(xl) = f(xl) 1= 0, .oy n.
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Dukaz 1. Existence
Uvazujme polynomy

li(z) = (x—zo)(x—2x1) ... (r —mi—1)(x — Ti31) ... (x — xp)
i (i — o) (i — 1) - (i — m1) (2 — Tig1) - - - (2 — )

(tzv. Lagrangeovy polynomy).
Plati

PoloZzme

2. Jednoznacnost
Necht L!, L2 € II,, spliuji (viz (1.1.1))

Potom L} — L? € 1I,, je polynom, ktery mé (n + 1) riiznych kofent. Podle
zékladni véty algebry je L1 — L2 nulovy polynom.

O
3. pfednéska
Poznamka 1.5 Polozme
Wnt1(x) = (& —x0) ... (T — ).

Potom plati

. wn+1(x)
li(z) (@ — @) - wp g ()

kde c¢arka oznacuje derivaci.

1.1.1  Chyba Lagrangeovy interpolace

Véta 1.6 Necht f € C" (1), kde I je nejmensi interval obsahugici xo, . .., %, v*
a Ty, ..., Ty jsou navzdjem rizné uzly, . Necht L, € I, je Lagrangeiv interpo-
laéni polynom pro funkci f. Pak 3 £ €1

) ()
(n+1)!

(chyba Lagrangeovy interpolace v bodé x*).
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Dukaz Pro z* = x; je dikaz zfejmy. Pro x* # x; uvazujme funkci :
F(I) = f(x) - Ln(l‘) —t- w71,+1(93)
kde t € IR. Plati:
Pro vhodnou volbu . .
f@) = Ln(z")
wn1(z*)
plati, ze F'(z*) = 0. F ma tedy n + 2 nulovych bodi (uzly x; a bod z*). Podle
Rolleovy véty:

ti= (1.1.2)

F’  mé4 aspom n + 1 nulovych bodt,
F®+D m4 aspoii 1 nulovy bod, ozna¢me ho &.

FOD(€) =0=f0F0(€) =0 —t- (n+1)! /m

kde jsme vyuzili toho, Ze (n + 1)-ni derivace L,, je nulovd a (n + 1)-ni derivace
wWn+1 je (n+ 1)l Dosadime-li za t ze vztahu (1.1.2), dostaneme

1O wan (@)
(n+1)! '

f(@®) = Ln(2")

Zkusebni otazka 1.1! Chyba Lagrangeovy interpolace

1.2 Kubicky spline
Definice 1.7 Nechl je ddno déleni intervalu [a,b], a = xg <21 < ... <Xy =0
(r; navzdjem rizné). Rekneme, Ze funkce ¢ : [a,b] — IR je kubicky spline, jestlize
1. ¢" je spojitd (€ C?[a,b]),
2. 90|[xi,xi+1] je kubicky polynom, prot=20,1,...,n — 1.
Poznamka 1.8 Spline - elastické pravitko pouzivané pii stavbé lodi
Poznamka 1.9 Kubicky spline je specidlnim piipadem spline k-tého Tddu pro
k = 3. Duvodem c¢astého pouziti kubického spline je fakt, Ze lidské oko je schopné
rozlisit jesté zmény 2. derivace.
Poznamka 1.10 Kubicky spline dobfe aproximuje funkci, ktera popisuje tvar s
minimélni energii. PopiSeme-li tvar pruzné latky funkci y = f(x), potom

b "
x
E(y):/ y/<)23/2dw
a [1+4(y'(2))?]
mé&ii jeji ohybovou energii. Lat se deformuje tak, Ze je tato energie miniméalni
(Hamiltontiv princip). D4 se ukazat, Ze mezi véemi funkcemi z C?[a, b] aproximuje
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kubicky spline ¢ :: ¢(x;) = f(x;) velmi dobfe funkei y*, pro kterou se nabyva
minima E(y): min, E(y) = E(y*).

Véta 1.11 Necht f € C?[a,b]. Pak pro kazdy kubicky spline ¢ spliiujici
w(xi):f(xi), 1 =0,...,n,
plati

b
2 2
lell < WAl kde ull ;:/ " ()" da,
a

jestlize je splnéna nektera z ndsledujicich trech podminek:

(a) ¢la)= 0  =¢"(b)
(b)  ¢(a)=f(a) a ¢'(b)=f'(b) (1.2.1)
©  ¢a)=¢1) a ¢"(a)=¢"(b)

Poznamka 1.12 (Pozor, ||.| ve vété 1.11 nezna¢i normu, ale pouze seminormu

v Sobolevové prostoru H?(a, b), ktera se obvykle znadi |.| H2(a,b), detaily viz napt.
(Feistauer et al., 2003, page ...))

Dikaz Viz cviceni k prednésce. O

Dusledek 1.13 Ve vsech trech pripadech (a), (b), (c) je kubicky spline urcen
jednoznacné.

1.2.1 Konstrukce prirozeného kubického spline

Zmaceni:
fi = f(xz) Vi=0,...,n,
Qi = <p|[wi7:vi+1] Vi=0,....,n—1,
hi::.TH_l—Jii Vi:O,...,n—l.

Kubicky polynom ¢; je na intervalu [x;,x;+1] uréen ¢tyfmi koeficienty. Pocet
intervaldl je n, celkem mame tedy pro urceni ¢ pocet stupni volnosti 4n. Pro
tyto stupné volnosti sestavime piislusné rovnice.

Pocet neznamych 4 x pocet intervalt 4an
Pocet rovnic o(x;) = f(x:),1=0,...,n n+1
spojitost p va;;i=1,...,n—1 n-—1
spojitost @' va;,i=1,...,n—1 n-—1
spojitost @’ va;,i=1,....n—1 n-—1
an — 2

Pocet rovnic je o dvé mensi nez pocet neznamych. Doplnime je proto nékterou
z podminek (1.2.1), (a)—(b). Uvazujme napf. podminku (1.2.1), (a), tj. podminku
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Mity

/!

2

T Ti+1
OBR. 1.2.1. Piimka ¢
nulovych druhych derivaci v krajnich bodech. Takovy spline nazyvame priroze-

nym kubickym splinem. Pro urceni pfirozeného kubického splinu hledame ¢; ve
vhodném tvaru. Ukazuje se, ze efektivni metoda neni zalozena na vyjadieni

wi(x) = a; 23 + bz + c;x + d; (NEVHODNE viz cvi¢eni)
ani na vyjadreni
0i(x) = ai(x—x)3+bi(x—2;)* i (v —5)+d; (MENE VHODNE viz cvi¢en)

ale na vyjadieni pomoci tzv. momentu, coz jsou hodnoty druhé derivace ¢ v
uzlech. Oznacme je M;:

M; = ¢"(z;), i=0,...,n
a predpokladejme, ze tyto momenty zname. Pozdéji ukazeme, jak je urcit. Plati

w; — kubicky polynom
¢l — parabola

¢ — ptimka
Z predpokladu spojitosti druhé derivace ¢ v uzlech dostéavame

Mi = @;/(Il)v
M1 = @ (zig1).

Je tedy ¢! pfimka, prochazejici body (x;, M;) a (w441, M;+1) (viz obr. 1.2.1).
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() = (x —xi) - Miga . M; - (v — $i+1)7
LTi41 — L4 Tj — Ti41

M; M;
pi (2) = —5= - (2 = @) + h% Sz —wy).

Integraci odvodime

M;
pi(z) = — (z —zig1)® +

_ My
2h;

2h;

(= x)? + Ay,

M; 3, My
“on, @ m)T

vhodny rozpis integra¢ni konstanty T

pi(z) = (-2 + Ay — )+ B, (1.2.2)

Ve vyjadieni ¢; ve tvaru (1.2.2) nejprve uréime koeficienty A;, B;, i =

0,...,n — 1 pomoci momentii a potom sestavime rovnice pro momenty. Vyu-
zijeme k tomu podminky
pi(w:) = fi,
(pi(x7;+1) = fi+17 Z = 0, ey, — 1
(Dvé rovnice pro dvé neznamé A;, B;, i =0,...,n — 1.) Dostaneme

M;
©i(x;) = r h? + Bi = fi,

M;

— Bi=fi— ra h3,
M; M;
pi(Tiy1) = ZTH “hi + Aihi + fi — # “hi = fi,
fivi = fi | M; — Migq
- o6

Rovnice pro momenty sestavime ekvivalentnim vyjadienim podminky spojitosti
derivace kubického spline v uzlech:

oi_1(zi) = pi(xi), i=1,...,n.

Pfipomerime si tvar ¢

M; M;yq
pi(z) = oh, (x —zig1)? + oh. (x— ) + A
resp. ¢4
M; 4 M;
pi_q(x) = “oh . (z —z;)* + o (x—2i1)” + A1

S vyuzitim vyjadieni pro A;, resp. A;_1; pomoci momenti dostaneme

i — fi- M;_1 — M;
hiy+ ! h';fl s+ 16 “hioa

i

@1 (zi) =0+ %1
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K2

M; i+1—fi | Mi—M;
_ .'h?+0+f+1 f+ +1

e (.
2, h, 6 hi = gi(@i).

Protoze konstruujeme pfirozeny kubicky spline, je My = ¢”(20) =0 = ¢"(x,) =
M, a dostavame tak n — 1 rovnic (i = 1,...,n — 1) pro nezndme momenty
My, Ms, ..., M, 1. Tyto rovnice lze prepsat ve tvaru

hi—1 hicv hicv hi by h fi—ficr fiyr— fi
M - LN I VAR A .
6 1+< 7 6 2 6) g i h, W

hi_1th; gi
3

Maticovy zapis vede na soustavu s tiidiagonalni matici.

ho+hys  hi

3 6 M, g1
. . M;_y gi—1

i—1 i—1+hi h; . — .

6 3 6 M; = 9i

) My Ji+1
B2 hn—sthn_1 M, In—1

6 3

Zkusebni otazka 1.2! Konstrukce prirozeného kubického spline.

1.14 Pro ekvidistantni déleni s krokem h ma matice soustavy tvar

4 1

S

1 4
P1i vySetfovani FeSitelnosti této soustavy lze vyuzit nasledujici definici a vétu z
algebry:

Definice 1.15 Reknéme, Ze matice A typu n x n,n > 2 je ostre diagondiné
dominantni (ODD), jestlize

n

lagi| > Z |ai;] Yi=1,...,n.

J=Lj#i

Véta 1.16 Necht A € IR™™ ™ je ODD. Pak A je nesinguldrni.
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Diukaz pomoci GerSgorinovych kruhii, viz (Quarteroni et al., 2004, str. 184).
A je nesingularni < detA # 0 < rovnice det(A—AI) = 0 nemd kofen A = 0 <
nula neni vlastnim ¢islem matice A. Necht A je vlastni ¢islo matice A

Az = Az Y= i, ||| := max ||
[z i
Ay = My lyil <1, Fig = |y =1
Z Wigj¥Yj + QigioYio = AYig
Jj#io
1> aigys] = 1A = aigio | i
Jj#io
|/\ - aioio‘ < Z |aioj|
Jj#io
(Gersgorinav kruh o stfedu a;,;,a poloméru Z {aioj })
J#io
Kdyby A = 0 bylo vlastnim cislem

|aigio] < Z ‘ai0j| Spor s ODD
J#io
A = 0 tedy neni vlastni ¢islo a matice A je nesingularni. O
Matice soustavy rovnic pro momenty je ODD, soustava je tedy podle vyse

uvedené véty jednoznacné FeSitelnad a protoze matice soustavy je tiidiagonalni,
Ize pro feseni pouzit napr. Gaulovu eliminaci.
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4. prednaska

Necht je ddno déleni intervalu [a,b], a < zy < 21 < ... < 2, < b (w5
navzajem ruzné). Ozna¢me h = maxeo,... n—1} [Tiy1 — T4l-

b
il I1(f) :/ F@) de = 1) = Y i fa). (2.0.1)

Vzorec

I(f) =) e f(x)
=0

se nazyva kvadraturni formule, c; jsou koeficienty kvadraturni formule a z; jsou
uzly kvadraturni formule. Motivace hledani aproximace urcitého integralu ve
tvaru linedrni kominace hodnot funkce f v uzlech z; je zfejmé z nésledujiciho
odstavce.

2.1 Newtonovy-Cotesovy vzorce

Pro dané n € IN uvazujme ekvidistantni déleni intervalu [a,b] s krokem h =
ZFTQ, x; = a+ih, i = 0,...,n. Aproximujeme-li funkci f Lagrangeovym in-

terpola¢nim polynomem L,, pro uzly zg,...,z,, lze ur¢ity integral z funkce f
aproximovat nasledujicim zpusobem:

/abf(x)dx ~ /:Ln(x) do =

4i(x)

/bzn:f(xi> : (x—x0)...(x —zi—1)(® —wig1) ... (T — ) i

=0 €T; —1’0)...(£Ci —xi,l)(xi—xi+1)...(xi —l’n)

n_ b
Z/ Li(z)dx f(x;) (2.1.1)
i=0 L% ,

1)

Tento vzorec nazyvame pro ekvidistantni uzly Newtontuv-Cotestuv. Pro vypo-
¢et koeficientu a; pouzijeme néasledujici substituci

12
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subst. x© =a+th

x; = a+ih, h:b—a
n
b n o B n n )
o = 11 de b a/ 11 Et ‘7,; dt (2.1.2)
@ g0z T T R RN TR

Z konstrukce Lagrangeovy interpolace L,, funkce f € I, plyne, ze L,(x) =
f(z), a tedy N-C vzorec je pfesny pro polynomy stupné nejvyse n. To nas vede
k nasledujici definici.

Definice 2.1 Rekneme, Ze kvadraturni formule Y o f(x;) md 7dd presnosti
m, jestlize m € IN U {0} je maximdlni ¢islo takové, Ze

b n
[ o= ainw) e, (2.13)
@ i=0

_ 2.1 R4d kvadraturni formule.

Lemma 2.2 Je-li kvadraturni formule Y ., «; f(x;) symetrickd, t.j. pro i =
0,...,n plati
b—xp_; =z; —a,
Q; = Qp i,
a je-li jeji rad > n, n sudé, pak je jeji rad > n + 1.
Lemma 2.3 Newtonuv-Cotesuv vzorec je symetrickd kvadraturni formule.

Dusledek 2.4 Pro n sudé€ je tad N-C vzorce > n + 1.

_ 2.2 Odvodte Newtontiv-Cotestiv vzorec.

Lemma 2.5 (Odhad chyby lichobéznikového pravidla)
Necht f € C?[a,b]. Oznacme Ty(f) N-C vzorec pro n = 1 (lichobéinikové
pravidlo). Pak 3¢ € [a,b], :: (pFi znaceni I(f) = f; f(x)dz)

e W
2 6’

I(f) = Tw(f) = h=(b—a). (2.1.4)
Lemma 2.6 (Odhad chyby Simpsonova pravidla)

Necht f € C3[a,b]. Oznacme Sy(f) N-C vzorec pro n = 2 (Simpsonovo
pravidlo). Pak 3€ € [a,b], ::

" (b—a)

1) = $ulh) = —gg - 1"©, h="" (2.15)
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Definice 2.7 (zbytek kvadraturniho vzorce) Rozdil

En(f) = I(f) — In(f),
kde

b n
10 = [ f@de, (5 = Y ais (e,
a i=0

nazyvame zbytek kvadraturniho vzorce.

2.1.1 Slozené Newtonovy—Cotesovy vzorce

Newtonovy—Cotesovy vzorce lze také aplikovat tak, Ze interval [a,b] rozdélime
na m ekvidistantnich subintervalt [z;,x; 1] velikosti H a na kazdém z téchto
subintervali pouzijeme Newtoniv—Cotestuv vzorec pro n ekvidistantnich uzlu
Ti=Ti, < -+ <, = Tit1 S krokem h

r; =a+1iH, H:b_a

H
y1=0,...m, m;;, =x; +jh, h=— m,nelN
m n

m—1 m—1 m—1 n

Z /%+1 x)dr ~ th Z Zai.y’f(xii) = In(f)

=0 j=0

Véta 2.8 (slozené N-C wvzorce) Necht f € C"'la,b]. Pak pro sloiené N-C
vzorce plati
[I(f) = In(f)] < ch™*, (2.1.6)

kde ¢ > 0 je konstanta nezavisla na h.
Dikaz plyne z odhadu chyby Lagrangeova interpola¢niho polynomu O
5. prednaska

2.2 Rombergova kvadratura

Vypocet f: f(z) dx pomoci slozeného lichobé&znikového pravidla pro n + 1 uzli.

m=n,
H:b—a,
m
h=H.

Véta 2.9 (Eulerova-MacLaurinova) Necht f € C?*N*2[a,b], h = T’ n € IN.

Potom pro sloZené lichobéznikové pravidlo (oznaéme ho CTy(f)) plati:

CTu(f) = p(h®) + O(h*N*?) (2.2.1)
= I(f) + a1h® + ash* + - + axyh®N + O(R*N %) (2.2.2)

kde pelly, p=p(t)=ap+at+---+ant,

2o — / f(z) dz = 1(f).
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Dukaz viz Stor Numerische Mathematik I O

Rombergova kvadratura: konstruujeme linedrni kombinaci vzorci C'Ty, (f) pro
vhodné h tak, abychom ziskali vzorec, ktery je presnéjsi:

CT}L(f) = I(f) + a1h2 + O(h4) / -1
2
CTy(f) =I(f) + al% +O(h*) /4
ACTy (f) — CTw(¥)

I(f)+0O(h")
lin. k. = I(f) +chyba (N =1)

3

Vhodnou linedrni kombinaci vzorct, z nichz kazdy aproximuje integral I(f)
s chybou O(h?), jsme tak odvodili vzorec, ktery aproximuje integral I(f) s
chybou O(h*). Za ptedpokladu dostate¢né hladkosti funkce f (viz Eulerova-—
MacLaurinova véta) mtzeme timto zpusobem odvodit vzorec, ktery aproximuje
integral I(f) s chybou O(h?V+2). Viimnéme si napt., jakou roli hraje v tomto
postupu vy¢isleni Lagrangeova interpolac¢niho polynomu Ly pro uzly %, %2, h?
a hodnoty CT%, C’T%, CTy, zapsaného ve tvaru Lo(0) + byt + bot? (predpoklé-
dédme h << 1).

Euler—-MacLaurin | Lagrange |
CTy(f) = I(f) + a1h? + azh* + O(h®) = Ly(0) + byh? + byh* (2.2.3)
o ) h? h?
CTw(f) = I(f) +ary + axls + O(h®) = L5(0) + by T (224)
B2 B 6 h? h*
CT%(f) = I(f) + alﬁ + agﬁ + O(h ) = Lg(o) + blTﬁ + b2ﬁ (225)
lin. k. T= I(f) +0+ 0+ O(n) =L(0)+04+0 (N=2)
kde La(t) = by +bit+byt? je Lagrangetv interpola¢ni polynom pro tabulku
L2(0)
2 2
o | m | | e
lin. k. ‘ C’T%(f) ‘ CT%(f) ‘ CTw(f)

Zaveér: L2(0) aproximuje fab f(z)dx s chybou O(h®). Pii konstrukei Lo (0) se
jedné o tzv. Richardsonovu extrapolaci. Uvedeny postup lze provést az do radu
2N +2 pro uzly (%)2 a hodnoty CT%_7 1=0,..., N, pomoci nichz konstruujeme
Ly. ’

Problém: Vy¢isleni Lagrangeova interpola¢niho polynomu v jediném bodé
(zde konkrétné v 0) aniz bychom Lagrangetv interpola¢ni polynom sestavovali.
Zde nepottfebujeme tvar Lagrangeova interpola¢niho polynomu, ale pouze jeho
hodnotu v jediném bodé. K tomu se pouziva Aitkenovo—Nevilleovo schéma.
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Zkusebni otazka 2.3! Odvodte Rombergtiv kvadraturni vzorec, ktery apro-

ximuje hodnotu f: f(xz)dx s chybou O(h*). Vysvétlete viznam Lagrangeova
interpola¢niho polynomu pfi konstrukci Rombergova kvadraturniho vzorce.

2.3 Gauflova kvadratura

Vime, ze N-C vzorce maji fad aspon n (pro n sudé dokonce aspoii n+ 1). Jakého
fadu mize byt formule typu >, ; f(2;)? Uvazujme pro dané déleni intervalu
[a,b], a < zp < ...<m, <bkvadraturni formuli

I(f) = ai f(w:). (2.3.1)
i=0

Lemma 2.10 (Rdd kvadraturni formule) Rid kvadraturni formule (2.3.1) je nej-
vyse 2n + 1.

Diikaz Uvazujme polynom p(z) = [[_,(z — x;)*> € gy, 4o. Tento polynom je
nezdpornd funkce na intervalu [a, b] a plati pro ného

/abﬁ(:r) > 0.

Kvadraturni formule typu (2.3.1) dava pro tento polynom

Z a;p(z;) = 0.
i=0

Pro polynom p neni tedy kvadraturni formule (2.3.1) pfesna a jeji fad je tedy
nejvyse 2n + 1. a

GauBova kvadratura je zptsob konstrukce vzorce Y .« f(z;), ktery je
presny pro vSechny polynomy stupné nejvyse 2n + 1.

Definice 2.11 (skalarni soucin polynomi) Skaldrni soucin v Cla,b] je definovdn

b
(u,v) :/ u(z)v(z) de. (2.3.2)

Definice 2.12 MnoZzina normovanych polynomi
0, ={pelly; px)=2"+a, 12" +-- +ao} (2.3.3)

Myslenka konstrukce Gaulovy kvadratury:
x; (uzly): kofeny polynomu p, 1 z mnoziny ortogo-
néalnich polynomt {po,p1,...,Pn+1},
a; (koeficienty): ur¢ime  tak, aby f; q(z) dx =
Yoo iq(wi) Vg € Moy
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Véta 2.13 (Ortogondlni polynomy) Existuji jednoznacné uréené polynomy p;,
pro kterée plati

1. pell;, ieNU{0},

(Pi,pj) =0, i#j,  (pozn. po(x)=1)

2. Koreny xq, ..., 2T, polynomu ppi1, n € IN U {0}, jsou rediné, jednoduché
a lezi v (a,b)
3.
po(wo)  po(w1) po(@n)
pi(xo) p1(z1) p1(7n) . . o
A= ) je nesingularnd.
pn(x()) pn(xl) T pn(xn)
Dukaz viz cviceni k prednésce. O
6. pfednaska
S vyuzitim ortogonélnich polynomu py,...,p,+1 a kofent x; polynomu p,, 41

urc¢ime koeficienty «; Gauflovy kvadraturni formule tak, aby platilo:

b n
/ q(z)dx = Zaiq(xi), Vg € Mapi1. (2.3.4)

K tomu vyjadiime polynom ¢ ve tvaru

q(x) = r(@)pni1(2) + s(x), 1,5 €1y,

(déleni polynomu ¢ polynomem p,,+1) a polynomy r(z),s(z) € II,, vyjadiime
jako linearni kombinaci ortogonalnich polynomi (existence takového vyjadieni
viz cviceni k pfednésce), specielné necht

2) =Y pi(x)
=0

Na zakladé tohoto vyjaddieni mé vyraz na levé strané v (2.3.4) tvar

/abQ(JU) dr = /ab 7(x)pry1() dm+/ab3(x) da

b n
=/ > vpi(a dw—/ Z%po z)dz
a =0
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- zn:'Yj /abpo(af)pj@?) dz = /abpo(l‘)po(w) dz = v /ab dx.

j=0
Levéa strana v (2.3.4) je tedy rovna
Yo(b — a).

Pravd strana v (2.3.4) mé na zakladé vySe uvedenych vyjadieni tvar

ZZ:% i [r(mi)pj(jl (z:) +s(2i)] = ; @; JZ:O ¥ip;i (3).

Vidime, Ze levou a pravou stranu v (2.3.4) lze tedy vyjadfit jako linedrni kombi-
naci jistych vyrazi s koeficienty -,

Y(b—a)+ 7 -0 + 4+ -0
=70 Y po(@)as +7 Y pr(@i)ai 4+ Y pol@) s
i=0 i=0 i=0

Porovnanim vyrazt u koeficientii v; na levé a pravé strané dostaneme rovnice
pro urceni hledanych koeficientt «;:

Z?:o po(zi)a; = (b—a) po(zo) -+ pol(zn) Qo b—a
Z?:o pi(wi)oi = 0 pi(zo) - pi(wn) Qg 0

: I 3 B
> ico p;L(xi)Oéi = 0 pu(mo) -+ palzn) o 0

Z hlediska stability je vyhodné, ze koeficienty a; Gauflova kvadraturniho
vzorce Y . a; f(x;) jsou kladné.

Véta 2.14 (pozitivita «;) Koeficienty «; Gauflova kvadraturniho vzorce jsou
kladné.

Dukaz PoloZzme:

Pr(z) = H (x—x;)? €y,

i=0,i4k
b n
0< / (@) de = aipr(i) = o pr ()

= ap kladné Vk =0,1,...,n.
O

Zkusebni otazka 2.4! Odvodte Gaufitiv kvadraturni vzorec fddu 2n + 1 na
intervalu [a, b]. Odvodte GauBiv kvadraturni vzorec fadu 3 na intervalu [—1, 1]
(uvazujte ortogonalni polynomy {1, z,x? — %}
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METODY RESENI NELINEARNICH ROVNIC

Necht je dano nelinearni zobrazeni
F: RN - RN,
Hleddme « :: F(a) = 0.
Metody pro feseni vyse uvedené ulohy jsou vétsinou iteracni. Cil je generovat

posloupnost {z(*)} takovou, ze limz*) = o, kde F(a) = 0.

3.1 Newtonova metoda

Problém F'(z) = 0 nahradime posloupnosti linearnich problémi Ly (z) = 0, Ly :
RN — RN,k =0,1,...,takovych, ze jejich feSeni tvoii posloupnost konvergujici
k feSeni problému F'(z) = 0.

o~ 2"t kde Ly (z"1) = 0.

Necht () je ddno (pozdéji ukazeme, jak ho volit). Pro danou aprixamaci z(*)
uvazujeme Ly, (z) jako linearni ¢ast Taylorova rozvoje zobrazeni F' v bodé z(F) ¢
RYN (J(zx) zna¢i Jakobiho matici zobrazeni F v bodé z):

F(z) = Fz®) + J(a®)(x — 2F) +0(jz — 20)?).

Ly (x)

(za predpokladu dostatecné hladkosti zobrazeni F'). Nelinedrni problém nahra-
dime problémem linearnim

{F(z) =0} {Fz™) + J(@®)(z —2®) =0(3.1.1)

Q

Lk (I)
feSeni o nelin. pb. aproximujeme fegenim z**1) lin. pb. (3.1.2)
o ~ 2D = ) g7 ) P (M)3.1.3)

Vzorec v (3.1.3), kterym je definovana (k + 1)-ni aproximace z(**!) fegeni
nelinearniho problému je formalni, ve skutecnosti se inverzni matice nepocita a
algoritmus méa nasledujici dva kroky:

Algoritmus:

1. J(x®) (z — %) = —F(2®) - fesime linearni tlohu pro sz
———

S (k)

19
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2. (D) .= () 4 52() _ provedeme update piedchozi aproximace.

Pro N =1 (nelinearni skalarni rovnice pro jednu nezndmou) ma Newtonova
metoda nazorny geometricky vyznam. Nelinedrni funkci f(z) nahradime line-
arni funkci (p¥imkou), ktera je tecnou ke grafu funkce f v bodé (z(®), f(x(¥)
(méa tedy smérnici f'(x(®)) a prochazi bodem (x(*), f(x(¥))). V tomto ptipadé se
Newtonova metoda nazyva metodou tecen.

N=1:

(k)
(k+1) _ (k) _ f(z™) 0) 14 1¢(k)
x x FE®) %) dano, f'(z\")) # 0.

Zkusebni otazka 3.1! Odvodte Newtonovu metodu pro soustavy nelinearnich
rovnic a jeji algoritmizaci. Popiste algoritmus v pfipadé jedné skalarni rovnice.

Zpiisob, jak nahradit funkci f piimkou prochézejici bodem (z*), f(x(¥)))
neni jediny. Dalsi moznosti jsou metoda secen, jednobodova metoda secen nebo
metoda regula falsi (viz cvideni k pfednéasce).

Poznamka 3.1 Newtonova metoda je specialnim piipadem ndhrady funkce f
linearni funkci

(@) = f@®) + (2 — 2y,
kde smérnice g se voli
qr = f/(x(k)).
3.1.1 Dikaz konvergence Newtonovy metody
7. prednaska
Véta 3.2 (Konvergence Newtonovy metody pro soustavy) Necht F' € C(D), D C

IRYN konvezni, oteviend mnoZina, kterd obsahuje o :: F(a) = 0. Necht 3.J1(a),
necht 3R > 0,¢ > 0,L >0 :

|77 )| < e
[J(z) = JW)I| <L |[z—yl Vr,y € B(a, R),
—_——— ——
maticovd norma vekt. norma

kde B(a,R) je koule o stiedu o a poloméru R. Potom 37, Vz(© € B(a,r),
posloupnost 3.1.3 je jednoznacné definovana a konverguje k o a plati

2
Hafx(kH)H < cLHaf:c(k)H (3.1.4)
Motivace: N =1

k+1) _ (k) _ f(l"(k))
T P Em)

7 Taylorova rozvoje dostavame:

2 Newtonova metoda




NEWTONOVA METODA 21

(€)@ —a®)?

fl@) = f@®) + f'@®) (@ —2) + 5

Zajimé nas chyba (o — 2(**1). Cheeme ukézat, ze |a — z(*+1)| — 0. Odettenim
«a od obou stran vzorce pro Newtonovu metodu ziskame vyjadieni

(k)
(k1) k f(@™)
o — xl =a—z® 4+ Fa®y
Upravou Taylorova rozvoje (uvédomime-li si, ze f(a) = 0) dostaneme
) . ") (o — )2
0= pamy T T T amy

7 predchozich dvou rovnic snadno nahlédneme, Ze plati
o gy _ _I"(Ea—aM)?
/ 2 f/(z®)

Predpokladejme nyni, Ze existuje konstanta ¢ takova, ze podil derivaci na pravé
strané predchoziho vyrazu lze odhadnout

) /(&)

_J S = (k)
2-f’(33(’9))’<c VE V'™,

Potom dostaneme

ol =

)

k)| < = W <A -2\’
‘a—x ’Sc’a—x ‘ <c c‘a—x ‘ =

2k+1

Su-éé(é’a—x(o)‘)

Prava strana konverguje k nule pro k¥ — 400 za predpokladu

&

a— x(o)‘ < 1,tj. jestlize je 2 dostateens blizko k a.

Pro diikaz konvergence Newtonovy metody pro jednu skaladrni rovnici jsme tedy
vyuzili tyto pfedpoklady

1. z(© dostateéné blizko «,

2. f"” omezend shora

3. % omezena shora (tj. predpokladame f/(«) # 0),
které koresponduji s predpoklady Véty 3.2. Jak, to je patrné z nasledujiciho
dikazu.
Dukaz véty 3.2. (9 zvolime v B(a, ), kde r uéime tak, aby J~*(z(?)) existo-
vala. (Jinymi slovy, 2 volime dostateéné blizko a.) K tomu vyuzijeme nésle-
dujici tvrzeni z algebry:
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Lemma 3.3
A < 1= T—A)"? existuje a plati
1
1—[JAl

I —a)7H| <

Dukaz viz cviceni k prednasce. O

Definujme matici
A:=T1-JYa)J(z®)

kde (9 zvolime tak (blizko ), aby [|A| < 1, konkrétné zvolime 2(*) tak, aby

1
IVESS

K tomu vyuzijeme predpoklady Véty 3.2 tykajici se odhadu inverze Jacobiho
matice v bodé « a lipschitzovskosti Jacobiho matice:

A

-7 (@) @) = [ 7 @) (@) = 1) < ek [a -2 (3.15)

(9 zvolime tak, aby posledni vyraz v (3.1.5) < % Tim dostavame podminku

na SC(O)Z

1
Ha —z© H < T2 zaroven Ha —z© H < R ( platnost podminky lipschitzovskosti).
c

1
=min | —, R | .
r := min (20L’ )

V mnozine B(a,r) existuje podle vyse uvedeného tvrzeni z algebry J—1(z(?).
To plyne ze vztahi

Pro r dostavame

[—A)=J Y a)J(=%), ([I-A)"'=J"=)J().
Lze tedy spocitat prvni iteraci Newtonovy metody a odhadnout jeji chybu:
a—aW0 =g — 20 4 J(—l)(x(o))F(x(O))_
Upravou Taylorova rozvoje (uvédomime-li si, ze (o) = 0) dostaneme

=J (x T +(a—x +J (x zbytek.
0= 1( (0))F( (0)) ( (0)) J 1( (0)) byvtek

S vyuzitim odhadu zbytku Taylorova rozvoje dostaneme
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odhad zbytku
—_—
_ 0 S ON A PO
a—x < ||J (') 2L a—x
a dtkaz dokonc¢ime pomoci odhadu normy inverzni matice
o] = ooy i <
—_———
(I—-A)-1 ~

Pro odhad chyby mame tedy vztah

2
Jor= o < ek o= = (el fl = 2] flr =]
—_——

<

[N

z n€hoz plyne dale indukci konvergence Newtonovy metody. O
Zkusebni otazka 3.2 Dokazte vétu o konvergenci Newtonovy metody.

Poznamka 3.4 Modifikace Newtonovy metody:

e Jacobiho matice se neméni pro p > 2 kroki
e nepresné feseni soustavy lin. rovnic

e vydisleni Jacobiho matice pomoci diferenci f'(x) ~ w

3.1.2  Rdd konvergence

Definice 3.5 (¥dd konvergence iteracni metody pro veseni F(x) = 0) Rekneme,
ze posloupnost {x(k)} generovand numerickou metodou konverguje k v s Tadem
p>1, pokud 3¢ >0

o — ™V
m S C Vk 2 kO‘

V takovém pripadé se numericka metoda nazyvd radu p.

Véta 3.2 1ika, ze Newtonova metoda je kvadraticky konvergentni,
2
st <o
pokud je 2(®) dostatecné blizko a a pokud je J(a) nesingularni.

3.2 Metoda postupnych aproximaci pro nelinearni rovnice

Metoda postupnych aproximaci je zalozena na faktu, Ze pro dané zobrazeni F :

M C RN — RY je vzdy mozné transformovat problém F(z) = 0 na ekvivalentni

problém = — ¢(x) = 0, kde pomocné funkce ¢ je volena tak, aby ¢(«) = o pravé

kdyz F(«) = 0. Nalezeni nulovych bodii zobrazeni F se tak pfevede na nalezeni

pevného bodu zobrazeni ¢, které se realizuje pomoci nasledujiciho algoritmu:
Déno 20 2+ .= ¢(z*)), k> 0.
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Definice 3.6 (kontrahugici zobrazeni) Rekneme, Ze zobrazeni G : D C RN —
IR™ je kontrahujici na Dy C D, jestlize 3L < 1 ::

1G(z) =Gl < Lz —yll  Va,y € Do.

Véta 3.7 (véta o pevném bodé) Necht G : D C RN — RN kontrahujici na
uzavien€ mnoziné Dy C D, G(x) € Dy Vx € Dy. Pak G md prdavé jeden pevny
bod. Tento bod je limitou posloupnosti xF+1) = gb(:z:(k)), ) e Dy libovolné.

Diikaz jednoznacnost, existence (Cauchyovskd posloupnost, spojitost G), viz
cviceni k prednasce. O
Poznamka 3.8 Newtonova metoda jako specidlni pfipad véty o pevném bodé.
(Viz cviceni k pFednasce.)

8. prednaska

3.3 Koreny polynomu
Nalezeni
e lokalizace koienu v C

e aproximace kofent

Véta 3.9. (Descartes) Pocet kladnijch kotent (vietné ndsobnosti) polynomu
pn(@) = ag+arx+---+ap,z™ je roven poctu znaménkovych zmén v posloupnosti
ag, a1, . ..,0y, nebo je o sudé ¢islo mensi.

ag }

an

Véta 3.10. (Cauchy) Koreny polynomu lezi v kruhu

I'= {ZE(C;|Z| <1+4+mn,n= max
0<k<n—1

Poznamka 3.11 1 < n: translace a zména souradnic

3.3.1 Hornerovo schema

V dalsim budeme potfebovat vycisleni hodnoty polynomu
pa(®) = ao + a1z + - + anz”

v daném bodé x. Vy¢isleni polynomu:
1. neefektivni
r=1; s =ap;
for i =1ton do

r=r-;
S=s+a;-r;
end for

pn(x) = s, pocet nasobeni 2n.
2. Hornerovo schéma
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S = Qnp;
for i =n — 1 downto 0 do
S =5-T+ a;;
end for
pn(x) = s, pocet nasobeni n.
Poznamka 3.12 Zapisme Hornerovo schéma pro vy¢isleni p, (z) takto:
bn = Qnp;
for : = n — 1 downto 0 do
bi = biy1 -z + a;;
end for
pn(z) = bo.
Ukézeme, Ze tento zapis je vhodny pro vycisleni derivace p/, (a nasledné
pouzijeme Newtonovu metodu pro urceni kofene p,(z)). Pro déleni polynomu
polynomem plati

(A" Fan 12" dag) s (2—2) = an 2" (an_1 + anz)a™ %4 - +b; +zbytek
by bn—1

Pn(x) = gn_1(z;2)(x — 2) + bo
kde ¢, 1(2;2) = bpz" ' + by 12" 24+ by

Je-li z kotfen, pak by = 0.
Nyni apliklujeme Newtonovu metodu pro nalezeni kofene polynomu p,,.

Hornerovo sch.
Newtonova metoda: z(F*1) = z(})

Hornerovo sch.

Vzorec, ktery dostaneme s vyuzitim Hornerova schématu, se nazyva Newtonova-
Hornerova metoda: .
(1) _ ) _ _ Pal@®)
x =z
Gn—1(z(®); 2(k))

Vyraz ve jmenovateli dostaneme z nasledujicich vztahi

() = @, 1 (z;2)(x — 2) + gn_1(2; 2),
P(2) = qn-1(2;2),

Algoritmus pro nalezeni kofentt polynomu p,,:
for m = n downto 1 do
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Najdi kofen r polynomu p,, (Newtonova metoda)
Vydisli koeficienty g,—1(x;r) (pomoci Hornerova schematu)
Pm—1 = gm-1

end for

Zkusebni otazka 3.3 Odvodte Newtonovu-Hornerovu metodu nalezeni ko-
fene polynomu.

Poznamka 3.13 Zacit od kofene nejmensiho v absolutni hodnoté (kvili zao-
krouhlovacim chybam).

Poznamka 3.14 Restartovat algoritmus, t.j. pouzit ptivodni polynom (je-li 7;

aproximace kofene 7, jit zpét k p,(z) a hledat novou aproximaci s r§0) =7j).
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Hledame = € RN takové, ze
Az =0, A e RN A-nesingularni.

Metody:
e primé - koneény predem znamy pocet kroku pro nalezeni feseni
e iteradni - konstruujeme (nekone¢nou) posloupnost vektort konvergujicich
k Teseni

4.1 Podminénost matic

Matice se nazyva dobfe podminéna, jestlize relativné malé zmény v koefici-
entech zptisobi relativné malé zmény v feSeni. Matice se nazyva Spatné pod-
minéna, jestlize relativné malé zmény v koeficientech zpisobi relativné velké
zmény v TFeseni.

Analyza zaokrouhlovacich chyb - chyby ve vypocétu se obvykle reprezentuji
chybami ve vstupnich datech. Vzhledem k zaokrouhlovacim chybam poskytuje
numerickd metoda pfiblizné Teseni, které spliiuje perturbovany systém. Nume-
rickd metoda poskytuje (pfesné) feseni x + dx perturbovaného systému

(A+06A)(x + 0x) = b+ db.
0z 1ze ("zhruba”) odhadnout nésledujicim zptisobem

x4 6z = (A+0A) 1 b+ db) = [A(] + A7L6A)] 71 (b + ob)
= +A0A) A (b + 6b)
Se—_— ——

nahradime
~ (I — A_15A)(a? + A‘léb) =z+ A b— A"16Ax — AT1SAAL6b.
—_————
motivace |
F@) = —— — 14 2f/(0) + chyba = 1 + o(—1) + chyba | —— ~1
x—1+x— T chyba = T chyba T3z .

Su = A~L5h — A"15 Ax,
6zl < |A=* | lob]] + [|A={ lOA] [l

27
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szl _ [[A72] nebll | [lATY| usAll 1Al
Tl < Tl T TAT
A= AN [l 8ol |[A=*]| 6 Al 1Al
< T o] + TAT
Zaveér:
[|oz || - A4~ bl | [l6A]
H > || ” H H T) +7A
|| N o]l Al

¢islo podminénosti K(A4).

Poznamka 4.1 Nejcastéji pouzivané normy v CV, z € CN, A € CV*N

lzlly =D fail.

i

llly =

<Z ;] 2) Euklidova,

£}
I

1
) (z) L <p<om

[l = max |z,
Ax
4] = sup 121
z#£0 [l
|A]l, = max ) |ag| ;
J 7 ~—~—

sloupcovy soucet

1All, = \/o(A% 4) = /p(A4H),

A — transponovans a kompl. zdruZena (hermitovska),

p(B) — nejvétsi v abs. hodnoté vlastni ¢islo B (spektralni polomér),

Al = \ﬁ Frobeniova,
i,J

|A]l o = HI?XZ la;;] fadkovy soudet,
J

o Iy = VN
o [l =1, [[Az]| < [|A[| - |||
o [[AB]| < ||A]l ||B| sub-multiplikativita

4.2 Gauflova eliminace

Cil:

Az =be Uz = l;, kde U je horni trojuhelnikova
Algoritmus 4.2
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for sloupec j =1ton—1do
najdi a,; # 0, pe{j,...,n}
if a,; = 0 Vp then
STOP (singularita)

else
zdména p a j-tého radku
end if
for radek i = j+ 1 to n do
lij = 24
JJ

for k=j+4+1tondo
ik = @ik — lija;;
end for
bi = bz — lijbj;
end for
end for

uij, © < j jsou pak posledni hodnoty a;;
b; jsou pak posledni hodnoty b;

Pocet operaci ‘ v j-tém kroku ‘ celkem

Hledani a,; #0 |n—j+1 S, g = el
Vypocet ;; n—j E?:_fj = n(n2_1)

- 3 2
Vypocet a;s 2(n — j)? 223}:11 j? = 22 =gntn
Vypocet b; 2(n —j) 2 Z;l;llj = 27I(nz_l)

2
Celkovy pocet operaci: gn?’ +0(n?)

, ) L. - nésoben | s¢iténi
Pocet operaci pro feseni Uz = b: —(yo, ‘ (=)
T2 T2

Zkusebni otazka 4.1 Zdtvodnéte odhad poctu operaci v Gauflové eliminaci.

4.2.1 Pivotace
Vypocet I;; = 2 v Algoritmu 4.2, a;; # 0.

Céastecnd pivotace |ay;| = max;—; ., |ai] (4.2.1)

Uplnd pivotace |a,;| = max; m—j, n |[aim (4.2.2

Duvod: I kdyz Guaflova eliminace je proveditelnd bez zdmény radku a sloupc,
mohou malé hodnoty a;; zptsobit velké chyby v feseni.

4.2



30 SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

6 1 T1 7 1
8§ 6 1 T2 15 1
8 6 1 zs | = |15 |, sap= 1

8 6 J}50 14 —3 X 107

Gauflova eliminace je numericky nestabilni. Pivotace je podstatna pro sta-
bilitu elim. procesu. Ani velké hodnoty pivoti vSak nejsou zarukou dostatecné
pfesného Tfeseni.

Duvod: velké zmény v koeficientech

Naprava: skalovani, déleni i-tého fadku d; = Z?Zl la;;|, ale toto déleni opét
vnasi zaokrouhlovaci chyby.

9. prednaska
4.3 Gauflova eliminace jako faktoriza¢ni metoda
Uzxr = B,
Lb=b.

Necht P; je matice, ktera v j-tém kroku Gaulovy eliminace realizuje zdménu
p-tého a j-tého fadku matice A v Algoritmu 4.2

Ar=bs LUz =b { (4.3.1)

J p
1 - X X X X X X X X X X X
J 0 - 1 o o o o o o S R
-1 X X X X X x| X X X X X
. 1 X X X X x x| X X X X X
P 1 0 - R R R o o o o o
. 1 X X X X X X X X X X X

a necht L; je matice, pomoci niz se provadi nulovani prvki j-tého sloupce pod
diagonéalou.

1 - X X X X X X X X X X X
1 . 0 X X X x X 0 X X X X

1 : 0 0 x x x x| |10 0 x x x

—ly3 1 - 0 0 x x x x| |10 0 0 x x

—fl53 - 1 - 0 0 x x x X 0 0 0 x X

—lgz - - 1 0 0 x x X X 0 0 0 x X

Algoritmus Gauflovy eliminace lze maticové zapsat (GE s ¢astecni pivotaci):

Lyp 1Pp_1---LiPLA=U.

M

Oznacéme

P=P,_y - P,

X o X X & X

X X X X X X
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M=L, 1P,y - L1 P;.

Potom
MA=U,
MP'PA=U,
PA=PM~'U,
N——
L
PA=LU.

Lze-1i provést GauBovou eliminaci bez zamény Fadku a sloupct, dostavame
A=LU. (4.3.2)

Véta 4.3 Necht A € IR™™™, A requldrni. Pak existuje permutacni matice P €
IR™™ ™, nesingularni U a L s jednickami na diagondle ::

PA=LU (4.3.3)

Algoritmus

Matici L vyse uvedenou dostaneme pomoci Algoritmu 4.2 tak, Ze l;; ulozime
do aj;, jejichz hodnoty nejsou v GauBlové eliminaci potieba a pri pivotaci je
zameénime.

Reseni tilohy Az = b ve tiech krocich

1. PA=LU

2. PAx =L Uz = Pb

<~
. b
Lb= Pb

3. Uz =b

Meéteni kvality Teseni: » = b — AZ - reziduum
Véta 4.4 (Odhad rezidua) [Prager/Oettli]

Necht I je priblizné teseni Ax = b, v = b — AT reziduum. Necht je ddno
0<JA € R"™™ 0<6be IR™. Pak T je presné tesent

Az =b,  kde (4.3.4)
‘A - A‘ < oA, |p— b‘ <6b  (po sloskdch) (4.3.5)

praveé kdyz
7| < 5A|E| + 6b. (4.3.6)

Dukaz (pouze =)
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Necht A7 = b (Z je pFesné FeSeni perturbovaného systému) a pro perturbace
plati odhad

‘A—4<5A

@;ﬁ < 6b
A=A+AA |AAl <A
b=0b+ Ab |Ab| < 6b

r| =[b— AZ| = |b— Ab— AZ +AAZ| <
<~
b
< |AAZ — Ab| < A |F| + 6b.

4.4 LU rozklad v obecném pfipadé

A::(l ;) 31 LU rozklad
0 1 o
A= ( 0) neexistuje LU rozklad

A= <8 ;) LU neni jednoznacny

Pfi konstrukci LU rozkladu matice A € IR™*™ postupujeme tak, Ze postupné
pocitame m-ty fadek matice U a m-ty sloupec matice L, m = 1,...n. Pfislusné
vzorce odvodime pomoci vzorce pro nasobeni matic.

A=LU,

n
ajj = E likukg.
k=1

Mame n? rovnic pro ureni nezndmgych l;;, ¢ < j a u;;, @ > j (prvka dolni
trojuhelnikové matice L a horni trojihelnikové matice U). Pocet neznéamych je
2(1+n)n/2 = n? + n. PiedepiSeme tedy hodnoty nékterych prvki, napiiklad
polozime diagonalni prvky matice L rovny jedné. Dostavame nasledujici vzorce
prom=1,...,n:

2
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m-ty fadek matice U, w,,;, j > m (kfizky oznacuji jiz spoctené hodnoty,
pocitame prvek o:

J
1 X X X X X X
. . . x 1 X X X X X
m : : ~om | x x 1 o =
. . . X X 1
X X 1
X X 1
A L U
m—1
Amy = Z lmkukj +1- Umg, Umj = O,
k=1
m-ty sloupec matice L, l;,, © > m:
m m
. . . 1 - X X X X X X
. - . x 1 - X X X X X
e . x x 1 o0 0 0
i . . T il x x o 1
. . . X X l 1 -
. . . X X . 1
A L U
m—1
Aim = Z lik:ukm + lim * Umm, lim = Oo.
k=1

Zkusebni otazka 4.2! Odvodte vzorce pro konstrukeci LU rozkladu matice A.

Véta 4.5 Necht A € R™*"™ je obecnd matice. Faktorizace A = LU ezistuje a je
air v Qg
jednoznacnd pravé kdyz vsechny hlavni minory A, t.j. det . , k=

g1 - Gk
1,...,n—1 jsou nenulove.

Véta 4.6 Je-li matice radkové nebo sloupcové diagondlné dominantni, t.j.

n

laiil > > agl, (Fadkové) (4.4.1)
J=1,j#i
nebo .
la;;| > Z lai;| (sloupcové) (4.4.2)
i=1,i#j

pak LU rozklad existuje. Specidlné, je-li matice sloupcové diagondlné dominantni,
je |llj| < 1\72,]:1,,”
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4.4.1 Vi zaokrouhlovacich chyb

Uvazujeme-li zaokrouhlovaci chyby, faktoriza¢ni proces produkuje matice LU
takové, ze

LU = A+ 6A. (4.4.3)
Lze odhadnout (viz (Higham, 1989))
nu |||~ 1
SA| < ﬁH : = Zep, 4.4.4
[04] < 1—nu u “ 2€M ( )
kde B = |A| znamend matici n x n s prvky b;; = |a;j|, C < D ma vjznam
¢ij < d;ij (po prvcich), 7,5 = 1,...n a ey je nejmensi ¢islo €islo takové, ze
Qg

1+ en > 1 (strojové epsilon, roundoff unit). Z (4.4.4) je vidét (I;; =
Gauflova eliminace), Zze pfitomnost malych pivott miZe zptlisobit neomezenost

pravé strany a v disledku toho ztratu kontroly kontroly 6 A. Je tedy vhodné najit
odhad

, Viz

|6A] < g(u) Al
~~
vhodné funkce
4.7 Necht L >0, U > 0, pak ‘L‘ ’U’ = LU
PN nu ~ N
‘LHU‘ = |LO| = |A+64] < |A| + 54| < |A] + § ‘LHU‘
—nu
Odtud
1 (1 22 <10
1—nu
1
1—nu
a z 4.4.4 dostavame nu
A< ———|A 4.4.
54 < " || (1.45)
g(u)

Pivotace umoziuje obdrzet odhad obdobny (4.4.5) pro libovolnou matici.

4.5 Choleského rozklad

Véta 4.8 Pro kazdou symetrickou, pozitivné definitni (x7 Ax > 0, Vo # 0, x €
R™) matici A € IR™ ™ existuje prdvé jedna dolni trojihelnikovd matice L s
kladnymi prvky na diagondle tak, Ze plati

A=L-L" (4.5.1)
Diikaz indukci a

Véta 4.9 Necht A € IR™™ je symetrickd, ostre diag. dominantni (|a;;| > >, ai;]),
ay; > 0, pak A je pozitivné definitni.
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4.6 QR rozklad

Véta 4.10 Ke kaZdé nesinguldrni matici A € IR™*"™ existuje ortogondlni matice
Q€ R (QQT = QTQ = 1) a nesinguldrni horni trojihelnikovd R takovd, Ze

A=Q-R. (4.6.1)

Poznadmka 4.11 Transformace, ktera (na rozdil od LU) nezvysuje ¢islo podmi-
nénosti (K(U) < 4"~1K(PA)).
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ITERACNI METODY RESENI SOUSTAV LINEARNICH
ROVNIC

10. prednaska

A€ R, be IR", detA #0.

Hledame x € IR™:
Ax =b. (5.0.1)
Pfimé metody (napt. GauBova eliminace) :
e pro libovolné plné matice
e pocet operaci O(2n?)
Nevyhoda:
a) nevyuzivaji informaci o struktufe matice (fidkost, blokové diagonalni)
b) nakladné, je-li n velké
c) pro Fidké matice mohou byt nevhodné (zaplnéni)
Itera¢ni metody
e formalné poskytuji feseni po nekonec¢ném poctu kroku
e v kazdém kroku pozaduji vypocet rezidua, vypocetni naroénost O(n?)
e mohou soupefit s pfimymi metodami, je-li pocet iteraci k ziskani feSeni s
danou toleranci nezavisly na n nebo mensi nez n
e pouzivaji se, sta¢i-li ziskat Feseni pouze s uréitou presnosti (Fyzika — mo-
del — matematicky model)

Idea itera¢nich metod: konstrukce {z(*)}

x = klim ™, kde z je feSeni Ax=b. (5.0.2)
Poznamka 5.1 Posloupnost z(®, 21 . z(®) je nekoneén4, cilem je na-

lezeni feseni x* s predepsanou presnosti, t.j. Hx* — (k) || < e. Otéazkou je urceni
vhodného stopping kriteria (napf. omezenost rezidua Hb — Az(®) H <e).

Princip itera¢nich metod je na zakladé predchozich aproximaci konstrukce
nové aproximace
21 (k+1) z®) k=1 I(O))

p(x®),  resp. 2T = (

)

takové, ze
2D g pro k — oo,

kde x je hledané feseni. Pozadavky:

36
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e rychld konvergence
e snadné vydisleni ¢ (méné operaci nez matice x vektor, fadové O(n))
e feseni s pfedepsanou presnosti

5.1 Klasické itera¢ni metody
Idea: véta o pevném bodé

Az =b<s x=G(x). (5.1.1)
Pro dané (%) se feseni hled4 jako limita posloupnosti z(*+1) = G(z(*).

1. Richardsonova metoda

r=x+b— Az,
r=I—-A)z+D,
——
Br

z* D) = Bpa® 4 p.

2. Jacobiho metoda
A=FE+ D+ F, kde

E je ostte dolni trojuhelnikova,

D je diagonalni,

F' je ostfe horni trojuhelnikova.

Ar=b<= (E+ D+ F)x =b,

Dz = —(E+F)x+b,
— _n-1 -1
v = —D Y E+F)z+D'b,
By I
CC(k+1) _ BJ.IJ(k)—f—fJ

3. GauBlova—Seidelova metoda

Ar=b<= (D+ E)z+ Fzx =,

(D+E)x = —Fz+b,
r = —(D+E)'Fz+(D+E)""
Bgs fas

x(k:—‘rl) _ BGSx(k;)‘FfGS-
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Poznamka 5.2 Porovnejme zpusob algoritmizace Jacobiho a Gaufovy-
Seidelovy metody. K tomu je tfeba si nejprve uvédomit, ze

— ass
Dt = :
1
Ann

1w 1w 1« 1y 1«

aiil ail ail aiil ail aiil
Lo L L Ly L L%

az2 a22 az2 az2 az2 az2

D'X = : :

VRN VR RVENNS DCRNS BRGNS BV

Ann Ann Ann Ann Ann Ann

Vy¢isleni inverzni matice v Gaulové-Seidelové metodé se vyhneme nasle-
dujicim zpisobem. Na zakladé vyjadieni

2 ) = (D4+E)'Fa® + (D+ E)" '
Y — N———
Bgs fas

prepiseme Gauflovu—Seidelovu metodu ve tvaru
(D + E)z® D) = —Fa®) 4 p,

D+ = g+ _ e g,
gD — _p-1pgt+) _ p=1pg(®) 4 p-1p

2D = _ptp gD — polp o) 4 ply, (5.1.2)
—
fs
t.j.
(D) L (k1) )
" « X X X X
9 - « % X X X
9 == | v« « x n X X
% X X X X X
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~
~

X X X X

P1i pouziti Jacobiho metody

) = Ba® + f),

£.
LR " 1
X X X X X X
X x X X X X
x T x x X w | T x |’
X X X X x X

je t¥eba si pamatovat cely vektor z(*) pro vypocet nové iterace z(**1). U
metody GauBovy-Seidelovy se v paméti pocitace rezervuje misto pro jediny
vektor z(®) | na jeho# misto se postupné ukladaji slozky vektoru z(*+1) jak
vyplyva z rozepsani po slozkach vztahu (5.1.2):

Do aiTy = by,
Z;;ll ;5 + a;x; + Z;‘L:zdrl aij*j = bi,
Q% = — 23;11 @ijTj = D 5it1 @i+ bi,
= an (7 P aijx;kH) — Xt aijxj(‘k)> +

Dostavame tak algoritmus GauBlovy—Seidelovy metody, ktery lze vyjadrit
nasledujicim zptisobem. Vyjdeme z Jacobiho metody a spoc¢tenou slozku

k+1 - k . Ry k+1)
xg ) ulozime do xE ) a nasledné pocitame xg_ﬂ ), t=1,...,n.
1
okt 2k fr

o (]

X
X
X

~
—+
—
]
X
X
X

X
X
X
X X X X

X
X X
X
X

4. Metoda SOR (superrelaxacni)

Az =(E+D+ F)x =b,
FF) = _plpgHY _ p=lpg®) 4 D=1,
2D = (0 g (G g (),
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2D (1- w)x(k) + wik D),

2* ) = —wD T E* ) 4+ [(1 — w)I —wD 'F] z®) + wD ™,

2D — (DD +wD'E) T [(1—w)D ' ID —wD ' F] 2®)
+(D ' ID+wD 'E)'wD ™,

2 ) = (D +wE) ™Y1 —w)D — wF]z®

Bsor

+(D +wE) wh.
~—— —
fsor

2* Y = Boora® + fsor.

Pro vypocty pomoci vyse uvedenych metod se pouziva jejich zapis do slozek:

i—1 n
1 b; .
x§k+1) = — — Zaijmgk) — Z a”lék) + -, (JaCObl)
(077} iz J=it1 (273
1 1—1 b
2 = - 72 aijal T — Z aijazl® | + cT (GauB-Seidel)
J=1 J=i+1
1 i—1 b
.i‘ngrl) i Z zgx(kJrl) Z Aij T W + ja (SOR)
v j=1 j=i+1 "

x§k+1) _ xgk) " w(£§k+l) _ ngk))'

_ 5.1! Odvodte Jacobiho, Gauflovu—Seidelovu a SOR metodu
pro feseni ulohy Ax = b. ZapiSte je maticové a rozepsané do slozek bez pouziti
inverze matic.

Uvazujme iteracni metodu
D) = oo 4§, (5.1.3)

Definice 5.3 Rekneme, Ze iteracni metoda * TV = Bx(®) 4 f je konzistentni
s Az = b, jestlize

x = Bx+ f, kde x je teseni ulohy Ax = 0.

FEkvivalentne
f=(~-B)x=(—-DB)A .
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Véta 5.4 Necht 1) = Ba®) + f je konzistentni metoda. Pak posloupnost
{x(k)} konverguje k x*, kde x* spliuje Ax* = b, pro libovolné (%), prdveé kdyz
p(B) (spektrdlni polomér matice B, p(B) = max \ ol & gy |A|) je mensi nez 1.

Dukaz

x* = Bz + [ (podminka konzistence),
2D = Bax® 4§ (iteracni metoda),
eb D) = g — (D (chyba v )(k 4 1)-ni iteraci).

Chybu v k-té iteraci lze vyjadrit jako soucin k-té mocniny matice B a chyby
pocatecni aproximace

e®) — Betk=1) — B2,(k=2) — ... — Bk0)
Podle definice limity
™ e He(k)H — 0.

Plati
€] 0. B ~ 0 pB) < 1.

Posledni ekvivalenci dokdzeme na zakladé nasledujici véty z algebry. Vyhneme
se tak klasickému dilkazu pomoci prevedeni matice B na Jordanuv kanonicky
tvar.

Lemma 5.5 Necht A € C"*", ¢ > 0. Pak existuje konzistentni (||Az| <
lA] lz]]) maticovd norma H.||A)€ takovad, Ze

[All4,- < p(A) +e.
Pokracovani v dikazu predchozi véty
Necht p(B) < 1. Potom 3¢ :: p(B) < 1 — ¢ a déle existuje |||z, =
[Bllg <p(B)+e<1

a tedy . i
1B*]| 5. < IBllg. — 0.

Plati tedy

Ol =l < i) < i) - o

Piedpoklddejme sporem, ze p(B) > 1. Existuje tedy vlastni ¢islo A matice
B takové, 7e |A| > 1. Zvolme pocateéni aproximaci z(©) tak, ze e(©) je
vlastni vektor odpovidajici vlastnimu ¢islu A\. Potom

e(F) — BFe(0) — \Fe(0)

V dasledku tohoto vztahu e®) nekonverguje k nule (pro danou volbu x(o)),
protoze |A| > 1.
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|

Poznamka 5.6 Lemma 5.5 jsme vyuzili pro diikaz vztahu p(B) < 1 = B* — 0.
Obracena implikace se dokaze snadno.

Pro dikaz konvergence vyse uvedenych klasickych iteracnich metod se vyuziva
fada kritérii, kterd vychazeji z pfimo z vlastnosti matice A. Detaily viz cviceni
k prednasce.
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VYPOCET VLASTNICH CISEL MATIC
11. pfednéska

A E CTLXTL'
Hleddme A € C :: dz € C™, z # 0,

Az = A (6.0.1)

e aplikace: kvantova mechanika, strukturalni vibrace, analyza elektrickych
siti, analyza numerickych metod (vypocet optimalnich parametrt relaxac-
nich metod), analyza stability numerickych metod pro feseni soustav oby-
¢ejnych diferencialnich rovnic

e omezime se na vypocet dominantniho vlastniho ¢isla

6.1 Mocninna metoda

A e C™", A diagonalizovatelné

A=XAX"Y X=|2 - x, | eCvn,

x; vlastni vektory (Az; = A\;x;), ||| = 1. Necht |A1] > [Aa] > [As] = -+ | Anl, M1
mé nasobnost 1. Pak A\; nazveme dominantnim vlastnim ¢islem.

Necht je déno ¢(© € C, [|¢@| =1 (||-|| = |||, - Euklidovsk4). Konstruu-
jeme posloupnost vektori
(k) Aq(k_l) Akq(o)

W == W (odtud nazev mocninnd metoda).

q

Je-li A diagonalizovatelnd, ma matice X za sloupce vlastni vektory matice A.
Tyto vlastni vektory jsou linedrné nezavislé a tvori bazi C". Lze tedy pséat:

n
q(o) :Zaimi’ 7] E(C’ 1217,71

i=1

43
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Budeme uvazovat takové ¢(0), pro které a; # 0. Jinak bychom v dalsim postupu
narazili na problém déleni nulou. Dale Ax; = \;z; proi =1,...,n a vytkneme-li
a1 \¥, dostaneme

¢*) = > iy QN w; _ a N (zg + y()
IS, akz]] ~ Jark] [fer + y®]]
kde
n k
Wy~ (AT
’ zz:; 8! <>\1> i
a v diisledku piepokladu, Ze \; je dominantni vlastni ¢islo matice 4 a ||z;| = 1,
(k)H: O‘i(Ai) ol < Sl 2 o]
Hy Hz:ZQ a1 \ A1 o z=22 ay| [ A1 T A1
——
c

Odtud dostavame
y(k) —0 pro k — oo.

Pro k — oo se tedy smér ¢¥) bude blizit sméru z;. O rychlosti konvergence
rozhoduje podil [Aa/A1].

Uvazujme Ag¢(®) a q(k)HAq(k) (zf = zT). Ukézeme, Ze
q(k)HAq(k) — A\ pro k — oo.
Wi _ o (@ +y®)”

_ (k) Oll)\]f(Al.Tl +Ay(k))
|aa At flan +y @

R EAE

q q

H H
d T 40 — (a1 Af)? (Mg + 2 Ay ™) + Ay + 47 Ay®)
- 2 2
| AF[™ |21 + y®]]

_>)\l>

kde jsme vyuzili toho, ze xilz; = 1.
Zkusebni otazka 6.1! Dokazte konvergenci mocninné metody pro vypocet
dominantniho vlastniho ¢isla matice A.

Dale ukézeme, ze ¢*) — z;. K tomu uvazujme

al)\’f()\lxl—FAy(k)) B al/\’f(/\lx1+)\1y(k))
o AF[ [z +y®| Jaadi| [lzn +y® |
ar M (Ay®) — Ay™®)

— 0
oM [z + y®]

Aq(k) _ /\1q(k) _

v dasledku toho, ze y(*) — 0 pro k — oo.
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NUMERICKA INTEGRACE OBYCEJNYCH
DIFERENCIALNICH ROVNIC

7.1 Formulace problému
12. pfednaska

Déno f: [a,b] x R — R, f = f(z,y), x € [a,b], y € IR. Déna tzv. po¢atecni
podminka 7 € IR. Hleddme zobrazeni y : [a,b] — IR spliiujici

y'(z) = f(z,y(x), z€lab],
y(a) =n.

Vysetfovani:

e (lokélni) existence a jednozna¢nost - matematicka analyza: o funkci f pred-
poklddame, Ze je spojita a dale predpokladame, Ze f je (lokdlné) lipschit-
zovska v druhé proménné

e nalezeni Tfeseni

x analyticky
* numericky

7.2 Jednokrokové metody
Uvazujme déleni intervalu [a,b] s uzly x; = a +ih, ¢ = 0,...,n (s konstantnim
krokem, obecné lze uvazovat nekonstantni).
Hodnotu YeSeni y(x;) aproximujeme pomoci hodnoty y;:
y(x;) = yi, 1=0,...,n.
V uzlu z; plati
Y (x:) = flzi, y(xi)).
Predpokladejme, ze funkce y je dostatecné hladka. Z Taylorova rozvoje dosta-
neme

Y (2:) = —y(x”l)h_ v@s) | om),

Dosadime-li tento vztah do diferencidlni rovnice, dostaneme

M + O(h) = f(zi, y(z;)).

To nés vede k myslence, zanedbat chybu faddu O(h) a pocitat pfiblizné hodnoty
it =1,...,n ze vztahu

45
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Yit1 — Yi
% = f(zi,yi)
tak, ze pfibliznou hodnotu funkce y v uzlu z;11 vyjadfime pomoci priblizné
hodnoty v uzlu z;:
Vi1 = Yi +h f(zi,9), Yo = 1 (ddno).

Tato metoda se nazyva Eulerova metoda pro FeSeni tlohy y' = f(z,y) s danou
pocatecni podminkou.

Zkusebni otazka| 7.1 Odvodte Eulerovu metodu pro pro feseni tlohy ' =
fz,y).
Obecné uvazujme metody typu:
Yir1 = Yi + h ¢(xi, 93, h). (7.2.1)
—_———
prirustkové zobrazeni

Tato metoda se nazyva jednokrokova, protoze hodnotu aproximace y;y; poci-
tame pomoci hodnoty ¥;. Pro Eulerovu metodu mame

¢($i, Yi, h) = f(xia yl)
Pti pouziti Eulerovy metody dale plati pro hodnoty presného feseni

y(z +h) —y(z)

h
~—_——

presny relativni prirustek

=1/ (2)+0(h) = f(z,y(x))+O0(h) = ¢(z,y(z), h)+O(h).

V Eulerové metodé se tedy lisi presny relativni pfirustek a prirustkové zobrazeni
o veli¢inu fadu O(h):

h

To nas vede k definici fadu metody:

= ¢(z,y(x),h) + O(h).

Definice 7.1 Rekneme, Ze metoda (7.2.1) je ¥ddu p, jestlize
y(@ +h) —y(z)
h

Jingmi slovy definice fikd, Ze obecna jednokrokova metoda (7.2.1) je fadu p,
jestlize pfesné FeSeni spliiuje vztah (7.2.1) s chybou hO(h?).

= ¢(x,y(x), h) + O(hP). (7.2.2)

Definice 7.2 Rekneme, Ze obecnd jednokrokovd metoda je konvergentni, jestlize

kde p(h) je infinitesimdlng vzhledem k h. V takovém pripadé tekneme, Ze metoda
je konvergentni s fadem p, jestlize p(h) = O(hP).
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Véta 7.3 Metoda (7.2.1) je konvergentni, pravé kdyz f(x,y) = é(z,y,0), za
predpokladu spojitosti f,¢ a lipschitzovskosti f a ¢ v druh€ proménné.

Véta 7.4 (Odhad chyby) Je-li metoda tadu p, potom 3 konstanta C' > 0 takova,
Ze
eL(:ri—:vo) -1

L b
za predpokladu spojitosti f, ¢ a lipschitzovskosti [ a ¢ v druhé proménné. Zde
L je konstanta lipschitzovskosti prirustkového zobrazeni ¢.

ly(zi) —yi| < C-hP-

Poznamka 7.5 Obdobné se odvodi jednokrokové metody pro feSeni soustav
oby¢ejnych diferencidlnich rovnic

y'(z) = f(z,y(x), x€ab],

y(a) =,
f:la,b] x R™ — R™,n € R™.

7.2.1 Metody typu Runge—Kutta

Podobné jako pti konstrukci Eulerovy metody, kterd je metodou prvniho radu,
muzeme postupovat pfi odvozeni metody vyssiho fadu. Z Taylorova rozvoje
funkce y dostaneme

Y(@iv1) = y(z:) + hy'(2;) + sh?y" (i) + O(h?),
y(xit1) = y(@;) + b fzi, y(z;)) + $h* %(%ay(xi))‘f‘ O(h?).

Podle véty o derivaci slozené funkce mame

af
Tttt

Mizeme tak zkonstruovat metodu druhého radu s prirustkovym zobrazenim

S,y ) = F(,) +gh (o) e 0) (2.9)),

které ale zavisi na derivacich zobrazeni f. Proto se pouzivaji metody typu Runge-
Kutta: konstruuje se ¢, spliiujici (7.2.2), bez pouziti derivaci f. Zékladni mys-
lenka spoc¢iva v tom, ze prirustkové zobrazeni se hleda ve specidlnim tvaru tak,
aby se lisilo od presného relativniho prirustku o veli¢inu O(hP). Tvar, ve kterém
se hleda prirustkové zobrazeni, je nasledujici:

é(x,y, h) = Zwiki = wiky +waky + - - + wiks,

i=1

kde w; jsou konstanty. Veli¢iny k; jsou vyjadieny pomoci hodnot zobrazeni f bez
pouziti jeho derivaci.

kl = f(xay)7
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ky = f(x + ash,y + P21 hky),

i—1

ki = f(z+ahy+hY_ Biks),

j=1

s—1
ko= f(z+osh,y+hY_ Bk;),

j=1
kde o, (3;; jsou konstanty. Ve vyse uvedenych vzorcich je obecné

s % p.
Pro pozadovany fad metody p < 4 lze volit s := p. Pro p > 4 musi byt s > p.

7.2.1.1 Rungeova—Kuttova metoda 2. tadu Ukazeme, jak se urc¢i konstanty
wi, oy, Bi; na piikladu odvozeni Rungeovy-Kuttovy metody 2. fadu, tj. prop = 2.
Ptirustkové zobrazeni hledame ve tvaru

(b(x’ya h) = W1f(l‘, y) + wa(x +ah,y + ,Bhf('r7 y))

Cilem je urcit konstanty wy,ws, v, § tak, aby metoda byla 2. fadu, tj. aby

—y(x * h})L —y(@) = ¢(x,y, h) + O(h?).

Myslenka je zalozena na vyjadfeni presného relativniho prirustku pomoci
Taylorova rozvoje ve tvaru

y(x +h) +y(z)
h

a vyjadfeni ptirustkového zobrazeni ¢ ve tvaru

= vyraz 1+ O(h?)

é(z,y,h) = viraz 2 + O(h?).

Konstanty wi,ws,a, 8 ve ‘vyraz 2’ nastavime tak, aby ‘vyraz 1 = ‘vyraz 2’. Z
Taylorova rozvoje funkce y dostaneme

1
v+ ) =y@) +hf 50 Lt R )+ OG),
———
y//(‘l'):%f(lvy(‘l')):fz'f‘fyf
odkud

y(z +h) —y(z)

— 1 1 2
- = [+ Shfa+ Shfy [ +O(0?).

vyraz 1
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Na zéakladé Taylorova rozvoje funkce dvou proménnych f

o+ a4 h) = 1(09) + I (29) + ha - (2.9) + O(AP)

pro hy = ah, he = h(f a definice pfirustkového zobrazeni v metodé typu Runge—
Kutta
¢(I7 Y, h) = wlf(xa y) + WQf(I + O[h7 Yy + ﬁhf(xv y))

vyjadiime ptirustkové zobrazeni ve tvaru

¢(z,y,h) = wif +wslf + ahfe + Bhff,] +O(h?).

vyraz 2

‘vyraz 2’ jesté upravime, abychom ho mohli porovnat s ‘vyrazem 1’°:

(b(.’L',y,h) = (wl + w2)f +w2ahf:r: +w25hffy +O(h2>

vyraz 2

Porovnanim koeficientt u f, hf, a hfyf ve ‘vyraz 1’ a ‘vyraz 2’ ziskdme
rovnice pro wi,ws,a a 8

1 1
1=wi +ws, 5 = owz, izﬁww

Odvodili jsme tak 3 rovnice pro 4 neznamé. Zvolime napf. w; = 0 a urcime
zbyvajici konstanty:

Runge-Kuttovu metodu 2. fadu lze tedy zapsat ve tvaru
Yi+1 = Yi + ho(xi, yi, h),
1 1
o(xi,yin h) = f(SCi + 5’1, Yi + §hf(xi7yi))'

Zkusebni otazka 7.2! Odvodte Rungeovu—Kuttovu metodu 2. fadu.
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GRADIENTNI METODY

8.1 Formulace problému

13. pfednéska
LU

Pokracovani pristé.
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