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Symbolickd matematika (Symbolic Math Toolbox)

K ¢emu to je?

Symbolicky toolbox je volitelnou nadstavbou MATLARDEco jako velka knihovna specializovanych funkci),
prodava se zvl&s Podobnych toolbax existuje mnoho, kazdy se specializuje nditou oblast (nap
optimization toolbox nebo image processing toolboRyo zajimavost - cenik prodiktv ramci CR:
http://www.humusoft.cz/produkty/matlab/cenik/matiatin.

Pokud mame k dispozici symbolicky toolboxiteme MATLAB vyuzivat pro symbolické vypty (ij.
analytické, pesné vypoty) piedevsim z oblasti matematické analyzy a lineagelaly:

matematicka analyza (kalkul) derivovani, integrace, limity, sumy,...
ieSeni diferencialnich rovnic a jejich soustav

linearni algebra determinanty, inverzni matice, vlastigla a vektory,...
feSeni algebraickych rovnic a jejich soustav

a dalsi (nap metody pro zjednoduSovani algebraickych vigyaz

Vyvoj

Symbolicky toolbox prochazi podobrako samotny MATLAB vyvojem - aZz do verze 3.2.3ddwané pro
MATLAB R2008a bylo pouzivano jAdrbIAPLE (a existoval je$trozSteny symbolicky toolbox - extended
symbolic math toolbox). Dne 28.i2&008 vstoupila v platnost nova smlouva, podleéie vypd@etni jadro
MAPLE v prodeji exkluzive u firmy Maplesoft. Proto je symbolicky toolbox ogkrze 4.9 (ufeny pro
MATLAB R2007b+) postaveny na jadrMuPAD (pripadré si zakaznici mohou koupit licenci MAPLE a
pouZzivat jej jako alternativu symbolického jadraysizitim nového fikazusymengine ). Zmeny byly pongrné
velké (ttp://www.mathworks.com/help/toolbox/symbolic/rrdlgl3y-1.htm) a zp@atku symbolicky toolbox
obsahoval hodhchyb.

V souwasnosti je k dispozici MATLAB R2010b a s nim SymbdVath Toolbox ve verzi 5.5, kde je &pdost
zmen oproti edchozi verzi. Na Skolnich pigecich je MATLAB R2008b a s nim mame k dispozici
symbolicky toolbox ve verzi 5.1.

Jakeé funkce jsou k dispozici?

Prehled vSech symbolickych funkci ziskate pomadkgzu >> help symbolic . Na rekteré z nich se nyni
podivame podrohj.

Vytvoieni symbolickych proménnych a vyrazi
Symbolicky toolboxpracuje jen se symbolickymi prenmymi(resp. vyrazy).
Symbolickou prormannou vytvdime (vSimrte si, jak se zobrazuje symbolicka pema v ok Workspace):

» prikazemsyms:
>>syms x % jedna symb. prom  &nna
>>symsabc % vice symbolickych prom &nnych
>>syms t real % realna symb. prom &nna; tj. conj(t)=t
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>> syms t clear % z 't bude oby cejnd symb. prom  &nna
>> syms u v positive % dv & kladné symb. prom &nna

Poznamka:z divodu zgtné kompatibility je zachovana moznost syms t unreal , ktera odstrani
vlastnostreal u pislusné prornné. V novych verzich je to nahrazeno moznsstyms t clear
ktera odstrauje specialni vlastnosti vytyené symbolické proémné.

POZOR: v pipac, Ze Upl# smaZzeme symbolickou prémmou 6> cleart ), tak si MuPAD i nadéle
pamatuje jeji vlastnost. Takze kdyzZ ji znovu vyimee, @ifadi se ji fivodni vlastnost automaticky.

Priklad:
krok| ptikaz workspace MATLABuU workspace jadra MuPADu
1 |syms x positive x X je kladné
2 [clearx prazdné x je kladné
3  |symsx X X je kladné
4 |symsxclear X prazdne

* volanim funkcesym:
>> x = sym('x’); % jako syms x
>>t =sym('t, 'real’); % jako syms t real
>>t = sym('t, 'positive’); % jako syms t positive
>> 7z = sym('z', ‘clear"); % jako syms z clear
>> b = sym(‘beta’); % 'b' se bude vypisovat jako 'beta’

Symbolicky vyraz vytvéime:

» opgt volanim funkcesym:
>> ¢ = sym('1/10Y; % 'c' obsahuje symbolicky (p resny) vysledek vyrazu
>> ¢ = sym(1/10); % totéz
>>d1 = sym('1/2+4/3"); % 1/2+4/3
>> d2 = sym(1/2+4/3); % 11/6
>>M =sym([2 1; 3 -2]); % prevod matice na symbolickou
>>M =sym([2 1; 3 -2], priznak ); % prevod nasymb. prom  &nnou + JAK p fevad &t

Ve vySe uvedenémiie mitp ziznak nasledujici hodnotu:
T ... rational = jako zlomky (implicitni)
... floating-point = tak, jak jeéislo reprezentovano v binarni soustémantisa, exponent)
'e’ ... estimate error = jako 'r', ale s uvedenim chylegi 'r' a 'f' reprezentaci
.. decimal =¢islo nejblizSi reprezentaci 'ftipdaném pétu cislic (nag. na 1(Cislic pi nastaveném

digits(10) )
» pouzitim symbolickych progmnych, operaci+« -, *, /, \, ', ~a .*x, ./, \, . , ~) a funkci
symbolického toolboxu (viz nize):
>>sym X; Yy = cos(x"2) % 'y' je symbolicka funkce
>> v = sqrt(sym(2)) % srovnejte: v2 = sqrt(2)
>> w = sym(2)/sym(5)+sym(1)/sym(3) % srovnejte: w2 = 2/5+1/3
>>symx; p=3*"2-2*x + 6 % 'p' je symbolicka funkce - polynom
Poznamky:

o 0 rekterych operacich gpdevSim d&ch s t€kou) si vice povime B - tykaji se prace
s jednotlivymi prvky vektoru/matice.

o porovnavani symbolickych pramnych provadime funkcemeq (test rovnosti) ane (test
nerovnosti)
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o v pripact jadra MAPLE bylo mozné vyt i faktorial: >> faktorial = sym('n!") % n!
V piipact jadra MuPAD vSak musime vytkib rekurzivni funkci v jazyce MuPADu - vice na
http://www.mathworks.com/help/toolbox/symbolic/bvd®.html#bsoxbw3-1

Nékteré zakladni funkce symbolického toolboxu

zaokrouhlovani round , ceil , floor |, fix

odmocnina sqrt

zbytek po dleni mod (jen zbytek)guorem (zbytek a celdiselny podil)

komplexnicisla real (realné&cast),imag (imaginarnicast),conj (komplexr¢ sdruzen&islo)
logaritmy log (pfirozeny),log10 (dekadicky)jog2 (dvojkovy)

exponenciala exp

goniometrické funkcesin , cos, tan , cot , véetng inverznich a hyperbolickych

Presnost vypdti, formatovani vysledki (Variable-Precision Arithmetic)

Existuji 3 mozZnostinumerig rational (implicitni nastaveni) & PA

mozZnost vyznam ipklad vysledek
Numeric pohybliv&adovacarka (MATLAB) [format long
1/2 + 1/3 0.833333333333333

Rational gesny symbolicky vyp&et (MuPAD)sym(1/2) + 1/3  5/6
VPA  |pohyblivarddovécarka (MuPAD)  |digits(25)
vpa('1/2 + 1/3') 0.8333333333333333333333333

Nejrychlejsi, ale nejménpresna je moznostumeric Vyzaduje i nejméh pantti pocitace. Vypis vysledku
(datovy typ double zavisi na nastavenitigazu format samotného MATLABuU, nicmén internrt ma
osmibajtovou reprezentaci (pohyblikédovacarka).

Moznostrational je nejgesrE|Si, ale zabere nejvic pivacovéhocasu a parti.

Implicitni pocet desetinnych mist pro mozZznoéPA je 32. ZvySenim této hodnoty (funkeigits ) vzrasta
spotebacasu a pawti, ale zvySuje sefpsnost.

Vypis (nalezeni) symbolickych pronénnych ve vyrazu- symvar

Od verze 4.9 nabizi symbolicky toolbox novou fungoi hledani symbolickych proénnych ve vyrazecl-
symvar . Funkci Ize volat déma zpisoby:

e >>symvar( vyraz ) - vraci vektor nazi véech symb. pronnych \ zadaném vyrazirazeno abecee,
velkd pismena fied malymi). Pokud vyraz neobsahuje symb. pmomou, je vracen prazdny vektor.
Nazvypi ,i aj nejsou povazovany za prémme!

* >>symvar( vyraz , n) - Vvraci vektor naza n symb. prorénnych, které jsou abece¢ nejblize pisment
x. Razeno abece (mala pismenaied velkymi), tedy jina nez v piedchozim fipace.

Volani symvar( vyraz ,1) vraci promdnnou nejblize pismenx. Pra¥ ona je pouZzita ip derivovani,
integrovani, substitucic¢i feSeni rovnic jako implicitni proinna
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Priklady:

>>symsxyzab >>SymsvVz >>syms X1 x2 xa xb
>>w = x"2/(sin(3*y - b)); >>qg=V+z >>(g=X1+x2+xa+ xb;
>>symvar(w) %[ b, x, V] >> symvar(g, 1) % z | >> symvar(g, 1) % X2

Poznamkave starSich verzich toolboxuréal verzi 4.9) symbolické pramné ve vyrazu @ funkcefindsym :
>>symsabntx

>>fl = a*x"2 + b*x; f2 = t'n;

>> findsym(f1) % a, b, x

>> findsym(f2) % n, t

Substituce v symbolickych vyrazecl- subs

Nahradu symbolickych prcénnych za jiné symbolické pramné nebo za konkrétnéiselné hodnot
provedeme pomoci funkeebs .

Funkci Ize volat fede\§im t€mito zfasoby:

e v = subs( wyraz , new) - nhahradi implicitr symbolickou prorénnou (viz funkce symvar)
hodnotou/prorénnot new.

e v=subs( vyraz , old, new) - nahradi prorénnouold za hodnotu/proiénnot new. Parametold maze
byt symbolickd pronnd, iettzec s nazvem symb. prémmé, vektor prognnych/nazu nebo pole
burgk promennych/ndzvu. Parametnewmusi byt stejné délky a typu jakdtd, obsahuje symb. pramné
nebo hodnoty, kterymi budeme nahrazovat. Nahraeugidpovidajici prvky vektoru (pole lilk).

V ptipact, Zevyrazi old jsou skalary, tak |ze nahrazovat vektorem hodmditonmatici - tehdy j@ew
vektor/matice typ double.

Pokud nahradime SECHNY symbolické prowénné &isly, je vysledkemcislo (typu double). V ostatnict
piipadech j vysledkem vznikne symbolicky vyre

Priklady:

>> Syms X y

>>f=xM2-2*x+ 1

>> subs(f,1) % cislo 0

>> subs(f,y) % y"2-2*y+1, tj. symb. vyraz s jinou prom &nnou
>> subs(f,sym('beta’)) % beta"2-2*beta+1

>> g = x*y - 5*x + sqrt(y) % VICE PROMENNYCH

>> subs(g,1) % y-5+y"(1/2) ... pro x=1 (defaultni prom &nna)
>> subs(g,y,1) % -4*x+1 ... pro y=1

>> subs(g,{x,y},{1,4}) % cislo 1 ... prox=1ay=4

>> subs(g.{y.x},{4,1}) % totéz

>>f2 = x*y % nahrada vektorem

>> vysl = subs(f2,{x,y},{[1 2 3 4],[]2 1 5 0]}) % vysl = [2 2 15 0], zpracovava se po
prvcich

>> clear; symsab ¢ x
>>f=a*x"2 +b*x+c
>> kvadr = subs(f,{a,b,c},{1,-2,1}) % kvadr = x"2-2*x+1
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Prevody symbolickych vyrai (nacislo ¢i retézec)
Prevod n&iselné hodnoty - funkogouble :
>> ¢l = sym(1/5+3/4-1/6) % symb. prom &nna 47/60

>> ¢2 = double(cl) % 0.7833 ... skalar typu double

Prevod naetzce - funkcehar :

>> sl = sym(‘a*x"2+b*x+c") % symb. vyraz

>> s2 = char(sl) % ret ézec

>> A = sym(hilb(3)); % Hilbertova matice radu 3

>> char(A) % ans = matrix([[1,1/2,1/3],[1/2,1/3,1/4],[1/3,1/4, 1/5]])

Prevod na LaTeXovyetzec - funkceatex :

>> str = latex(sym(‘a*x"2+b*x+c")) % a{x}{2}+bx+c

>> A = sym(hilb(2)); % Hilbertova matice radu 2

>> latex(A)

% ans = \left[ \begin {array}{cc} 1&1/2\\\noalign{\ medskip}1/2&1/3\end {array} \right]

Také lze pevadit polynom na vektor a obracenviz funkcesym2poly apoly2sym .

VylepSeni vzhledu vysledku- pretty

Vysledky symbolickych vyred v Command Window nevypad zrovna "matematicky”. Pro vypis vyslec
"jako na pape" mizeme pouzit funkgiretty(symb_vyraz)

Priklady:
>> Syms X
>> f = x"3-6*x"2+11*x-6 % polynom v neupraveném vypisu

>> pretty(f)

3 2
X-6X +11x-6

Zjednodusovani vyrazi

Funkcepretty neumi vyraz zjednodusit, pouze ho vzhledtzpiistupni” lidem. ZjednoduSovani prowgid
nasledujici funkce (ve vSechilkladech pedpokladameymsabcxy ):

* simplify(f) ... zakladni funkc pro zjednodfovani vyrau (vyuZivA zjednodSovaci pravidl
MuPADu)
f simplify(f)
sin(x)"2 + cos(x)"2 1

exp(c*log(sqrt(a+b))) (a + b)Mc/2)

(X2 +5*% +6)/(x+2) x+3

sqrt(16) 4




MATLAB - lekce ¢ Stranka6 z 18

* collect(f) ... hahlizi na jako na polynom a sl@iistejné mocniny
collect(f,prom énna) ... slowi ¢asti obsahujici zadanou prénmou

f collect(f)

(exp(X)+x)*(x+2) X2 + (exp(x) + 2)*x + 2*exp(X)

(x+1)*(y+1) yHx(y+1)+1

collect((x+y)*(x"2+y"2+1),y) y"3 +x*y2 + (x"2 + 1 )y + x*(x"2 + 1)
* expand(f) ... expanze: roznasobi se zavorky a aplikujtsme vzorce

f expand(f)

(X-2)*(x-4) x"2+6*x+8

CoSs(x+y) cos(x)*cos(y) - sin(x)*sin(y)

exp((a+b)*2) exp(2*a*b)*exp(a”2)*exp(b"2)

* factor(f) ... je-lif polynom s racionalnimi koeficienty, pokusi se\gpsat jako sotin korenovych
cinitela

f factor(f)
ar2 -b"2 (al- b)*(a+b)
an3 + b3 (a+ b)*(a"2 - a*b + b"2)

X"3-yN3 (X - Y)F(XM2 + Xy +y2)

7 w7

Poznamka:jestlize vstupem funkceéactor je prirozenécislo (symbolické), pak vysledkem je jeho
prvoéiselny rozklad:

>> factor(sym('12345678901234567890")

ans =

2*3/2*5+101*3541*3607*3803*27961

e horner(f) ... vytvai Hornerovo schéma symbolického polynom(ystupem musi byt polynom)

f horner(f)
XN3-6*x"2+11*x-6 X*(x*(x - 6) + 11) - 6

XN2+X X*(x + 1)
yr3-2*y yry"2 - 2)
* vysledek = simple(f) ... zkousi aplikovattzna algebraicka pravidla tak, aby vysledekl roo

nejmért znaki (obtas je vhodné ji pouzit naApdvakrat). Vypisuje vSechny pokusy o zjednoduSeni
(pokud neni volana druhym agobem)!

[vysledek, metoda] = simple(f) ... vrati nejen vysledek zjednoduSeni, ale i metpduZzitou pro
zjednodusSeni. Nevypisuje pokusy o zjednodusSeni.
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volani koneny vysledek

simple(cos(3*acos(x))) 4*x"3 1 3*X

simple(cos(x) + i*sin(x)) exp(x*i)

f=(x+1)*x*(x - 1); f=

[f, jak] = simple(f) X3 - X
jak =
simplify(100)

Matematicka analyza

Kresleni graf symbolickych funkci

Symbolicky toolbox nabizigkolik funkci pro kresleni grafsymbolickych funkci:

» graf symbolickéfunkce jedné proménné (zadané symbolickym vyrazem: expligfnmplicitné nebo
parametricky) vytvéi funkceezplot :

o ezplot(f) ... graf funkce pro nezavisle prosmnou z intervalu [-&;2r]
Proimplicitn € zadanou funkcif(x,y)=0 jsoux i y z intervalu [-2t 2.
o ezplot(f, [a b]) ... graf funkce pro nezavisle prosmnou z intervalug;b]
V pripack implicitné¢ zadané funkce jeiy z intervalu g;b].
° ezplot(x,y) ... grafparametricky zadané krivky x=x(t), y=y(t) prot z intervalu [0;21;
° ezplot(x,y,[a b]) ... graf parametricky zadanéwy x=x(t), y=y(t) prot z intervalu g;b].
Priklady:
>>syms u; ezplot(cos(u)) % kosinus
>>syms xy; ezplot(x"2-y*4) % implicitn & zadana fce
>>syms x; ezplot(cos(x),sin(x),[0 2*pi]) % parametricky zadanda kruznice

 graf symbolickéunkce dvou proménnych vytvareji nasledujici funkce:
ezmesh ... "stovy" 3D graf
ezmeshc ... "stovy" 3D graf s vrstevnicemi

ezsurf ... "ploSkovy" 3D graf

ezsurfc ... "ploSkovy" 3D graf s vrstevnicemi

ezplot3 ... 3D graf parametricky zadangvky (1 parametr)
ezcontour ... 2D graf vrstevnic

ezcontourf ... vyplreny 2D graf vrstevnic

Podrobnosti naleznete v naga.
 graf v polarnich saiadnicich - funkcezpolar . Podrobnosti naleznete v nagdy.

Grafické handly

V grafickém rezimu MATLABU lze kazdo&ast okna Figure chapat jako objekt, ktery m@ gvaficky handle
(graficky "ukazatel" neboli "ovladd, angl. handle graphics). Graficky handle Ize népe ziskat jako vystup
funkce, ktera &co kresli (nap ezplot ).
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Pomoci grafického handlu Ize owliovat vlastnosti kazdého objektu (grafické objektgjinsvou hierarchiii).
Podrobji si o grafickych handlech poviméigie. Nyni sta&i vedet, Ze:

* ke zjis€ni dostupnych vlastnosti grafickeého objektu pouzigdunkciget :
get(handle) ... vypiSe VSECHNY vlastnosti objektu s jejich@nimi hodnotami
get(handle,'vlastnost') ... vypiSe aktualni hodnotu zadané vlastnosti

» ke zmeén¢ jedné nebo vice vlastnosti grafického objektu pauie funkciset :
set(objekt, 'vlastnost', 'hodnota’) ... hastavi novou hodnotu dané vlastnosti
set(objekt, 'vlastnost', 'hodnota’, 'vlastnost2', hodnota2") ... lze upravovat vice
vlastnosti najednou ¢kdy je to dokonce nutné)

Priklad - zmena barvy grafu vykresleného pomeeplot

>> ¢ = ezplot(f); % odebereme si graficky handle

>> set(c,'color',[0 .3 Q]) % zmé&na barvy  céry grafu na tmavozelenou

Pozn.: kazda z barev je definovana kombinaci 3azliéth barev RGBEérvena - zelena - modra) v rozsahu
[0;1].

Symbolicka integrace- int

Funkceint vraci jeden vystup (symbolicky), kteryademe ulozZit do &aké pronénné, a pakieba gevest na
double(po vhodné substituci - viz vySaibs ). Funkci Ize pouZzit pro dvaiély:

1. vypocet uréitého integralu
int( vyraz , a, b), kde vyraz musi obsahovatékterou existujici symbolickc pronrénnou,a je dolni mez
ab je horni mez integrélu.iPvypocétu je pouzita implicitni symbolick& pramna (vizsymvar ).
int( vyraz , v, a, b), kde plati vySe uvedenéwvauréuje symbolickou prognnou, pro kterou chceme
ur¢ity integral spcitat.

Priklad - urcity integra polynomu

>> syms X

>> int(x"2+3*x-5,0,2)

ans =

-4/13 % vysledkem je zase symbolicka prom &nna

2. nalezeni primitivni funkce
int( vyraz ) ... primitivni funkce pro implicitr symb. prorénnou
int( vyraz , v) ... primitivni funkce pro symb. praimnouv.

Pro vylepSeni vzhledu vysledkuieme pouzit funkairetty

Priklad - primitivni funkce:

>> syms x; f3 = int(x"2+3*x-5) % primitivni funkce k polynomu
f3 =

1/3*x"\3+3/2*x"2-5*x

>> pretty(f3)

3 2
1/3x +3/2x -5x

>> clear; syms x z;
>> 4 = int(x/(1 + z"'2), 2) % primitivni funkce vzhledem k prom é&nne 'z'
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f4 =
xX*atan(z)

V pripac, Ze integral existuje, tideme symbolické vysledky pouzitipovéiovani vysledl ziskanych
numericky.

Symbolicka derivace funkce- diff

Vystupen funkcediff  je symbolicky vyraz = hledana derivaceuzeme j ulozit do pronénné)

1. prvni derivace
difft vyraz ), kdevyraz mus obsahovat symbolickou prennou. Derivuje se podle implicitni sym
proménné (vizsymvar ).
difft vyraz , proménna) nebo diff( vyraz ,sym( promeénna’)) ... prvni derivace podle zadané
prom &nné (pokud vyraz obsahuje vice symb. promych).

Priklady:
>> syms a X
>> f = sin(a”"2*x);

>> diff(f) % 1. deriv. podle 'x' => a"2*cos(a”2*x)

>> diff(f,a) % 1. deriv. podle 'a' => 2*a*x*cos(a”2*x)
>>syms t

>> diff(t"6,6) % 6. derivace podle 't' => 720

2. derivace wS¢éich radia
difft vyraz , n), kde n musi byt kladné celc¢islo (zn«i f4d derivace). Derivuje podle implicitni
symb. prongnné.
diffC  vyraz , prom, n) ...Nn-ta derivacevyrazupodle symb. progmnéprom

Priklady:

>> syms a X

>> diff(x"3+5*x"2-5*X,2); % 6*x+10 ... 2. derivace

>> diff(x"3+a*x"2-2*a*x,2); % 6*x+2*a ... 2. derivace dle 'x'
>> diff(x"3+a*x"2-2*a*x,a,2); % 0 ... 2. derivace dle 'a’

Priklad - derivace polynomu a vykresleni dvou grdb jednoho obrazku:
>> syms X

>>y = x"2+3*X-5;

>> dy = diff(y)

>> ezplot(y) % graf fce, modra cara

>> hold on % zachovat staré grafy

>> h = ezplot(dy); set(h,'color',[1 0 0]) % graf derivace, cervena cara
>> hold off

Poznamkagraf by se rél také spravis popsat pomoci funkaiabel ,tite ,legend - podrobnosti si uvedeme

priste.

Piiklad - prvni, druha afeti derivace funkce sinfx
>> syms X

>> diff(sin(x"2)) % 1. derivace

ans =

2*C0os(X"2)*x
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>> diff(sin(x"2),2) % 2. derivace

ans =

-4*sin(x"2)*x"2+2*cos(x"2)

>> diff(sin(x"2),3) % 3. derivace

ans =

-8*cos(X"2)*x"3-12*sin(x"2)*x

>> pretty(diff(sin(x"2),3)) % hezky vypis
2 3 2

-8 cos(x) x -12sin(x) x

Jakobian - jacobian

Pomoci jacobian(f, v) spccitame jakobian (funkcionalni determinant, Jacobiho deteamt) funkcef
vzhledem k prornnév. V piipads, Zef je skalar, takunkce vrati gradient, tedy stejny vysledek jakdand
diff(f,v) . V pripact, zef je vektor, tak vysledek obsahuje na pozig) bodnotu parcialni derivad;/dv;.

Priklad:

>>Syms Xy z

>>f = [x*y*z; y; X + Z]; % vektorovéa funkce 3 prom énnych
>>v=[x,Y, z]; % prom &nné

>> R = jacobian(f, v)

R =

[y*z, x*z, X*y]

[ 0, 1, O]

[ 1, 0, 1]

>> b = jacobian(x+z, v) % skalarni funkce 3 prom &nnych
b=

[1,0,1]

>> diff(x+z, x), diff(x+z, y), diff(x+z, z) % pro srovnani

Symbolicka kalkulacka - funtool

Prikazen funtool ~ se spusti symbolicka kalkicka - je obsiZzena vi ttech grafickych oknech a uiziuje
pracovat se dima symbolickymi funkcemi (a soasré ukazuje jejich grafy). Kadou funkci Ize derivove
integrovat invertovat,... stisknutim spravnéhaocitka.

Symbolicka limita funkce - limit

limit( ~ vyraz ) ... limita (oboustranndjyrazu , kdy implicitni symbolicka prognn& (nalezend pomosjimvar )
se blizi nule

limit(  vyraz , a) ... limitavyrazu , kdy se implicitni symbolick& prognna blizi k hodndta

limit(  vyraz , p, a) ... limitavyrazu , kdy symbolicka prokmnap se blizi k hodneta

limit(  vyraz , p, a,'left) ... limitavyrazu , kdy symbolicka prognnap se blizi k hodneta ZLEVA
limit( ~ vyraz , p, a,'right) ... limitavyrazu , kdy symbolicka prognnap se blizi k hodneta ZPRAVA
Priklady:

>> syms X
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>> [imit(sin(x)/x) %1

>> [imit(1/x) % NaN

>> [imit(1/x,x,0,'left’) % -inf

>> [imit(1/x,x,0,'right’) % inf

>> |imit(1/x+5,x,inf) %5

>> syms h;

>> limit((sin(x + h) - sin(x))/h, 0) % sin(h)/h, derivace sin(x) podle definice
>> limit((sin(x + h) - sin(x))/h, h, 0) % cos(X)

Symbolicky sol¢et Fady - symsum

v = symsum( wvyraz ) ... vztah pro socet od 0O dox-1, kdex je symbolicki pronénné polZita ve vyrazu
(defaultni prominna - viz vyse)
v =symsum( wvyraz , k) ... vztah pro satet od 0 dx-1, kdek je uena symbolicka prosmna

v =symsum( vyraz ,a,b) ... vztah pro satet oda dob pro symbolickou proknnou nalezenou automaticky
v =symsum( wvyraz , k,a,b) ... vztah pro satet oda dob pro symbolickou progmnouk

Priklady:

>>syms s

>> sl = symsum(1/s”2,1,inf) % nekone ¢na trada; sl = 1/6*pi"2

>>s_obec=symsum(s”"2) % s_obec = 1/3*s"3-1/2*s"2+1/6*s
>> s2=symsum(s”2,0,10) % s2 = 385, tj. 0+1+4+9+...+100

>> subs(s_obec,11) % ov &reni's2'...'s_obec' pro prvnich 11 ¢len @ (0-10)
ans =
385.0000 % zde uz vysledek neni symbolicka prom &nna

Symbolicky Tayloriiv rozvoj funkce (Taylorova rada) - taylor

taylor( funkce ) ... Taylor v bo¢& nula => Maclaurirav polynom 5.fadu (Maclaurinovétada pro 0,1,...,5
aproximujici zadanou funkci

taylor( funkce , n) ... pro kladné cel@ vrati Maclauririv polynom (-1)-nihotadu (Maclaurinovaada pro
0,1,...,n-1) aproximujici zadanou funkci

taylor( funkce , a) ... pro realné vrati Taylorovuradu v bod a (5.radu)

taylor(  funkce , n, a) ... pro kladné cel@é a realné vrati Taylorovuradu v bod a (fadun-1)

taylor(  funkce , n, v) ... pro kladné celé a symb. pro@nnouv vrati Maclauritiv polynom ¢adun-1)

taylor( funkce , n, v, a) ... pro kladné celé vrati Taylorovutadu ¢adn-1) v bod a pro symb. pro@nnouv

Podrobnosti (resp.iehledni matematické zépisiad) naleznete v ndpédé: >> doc taylor

Priklady:

>>syms x t

>> taylor(exp(-x)) % 1-x+1/2*x"2-1/6*x"3+1/24*x"4-1/120*x"5

>> taylor(log(x),6,1) % X-1-1/2*(x-1)"2+1/3*(x-1)"3-1/4*(x-1)"4+1/5*%(x-1) "5
>> taylor(sin(x),pi/2,6) % 1-1/2*(x-1/2*pi)"2+1/24*(x-1/2*pi) 4

>> taylor(x"t,3,t) % 1+log(x)*t+1/2*log(X)"2*t"2

>> taylor(exp(-x)) % neupraveny vypis Maclaurinovy rady pro funkci e”(-x)

ans =

1-x+1/2*x"2-1/6*x"3+1/24*x"4-1/120*x"5
>> pretty(taylor(exp(-x))) % hez ci vypis, "jako na papi re"
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2 3 4 5
1-x+1/2x -1/6x +1/24x -1/120 x

Poznamkazkuste>> latex(taylor(exp(-x)))

Déale mizete zkusit spustit graficky nastmajylortool  , ktery ukazuje i graf funkce a jeji aproximace paim
Taylorova polynomu.

Symbolickéregeni diferencialnict rovnic (i soustav)- dsolve

r = dsolve('eql’,'eg2',...,'cl','c2',...,'prom énna’)
nebo "zkracena" verze
r = dsolve('eql,eqg2,..., 'c1,c2,...', 'prom &nna’)

dsolve feSi oby¢ejnou diferencidlr rovnici eql (resp. soustavu rovnic) s ¢ate¢ni podminkol c1 (resp
pocateénimi podminkami) pro nezavisle prémrmoupromenna (implicitni jet I!1).

Zadavani vstui:

« diferencialni rovnice
Derivaci oznaime pismenem D. Pokud za nim nésledig n, tak jde on-tou derivaci (nap D2 zn&i
2. derivaci). Jakykoli znak nasledujici poté aana zavisle prornnou, nap. D3y zn&i 3. derivaci
funkce yx), resp. yt).

* pocéteeni podminky
Kazdou podminku zadavame ve tvaru rovng@ji=b  neboDy(a)=b , kdey je zavisle prornna aa
i b jsou konstanty. Pokud je p@teinich podminek meénnez diferencialnich rovnic, pak vysledek bude
obsahovat konstantyi, C2,....

Funkce maze vratit nasledujiciti typy vystuga:
 V piipace jedné dif. rovnic a jednoho vystupu funkce vrati vyslectedeni; u nelineérni rovnice vr
nalezeniegeni v symbolickém vektor
» Prom diferencialnicl rovnic am vystugu funkce siadi vysledky abece¢ a ffifadi je jede po druhén
do odebiranych vystii.

» Promdiferencialnicl rovnic a jeden vystup funkce vrati strukturu obgiijednotlivé feSeni

Pokuddsolve nemize najit explicitnieSeni, pokusi se nafgSeni implicitni (v tomtoifjpads funkce generuje
varovani). Pokuddsolve nemiZze najit explicitni ani implicitniteSeni, pak vygeneruje varovani a vréti
prazdnou symbolickou profmnou. V takovém ipact mizete naléztnumerickéeSeni pomoci funkci
MATLABU (napt. ode23 neboode45s).

POZOR:

» Prc n¢které [fipady nelinearnich rovnic je vystupem ekvivalemtifiérencialn rovnice nzéihotradu neb
integrél

* Funkce nezarcuje korektnost Uplnost nalezenéhieSeni, proto je vhodné vysledky é&fit (nagi.
derivovanim a funkadéq, neba tvar derivace se fize od zadani lisit).

Priklady:

% dif. rovnice 1. radu pro funkci x(t)
>> dsolve('Dx = -a*x")
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ans =
C2/exp(a*t) % reSeni

% dif. rovnice 1. ¥adu pro funkeci f(t)
>> dsolve('Df = f + sin(t)")
ans =
C4a*exp(t) - sin(t)/2 - cos(t)/2 % reSeni
% nelinearni dif. rovnice 1. ¥adu, pro funkci y(s)
>> dsolve('(Dy)"2 + y*2 = 1'/'s")
ans =
1
-1

cosh(C7 + s*i)
cosh(C11 - s*i)

% dif. rce 1. radu s po ¢&. podminkou; funkce y(t)
>> dsolve('Dy = a*y', 'y(0) = b")

ans =

b*exp(a*t)

% dif. rovnice 2. radu s po ¢&. podminkami

>> dsolve('D2y = -a"2*y', 'y(0) = 1', 'Dy(pi/a) = 0
ans =
(L/exp(a*t*i))/2 + exp(a*t*i)/2

% SOUSTAVA DIF. ROVNIC:
>>z = dsolve('Dx = y', 'Dy = -X")
zZ=

X: [1x1 sym]

y: [1x1 sym]

>>z.X % prvni hledana funkce
ans =
C20*cos(t) + C19*sin(t)

>>2zy % druhd hledana funkce
ans =
C19*cos(t) - C20*sin(t)
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Linearni algebra
Matice

« operace s maticemi

Matice lze sitat (operator+), ocitat (operator-), nasobit skalarendi jinou matici (operator) a
transponovat (operatol podle pravidel linearni algebry. Dale je Ize utimeat a dlit. Vice si povime
za 2 tydny.

« hodnost matice -rank

Hodnost matice vraci funkaenk - symbolicka funkce je volana jen ¥ipac, Ze vstupem funkce je
symbolicka matice!

Priklad:

>>symsabcd

>> A =[ab;cd];

>> rank(A) % 2

>> rank(subs(A,{b d},{0 0})) %1

« jadro zobrazeni - ortogonalni doplrék - FeSeni homogenni soustavyrull
Symbolickou funkchull  Ize vyuZit pro:

o vraceni baze jadra zobrazetispusného k dané matici,
> feSeni homogenni soustavy (baze podprostoru \¥88ehni) se zadanou matici soustavy,
o vraceni baze ortogonalniho dkli podprostoru, jehoz generatory jS0ADKY dané matice.
Ve vSech pipadech je vracena matice, jegloupcepredstavuji vektory hledané baze. Yigadt, Ze

feSenim je trivialni podprostor, tak je vracena @rdzsymbolicka prosmna.
POZOR: symbolicka funkce je &pvolana jen v fipads, Ze vstupem funkce je symbolicka matice!

P¥iklad - nalezite bazi ortogonalniho dagku k podprostord=[(1,1,1,0), (2,3,1,-1), (1,1,2,1)]R*

>>P=sym([1110;231-1;1121]); % podprostor P
>> B = null(P) % béaze ortog. dopl nku
B =
1
0
-1
1
>>P*B % kontrola - musi vyjit nulovy vektor

+ obraz zobrazeni - baze sloupcového prostoru matieebadze podprostoru -colspace
Symbolickou funkckolspace Ize vyuZit pro:

o vraceni baze obrazu zobrazetisjusného k dané matici,
o vraceni baze sloupcového podprostoru matice,
o vraceni baze libovolného podprostoru, jehoz geogrgsou SLOUPCE dané matice.
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Ve v8ech pipadech je vracena matice, jegitbupcepiedstavuji "hezké" vektory hledané bazee§mw;ji:
vysledek je matice v Hermitedwvaru).
POZOR: symbolicka funkce je &pvolana jen v fipadt, Ze vstupem funkce je symbolicka matice!

Priklad:

>> A =sym([2,0,2;3,4,7;0,5,5])

[
[
[
>
B =

[ 1, 0]
[ 0, 1]
[ -15/8, 5/4]

2,0,2]
3,4,7]
0,5, 5]
>B

= colspace(A) % baze obrazu zobrazeni

« Hermiteuv tvar matice -rref

Prevod matice na Hermilg tvar ("hezka" horni stupvita matice) provede funkcesf (z anglického
“reduced row echelon form") - symbolicka funkcevelana jen v fipad, Ze vstupem funkce je
symbolicka matice!

Priklad:

>>symsabc
>>A=[abc;bca;a+b,b+c,c+aj;
>> rref(A) % Hermite v tvar

S =
0, -(@*b - c"2)/(a*c - b"2)]
1, -(b*c - an2)/(a*c - b"2)]
0, 0]

e

n

1,
0,
0,

« determinant - det

Determinat se vypde pomoci funkcelet - symbolick&d funkce je volana jen Vipact, Ze vstupem
funkce je symbolicka matice!

Priklady:
>>symsabcd;
>> det([a, b; c, d]) % a*d - b*c

>> A =sym([2/3 1/3; 1 1));
>>r = det(A) %r=1/3

« inverzni matice -inv

Inverzni matici vraci funkcéenv - symbolickd funkce je volana jen vipads, Ze vstupem funkce je
symbolicka matice! Matice musi mit nenulovy deteramit.

Priklady:
>> A =sym([2,-1,0;-1,2,-1;0,-1,2]);
>> inv(A)
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ans =

[3/4, 1/2, 1/4]
[1/2, 1, 1/2]

[ 1/4, 1/2, 3/4]

>>symsabcd;

>>A=[ab;cd];
>> inv(A)
ans =

[ d/(a*d - b*c), -b/(a*d - b*c)]
[ -c/(a*d - b*c), a/(a*d - b*c)]

« charakteristicky polynom matice -poly

Charakteristicky polynom vraci symbolicka funkegy - symbolicka funkce je volana jen vipads, ze
vstupem funkce je symbolicka matice! Jako druhyipdze zadat jméno symbolické prémmé pouzité
v charakteristickém polynomu.

Priklad:

>> A = sym([-149 -50 -154; 537 180 546; -27 -9 -25] )i

>> pl = poly(A); % pl =x"3-6"x"2+ 11*x -6

>> p2 = poly(A,sym(lambda)); % p2 = lambda”3 - 6*lambda”2 + 11*lambda - 6

« vlastni ¢isla a vlastni vektory matice €ig

Vlastni ¢isla (angl. eigenvalues) a vlastni vektory (angdeevectors) matice vraci funkcgg -
symbolicka funkce je volana jen vipact, Ze vstupem funkce je symbolicka matice!

lambda = eig(A) ... vraci vSechna vlasttiisla matice,

[X,D] = eig(A) ... vraci vSechny vlastni vektory (sloupce maxgealezejici k odpovidajicim vlastnim
¢istim na diagonale matiae Lze pouZzit pi diaonalizaci matice.

Priklad:

>>M=sym(111;310;421])
>> | = eig(M) % jenom vlastni cisla
| =
0
4
-1
>> [X,D] = eig(M) % vl. vektory a vl. cisla

X
1

g ———
1l PwWd
NP P

1
=) N W=

copRr
okroO
oo o

———
—_——

» Jordanuv kanonicky tvar matice -jordan

Funkcejordan - viz ndpovda.
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funkce diag

M = diag(vektor) ... vytvai diagonalni matici ze zadaného vektoru,

M = diag(vektor,k) ... vytvai matici ze zadaného vektoru ktera je pro diagonalni, prak<o jsou
prvky pod diagonalou niaté rovnolézce a pra>0 jsou prvky nad diagonalou maté rovnokizce,

d = diag(matice) ... extrahuje diagonalni prvky zadané matice (padktor),

d = diag(matice,k) ... vraci vSechny prvky podck<0)/nad «>0) hlavni diagonalou zadané matice

(jako vektor).

Priklady:

>>symsabc;

>>v=[abc];

>> diag(v) % tvorba diagonalni matice

ans =

[a,0,0]

[0, b, 0]

[0,0,C]

>> diag(v, -2) % tvorba matice s "druhou poddiagonalou”

>>M=sym([111;310;421)]);
>>diag(M) % extrakce hl. diagonaly
ans =

1

1

1

Symbolickéeseni rovnic (i soustav rovnic)- solve

Symbolick& funkceolve hledé fegeni rovnice (nebo soustavy rovnic). Znosti volani:

FeSeni (ne)lineérni rovnice f(x)=0:

r = solve(eq) ...TeSi rovnicieq vzhledem k implicitni symbolické pramné (vizsymvar ),

r = solve(eq, var) ...TeSi rovnicieq vzhledem k symbolické prainnévar .

Vystup bude obsahovat nalezeeSeni (v [fipacé nelineérni rovnice iiZze existovat vicieseni)

FeSeni soustav n (ne)linearnich rovnic on proménnych:

solve(eql,eq2,...,eqn) ... reSi soustavun rovnic eql=0 azZ eqn=0 Vvzhledem k implicitnimn
symbolickym prorinnym (vizymvar ),
solve(eql,eq2,...,eqn, varl,var2,...,varn) ... 'eSi soustavm rovnic eql=0 aZeqn=0 vzhledem

k promgnnymvarl aZvarn .

Pokud odebirdme 1 vystup, bude to struktura obgdh@dnotlivaieSeni Qpolozek pojmenovanych
podle promdnnych). Pokud odebiramevystupi, jsou vysledky nejprve abeceadedazeny a fitazeny
do échto vystuji. V piipacé vicetegeni jsou polzky struktury nebo vystupy vektore

e

Ve vSech pipadech se kazda rovnieg zadava jako symbolicky vyraz (tehdyigsSieq=0) nebo jakorettzec
(je-li bez rovnitka, tak s&eSi'eq=0' ; je-li s rovnitkem, tak s&esi dle zadané pravé strany).

Poznamke pokud se nepodi nalézt symbolickdéeSen rovnice (resp. soustavy rovnic), tak funtsolve vrati
ieSen numerické (a ©€la by generovat varovar
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V piipad, kdy hledame kiny polynond, tak by funkce mla vratit VSECHNY kdeny. U transcendentnich
rovnic nalezne jen realné tamy - zde totiz $tSinou musi hledat numericky.

Priklady:

>>symsabcx;

>> solve('a*x"2 + b*x + ¢') % chceme obecné  reSeni kvadratické rovnice
ans =

-(b + (b"2 - 4*a*c)N(1/2))/(2*a)

-(b - ("2 - 4*a*c)N(1/2))/(2*a)

% zkuste pretty(ans)

>> solve('a*x"2 + b*x + ¢','b") % reSeni lineérni rovnice v prom gnnée'b’'
ans =
-(@*x"2 + c)/x

% SOUSTAVA 2 linearnich rovnic (nehomogenni):
>>S =solve(x +y =1','x - 11*y = 5,

>> S, Sy % vypis  reSeni (struktura S)
Sx=

4/3

Sy=
-1/3
% Poznamka: kdyby soustava byla homogenni, mohli by chom pouzit funkci 'null.

% SOUSTAVA 3 nelinearnich rovnic:
>>symsauv;

>> A = solve('a*u”2 + v*2','u - v =1', 'a"2 - 5*a + 6"
A=
a: [4x1 sym]
u: [4x1 sym]
V: [4x1 sym]
>>Aa=Aa Au=Au Av=Ayv % polozky struktury do prom énnych
Aa =
2
3
3
2
Au =

1/3 + (2N 1/2)*)/3
1/4 + (37(1/2)*)/4
1/4 - (3™N(1/2)*i)/4
1/3 - (2M(1/2)*)/3
Av =

- 213 + (2N1/2)*1)/3
- 3/4 + (3N1/2)*)/4
- 3/4 - (3M(1/2)*i)/4
- 213 - (2™N1/12)*)/3

% soustava ma tedy 4 mozna reSeni - kontrola 3. moznosti:
>> double(subs([a*u”2+v"2, u-v, a*2-5*a+6], {a,u,v} , {Aa(3),Au(3),Av(3)})
ans =

0.0000 1.0000 O % OK, p resné& melo wyjit 0,1,0



