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a jeden zdporny clen fady (2.42) — zkuste si tento fakt uvédomit trochu formélnéji nez
pouhym rozepsdnim zacatku fady). Avsak pfestoze fady v (2.42) a (2.43) maji stejné
¢leny a lisi se pouze jejich pofadim, maji rizné soucty.

Dospéli jsme tak k dosti pfekvapivému zjisténi, Zze u nekoneénych fad obecné hodnota
soutu zdvisi na pofadi s¢itanci. Poznamenejme, Ze néco takového se miize stit pouze
u neabsolutné konvergentnich fad (a je to jedna z vlastnosti, kterou se odlisuje chova-
ni neabsolutné konvergentnich a absolutné konvergentnich fad) a ze zménime-li poradi
s¢itancl absolutné konvergentni fady, soucet zistane nezménén. Na druhé strané je ale
dokonce pravda, Ze kazdou neabsolutné konvergentni fadu lze prerovnat (tj. zménit pofa-
di s¢itanci) tak, ze konverguje k libovolné piedem dané hodnoté, nebo jeji soucet je +oo
nebo —oo, nebo dokonce soucet nemd. Diikaz téchto (zajimavych) tvrzeni zde nebudeme
uvadeét. :

2.4 Mocninné fady

Mocninnou fadou rozumime fadu tvaru

(=]
(2.44) Y an(z —b)" = ao + ay(z — b) + ax(z — b)> + - - -

n=0
(véimneme si, Ze zde séitdme od indexu 0, tj. od nulté mocniny; v této souvislosti klademe
y® = 1 pro kazdé y € R, tj. i pro y = 0), kde b, aq, a,, a,, ... jsou konstanty (redlné)
ana z € R se divime jako na proménnou. Cisla ag, a;, as, ... nazyvame koeficienty
mocninné fady (2.44), ¢islo b nazyvidme stred dané mocninné fady. Nejcastéji budeme
vysetfovat mocninné fady se stfedem b = 0, tj. fady tvaru

(2.45) Ea,.:c" =ay+ a1z + az? +azz® + .-
=0

Pokud se na z divime jako na proménnou, ¢leny mocninné fady jsou vlastné funkce a je
tfeba si fici, co budeme rozumét souétem takové fady. Pfi prvnim seznameni s mocninnymi
fadami se zde vSak vyhneme préci s obecnym pojmem funkén{ fady a definici ruznych typu
konvergence (pro ctenafe, ktery se s témito pojmy jiz setkal, poznamensvame, ze budeme
mluvit pouze o tzv. bodové konvergenci).

Uvazujeme-li z € R pevné, pak fada (2.44) (resp. (2.45)) je &iselnd fada (tj. jeji leny
jsou é&isla) a md smysl se ptat, zda tato fada konverguje ¢i diverguje. JelikoZ pro ruzna z
dostaneme z (2.44) rizné &iselné fady, d4 se ocekdvat, ze pro néktera z tato fada konvergu-
je, pro jind diverguje. MnoZinu vsech z, pro kterd fada (2.44) konverguje (jakozto &iselnd,
fada) nazveme obor konvergence této fady. Je-li z bod z oboru konvergence tady (2.44),
pak soucet této (&iselné) fady pro toto  miZeme oznacit napi. f(z). Pokud tak uéini-
me pro kazdé z z oboru konvergence, pak jsme vlastné na oboru konvergence definovali
néjakou funkci f. Tuto funkci f nazveme soucet mocninné rady (2.44).

MiZeme si v§imnout, ze obor konvergence mocninné fady (2.44) je vzdy neprazdny.
Tato fada konverguje vzdy alespoii pro z = b, nebot pfi tomto z dostaneme fadu o jediném
nenulovém ¢lenu ao (a tedy soucet fady (2.44) pro z = b je roven ag). Déle si ukazme, ze
obor konvergence mocninné fady (2.44) je vidy bud’ jednobodovd mnoZina {b} nebo je to
néjaky interval se stfedem v b (odtud nazev stfed mocninné fady pro konstantu b).
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2.4.1 Véta. Necht mocninnd tada (2.44) konverguje pro néjaké z, € R. Potom (2.44)
absolutné konverguje pro kazdé z € R takové, Ze |z — b| < |z — b|.

DUKAz. Piedpoklidejme, Ze zo # b (to miZeme, nebot jinak neni co dokazovat). Jelikoz
fada 3.7 an(zo — b)" konverguje, je lim,_ o, an(zo — b)" = 0 (véta 2.1.9). Spec. existu-
je no € N tak, Ze pro kazdé n > ng je |a,(zo— b)*| < 1. Pro tato n potom plati (pro z € R
libovolné)

n

z—b
.’L‘o—b

(%) ]an(z -b)"| = Ia,,(a:o - b)"|

z—b, <
IL'o—b -

Je-li nyni |z — b < |zo — b|, pak fﬂ%, < lartada y oo, :o——bb‘ konverguje, nebot je to
geometrickd fada s kvocientem mensim nez 1 (viz pifklad 2.1.4(1)). Pomoci srovnavaciho
kritéria jiz z (*) vidime, ze fada Y ;" ;a.(z — b)" (pro dané z) konverguje a to dokonce

absolutné. )

2.4.2 Véta. Pro mocninnou radu (2.44) nastdvd vidy prdvé jeden z ndsledujicich pripadi:
1) 7ada (2.44) konverguje pouze pro x = b;
2) rada (2.44) konverguje pro kazdé 2 € R;

3) ezistuje r € R, r > 0, takové, Ze pro kazdé z € R, |z — b| < r 7ada (2.44) konverguje
a pro kazdé z € R, |z — b| > r, rada (2.44) diverguje.

DUKAz. Jak jsme si jiz uvédomili dfive, mocninn4 fada (2.44) urcité konverguje pro z = b.
Necht K je mnoZina vsech z € R, pro kterd fada (2.44) konverguje (tj. K je obor konver-
gence dané fady) a polozme

(2.46) r=sup{|z—b||2z € K }.

V piipadé 1) je r = 0. Pfedpoklddejme, Ze nenastdva piipad 1). Potom existuje z € K,
z # b,a tedy'r > 0 (pfitom mize byt r = +00). Ukazme nejprve, ze fada (2.44) konverguje
pro kazdé z € R takové, Ze |z — b| < r. Bud' tedy z € R, |z — b| < 7. Podle definice r
a definice suprema existuje zo € K takové, ze |z — b| < |z, — b|. To, Ze z, € K, znamens,
Ze 3_n—0 @n(Zo — b)" konverguje a podle véty 2.4.1 konverguje také fada 32 a,(z — b)".
Jelikoz z € R, |z — b| < , bylo libovolné, vidime opravdu, ze fada (2.44) konverguje pro
kazdé z € R takové, ze |z — b| < r.

Mohou nastat dva pfipady. Bud' je r = 400 nebo r € R. Je-li 7 = 400, pak nastava
piipad 2). Piedpoklddejme, ze r < +00. Nyni staéi ukdzat, ze fada (2.44) diverguje kdykoli
|z — b] > 7 (tj. nastavd piipad 3)). To je viak vidét pifmo z definice &fsla r. m]

2.4.3 Pozndmka. Cislo r definované rovnosti (2.46) se nazyva polomér konvergence moc-
ninné fady (2.44). Véta 2.4.2 vlastné iikd, Ze mocninna fada konverguje na intervalu tvaru
(b—r,b+7) a diverguje kdykoli |z —b| > r. Je-li 7 > 0, pak interval (b—r,b+7) nazyvime
konvergenéni interval (nebo interval konvergence) dané mocninné fady.

Jeli 0 < 7 < 400, pak tedy pro kazdé z € (b — r,b+ r) fada (2.44) konvergu-
jeaproz € R, [z —b| > r, diverguje. Ve vété 2.4.2 se vsak nic neiikd o konvergenci
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KAPITOLA 2. NEKONECNE RADY

v bodech b+ r, tj. v krajnich bodech konvergenéniho intervalu. Obecné skuteéné nelze
o konvergenci mocninné fady v krajnich bodech konvergenéniho intervalu nic fici a mohou
nastat pfipady, kdy mocninnd fada v obou krajnich bodech konvergenéniho intervalu kon-
verguje nebo v obou krajnich bodech diverguje nebo v jednom krajnim bodu konverguje
a v druhém diverguje; pfitom konvergence v krajnich bodech konvergenéniho intervalu
nemusi byt absolutni (podle véty 2.4.1 je konvergence uvniti konvergenéniho intervalu
absolutni). To je vidét na nésledujicich jednoduchych piikladech. Uvazujme tfi fady

CIDYENNUED SNENCEDS

n=1 n=1

n

e

(v faddch (b), (c) je ap = 0). Ukazme nejprve, ze interval konvergence vsech tif uvedenych
fad je roven intervalu (—1,1). Pro fadu (a) je to zfejmé, nebot se jednd o geometrickou
fadu s kvocientem z. Pro fady (b), (c) dostdvdme

:__;.-HI R 2
sy _ N [CE Yl n — |-
B T = A ey = e SR = el (55 e

podle podilového kritéria odtud vidime, ze fady (b), (c) konverguji je-li |z| < 1 a diverguji
je-li |z| > 1.

Rada (a) pfitom v obou krajnich bodech svého konvergenéniho intervalu diverguje

(v téchto kraJmch bodech dostiavime divergentni fady 1 4+ 1+ 1 + - al—-141-

- ). Rada (b) mad v z = 1 tvar Yoor,l/navz = —1 tvar Zn=l(—1)"/n, tj.
vz = 1 diverguje a v z = —1 konverguje (neabsolutné). Rada (c¢) ma v krajnich bodech
konvergenéniho intervalu tvary 37", 1/n?a 30 (—1)"/n?, tj. v téchto bodech konverguje
(a to absolutné).

V uréeni poloméru konvergence (tj. konvergenéniho intervalu) fad (b), (¢) jsme jed-
noduchym zpisobem pouzivali podilové konvergenéni kritérium. Pomoci podilového resp.
odmocninového kritéria miZeme skutecné obecné zjisfovat polomér konvergence mocnin-
nych fad a pomoci téchto kritérii mizeme dokédzat ndasledujici tvrzeni. Pfipomenme, Ze
podle konvence z kapitoly 1 klademe -1~ = 0.

2.4.4 Véta. Nechta, znaéi koeficienty mocninné fady (2.44) a predpoklddejme, e ezistuje
limita
= lim {/|a,|.

n—oo

Je-li v polomér konvergence mocninné tady (2.44), pak r = i pokud p # 0; je-li p = 0,
pak T = 4o00.

DUkAz. Cleny tady (2.44) maji tvar a,(z — b)". Ptitom je

lim {/]an(z ~b)[" = |z = b] lim {/|an| = plz - b|
(pokud neni g = 400, :z:—b) Jelli p € R, p > 0, pak p|z — b| < 1 pokud |z —b| < &

plz —b| > 1 pokud |z — b > o tj. podle odmocninového kritéria fada (2.44) konverguJe

jeli |z = b| < ; a diverguje pokud |z — b| > ,1‘ To ovsem znamend, Ze r = }7
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Je-li p = 0, pak je ovéem p|z —b| = 0 pro kazdé = € R, tj. pro kaidé z € R fada (2.44)
konverguje a je 7 = 400.

Je-li p = +oc, pak pro z € R, z # b, je p|z — b| = 400 (> 1) a podle odmocninového
kritéria fada (2.44) diverguje a je r = 0. O

Nasledujici tvrzeni bychom mohli dokdzat bud’ iplné stejnym zpisobem pomoci po-
dflového konvergenéniho kritéria nebo bychom si mohli v§imnout, Ze plyne z véty 2.4.4
a Cauchyova vzorce (tvrzeni 1.3.4).

2.4.5 Véta. Nechf a, jsou koeficienty mocninné rady (2.44), necht pro vsechna dost vel-
kd n je a, # 0 a nechf ezistuje limita lim, _, |a,/an4.|. Potom pro polomér konvergence r
mocninné rady (2.44) plati rovnost

Qn

r= lim

n—oo

an+l

Nasledujici tvrzeni obsahuje zobecnéni véty 2.4.4, kde misto limity (kterd nemusi exi-
stovat) pouzijeme limes superior (které existuje vidy). Podrobny dikaz tohoto tvrzeni
(v kterém bychom pouzili tvar odmocninového kritéria formulovaného v poznamce 2.2.14)
zde neuvadime.

2.4.6 Véta (Cauchyova-Hadamardova). Predpoklddejme, Ze a, jsou koeficienty moc-
ninné rady (2.44),

p = limsup {/|a,|.
Je-li v polomér konvergence tady (2.44), pak r = :7 pokud p # 0; je-li p = 0, pak r = +o0.

2.4.7 Poznamka. Pomoci Cauchyovy-Hadamardovy véty by bylo moZné dokdzat napf.
nésledujici tvrzeni (které bude pozdéji dilezité v souvislosti s derivovanim mocninnych

fad):

Necht rada y o, a,(z — b)" md polomér konvergence roven r. Potom kazdd

z fad tvaru
Y nan(z-b)"t, D n(n—1)aa(z—n)"77 .,
n=1 n=2
Zn(n ~1)...(n =k + 1a.(z - b)"7%,...
n=k

md polomér konvergence také r.

Dikaz tohoto tvrzeni bude snadny za dodateéného pfedpokladu, Ze pro vsechna dost
velkd n je a, # 0 a existuje limita lim, .o |@,/a@n41|. Podle véty 2.4.5 je potom 7 rovno
této limité. Bud’' nyni k¥ € N a uvazujme fadu

(%) 5 n(n=1)...(n—k+ 1)a,(z —b)"~*.

n=k
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Oznatime-li
B, =n(n-1)...(n—k+ 1)a,, b = Bags;

pak fada (x) je totéz jako fada 3020, b, (2 —b)". Nynf staéi ukdzat, ze lim,_ o |0, /bayy| = 7.
Je ale

bn . B k » Bn
lim = lim —* = |im =
n—o b,y n—eo Bnjipr  n—oo By
_ n(n—1)...(n—k+ 1)a, _ o n—k+1 a,

=T

n—{lgO(n-i-l)n(n—1)...(n—k+2)a,,+1_n—'ngo n+1l apq

(nebot (n—k+1)/(n+1) = 1).

Uvedené tvrzeni je tedy dokizano za predpokladu existence limity lim, _ |@n/Gn 1]
Obecné tato limita nemus existovat a dikaz by byl slozZitéjsi a nebudeme jej zde provadét.
Pouze poznamenejme, Ze pfi pouziti Cauchyovy-Hadamardovy véty je podstatné, ze tato
véta umozni vyjidiit polomér konvergence mocninné fady bez jakychkoli dodateénych ,
predpokladi.

2.5 Rady komplexnich ¢isel a mocninné fady v komplexnim
oboru

Necht {z,}72, je posloupnost komplexnich &isel. Jelikoz uz jsme definovali limitu posloup-
nosti komplexnich é&isel (odstavec 1.5, definice 1.5.2), mizeme snadno definovat soucet
nekonecné fady 3", z, s komplexnimi ¢leny z,. Definice bude oviem formalné stejna
jako v pripadé fad redlnych éisel.

Pro n € N necht s, znaci n-ty ¢dstecny soucet fady 300 z,, tj.

=) a=ntzmtot oz,

k=1

Posloupnost {s,}2, je potom posloupnost komplexnich ¢isel. Rekneme, ze fada, komplex-
nich ¢isel 3777 | 2, je konvergentni a m4 soucet z € C, jestlize posloupnost jejich éasteénych
souctl {s,}52, m4 limitu a tato limita je rovna z. Vzhledem k tomu, Ze jsme nedefinovali
nekonecnou limitu posloupnosti komplexnich ¢isel, nedefinujeme ani nekoneény soucet fa-
dy komplexnich ¢&isel (pfi dané definici souétu tedy fada komplexnich &isel bud’ konverguje

nebo nema soucet).

2.5.1 Véta. Rada kompleznich cisel Yonz1 2n konverguje prdvé kdyz konverguji rady

o =)
Zﬂie Ziis ij Zio
n=1 n=1

Pokud tyto tady konverguji, pak

(2.47) ¥ :Z%ezn+ii3mz".
n=1 n=1 n=1
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3.5 Mocninné fady a spojitost

V tomto odstavci ukdzeme dilezitou vlastnost mocninnych fad, Ze totiz (v redlném oboru)
soucet mocninné fady je spojity na svém definiénim oboru (tj. na oboru konvergence dané
mocninné fady).

3.5.1 Lemma. Necht Y77 an(z — b)" je (redlnd) mocninnd rada s polomérem konver-
gencer > 0 a bud’'r) € R, 0 < 7y < r. Potom pro kazdé € > 0 ezistuje ny € N tak, e pro
kazdé n € N, n > n,, je

i ak(:z: = b)k
k=n

(3.31) L8 pro kazdé x € (b—ry,b+1)).

DiUKAzZ. Jelikoz 0 < r, < r a mocninni fada na otevieném konvergenénim intervalu
konverguje absolutné (viz odstavec 2.4), je tedy

(o]

(*) Z la,|r? < +00

n=0

(e 11 = (b+ ) — b, pficemz b + 7, lezi v otevieném intervalu konvergence dané rady).
Bud’e > 0. Podle definice souétu fady a definice limity dostavame z (x), Ze existuje n, € N
tak, Ze pro kazdé n € N, n > n,, je

L€

00 n-1
2 laxlrt = 3 Jag |k
k=0 k=0

Pritom je ovsem
=] n—1 (=]
o laklrt = 57 |au|rt = Y lag|r}
k=0 k=0 k=n

(viz vétu 2.1.6), tj. je

o0

Z |a|ry

k=n

(%%)

LB

Bud'nyni ¢ € (b—r,,b + 7). Potom je [z — b| < 7, a

iak(z - b)L’ S ilak(z - b)kl S i 'alef <&,
k=n k=n

k=n

tj. pro kazdé n > ny opravdu plati (3.31). ]
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KAPITOLA 3. LIMITA A SPOJITOST FUNKCE

3.5.2 Poznamka. Ze samotného faktu konvergence v néjakém bodé z z oboru konver-
gence dané mocninné fady plyne, ze pokud je € > 0, pak

Z ak(z o= b)k

<E€

Pro viechna n véts{ nez néjaké n, (ukdzali bychom to stejné, jako jsme dokazovali (*%)).
Pro riznd z pfitom mizeme dostat riznd n. V lemmatu 3.5.1 Je podstatné, ze n, lze
volit nezdvisle na z ¢ (b= 71,0+ 7,), tj. dand nerovnost plati pro vsechna n > n, a pro
vsechna = € (b— ry,b+ r,). Tato vlastnost (které se ki stejnomérnd konvergence dané
fady na intervalu (b— T1,b+71)) hraje dilezitou roli v diikazu spojitosti souétu mocninné
rady.

3.5.3 Véta. Necht 320, aq(z — b)* je mocninnd fada s polomérem konvergence r > 0.
Potom soucet této rady je funkce spojitd na otevieném intervalu konvergence (b — rb+47).

DUKAZ. Méme ukdzat, ze soucet dané fady Je spojity v kazdém bodé otevieného konver-
genéniho intervalu. Pro z ¢ (b—7,b+ r) oznaéme

f(z) = i( by

Bud'a € (b—r,b+r) a ukazme, Ze f je spojiti v a. K tomu staci ukazat, ze pro kazdé ¢ > 0
existuje § > 0 tak, Ze pro kazdé z € (a—6b,a+6)je [f(z) — f(a)] < €. Bud’ tedy € > 0.
Volme r, € R tak, ze la=b] < 7y < 7 (jelikoz a € (b—r,b+ 1), takové r, uréite existuje).
Podle lemmatu 3.5.1 existuje ny € N tak, ze Pron € N, n > ng, je

(%) ‘Z ap(z — b)") < ;—’ pro kazdé z € (b—ry, b+ Ty).

k=n

Bud’ nyni n > n, pevné zvolené. Soucet

n-1
E ar(z — b)*
k=0

Jje koneény soucet spojitych funkci a je tedy spojity (podle véty 3.3.16). Spec. je spojity
v bodé a a existuje tedy § > 0 tak, Ze pro z € (a — §,a + ) je

(*x) ”i ap(z — b)" - ’i ar(a — b)"
k=0 k=0

z<
3
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3.5. MOCNINNE RADY A SPOJITOST

Volme navic é tak, ze § < 7, — |a—b| (to miizeme, nebot jsme r, volili tak, ze r; > |a—b|) -
potom je (a—6,a+6) C (b—ry,b+r,) (nakreslete si obrazek). Je-li nyni z € (a—6, a+6), pak
plati nerovnost z (%) i (+*). Pro tato  tedy dostdvime (kdyz pouzijeme jesté vétu 2.1.6)

|7(z) = f(a)] = |D_ ax(z - b)* - Zak(a - b)*

k=0
n-1

= Zak(x—b +Zak:c—b ZaL (a—b)* Zak(a—b)"
k=0 k=n k=n
n-1

< ar(z — b)* Zak(a—b Zak(a—b)k
k=0 k=n

<£+£+£—5
373" 8"

(nerovnost v () plati spec. i pro ¢ = a). Tvrzeni je dokdzano. O

Nyni vime, Ze soucet mocninné fady je vidy funkce spojitd na otevieném konvergené-
nim intervalu. V pfipadé, ze polomér konvergence je koneény (a kladny), mize mocninna
fada konvergovat i v krajnim bodé konvergenéniho intervalu a vznikd otdzka, zda v tomto
piipadé je soucet mocninné fady spojity v daném krajnim bodé. Odpovéd’ je kladnd. Je-
likoZ vsak v krajnim bodé konvergenéniho intervalu, na rozdil od bod# vnitfnich, nemusi
mocninnd fada konvergovat absolutné, d4 se ocekvat, ze diikaz pfislusného tvrzen{ bude
jiny nez dikaz véty 3.5.3.

3.5.4 Véta (Abelova véta). Nechf 3o a,(z —b)" je mocninnd fada s koneénym klad-
nym polomérem konvergence r a predpoklidejme, ze tato fada konverguje v bodé b + r.
Potom je

oo

(3.32) h(bm_ Zan (z —b)" = Z

DUKAZ. Nejprve si viimneme, ze Yomeo@n7™ nenf nic jiného nez dand mocninnd fada
v bodé b + r. Podle pfedpokladu tedy fada $°2°;a,r" konverguje. Oznacme b, = a,r":
potom tedy fada ) o> b, konverguje. Dile oznaéme

z—-0b

y:
T

Potom je
Za"(x—b any .
z — (b+r)+ je totéz jako y — 1+ a rovnost (3.32) je totéz jako rovnost

(%) s'_.I_Z:b,,y an
n=0

(vlastné jsme se timto zpisobem omezili na piipad b = 0, r = 1, coz zjednodusi zapis).
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PoleZme s_; = 0 a pro k > 0 necht s, znaéf k-ty ¢asteény souéet fady PoncioOia 15

Sp =bo+ by + -+ by.

Potom pro k > 0 je b, = s, — k-1 @ pro y € R dostdvime (vyuZijeme toho, ze s-1=0)

Dbyt =D (s — i)yt
k=0

k=0
n n
k k
= st =Y sy
k=0 k=0
n-1

n—1
o k k41
= Sy +5nyn '—Zsky
k=0 k=0

n-1 n-1
dosy =y Y sy —suy”
k=0 k=0

n-1
=(1-9)) siy* - s.0".
k=0

Jeli |[y| < 1, je y» - 0 pro n — oo a jelikoz

Sn — jf:bk GIR,

k=0

je $,y" — 0 pro n — co. Odtud a z predchoziho dostivame, ze pro ¥y € R, |y| < 1, plati

oo n
2" = lim S byt

n-—1
= lim [(1 ~9) D syt - sny"J
k=0
=(1- y)z.sky".
k=0

Oznatme b = 30 b, (je b € R podle predpokladu). Bud' e > 0 a volme n, € N tak, ze
pro kazdé n > n, je

£
= O] & =
s I<2

(vime, ze s, — b). Jelikoz pro y € R, ly| < 1, je

(o] 1 oo
k __ : _ ko
gy Sioy B (1-9))Y =y,
= k=0
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3.5. MOCNINNE RADY A SPOJITOST

dostavame, ze proy € R, 0 < y < 1, plati

Zbkyk—b‘ (l—y)ZSLy -b(1-y)) o
k=0 k=0

=|(1- y)Z(sk — b)y*

IA

Ha-u ¥ e-v

k= no+]

<(1-yv) lek—bly +(1-y) Z

k= no+l

<(1-y) lek_bl'*' l—y)Zy
k=0

:(l_y)ZISla—b|+‘
k=0 E

i y)fxsk byt

(pouZzili jsme toho, Ze |s, — b| < £/2 pro vSechna n > n;). Oznaéme

no

= st —b|

k=0
(je K € R, nebot se jednd o koneény soucet),
_ 3
TAK +1)
Potom pro y € (1 -46,1) je 1 —y < 6 a z (x*) vidime, Ze pro tato y je

€
—-b| < 0K _—
y* ‘< \+2 2(I+1)1\+ <E.

Jelikoz € > 0 bylo libovolné, znamena to, ze opravdu plati () a tvrzeni je dokdzano.

3.5.5 Poznamka. Pokud budeme pfedpoklddat, Ze konverguje fada
Z(—l)nbn\
n=0

pak z (%) dostavime substituci z = —y, Ze plati rovnost

1_‘_1+Zb z" _E( 1)"b,

Piejdeme-li k pivodni mocninné fadé

f: a.(z — b)"
n=0
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KAPITOLA 3. LIMITA A SPOJITOST FUNKCE

dostdvame, 7e pokud tato fada konverguje v levém krajnim bodé b—r svého konvergenéniho

intervalu, pak
(o<} oo
lim an(z—=0)" =) q,(—r)".
,~(b-r)+§ n(z - b) {jo a(=7)
Jinymi slovy, pokud v nékterém z krajnich bodi konvergenéniho intervalu mocninn rada
konverguje, pak Jeji soucet je v tomto bodé spojity. Spolu s vétou o spojitosti souétu moc-
ninné fady na otevieném intervalu konvergence tak dostdvame, ze soudet redlné mocninné
fady je funkce spojit4 na svém definiénim oboru, tj. na oboru konvergence dané mocninné

Poznamenejme jests, 7e tvrzenf v tomto tvaru plati pouze pokud mluvime o realném

oboru konvergence mocninné fady. V piipadé komplexni mocninné fady a konvergenéniho
kruhu je situace ponékud slozitéjsi.
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42 MOCNINNA RADA A DERIVACE

slozené funkce (kterou zde musime pouzit dvakrat, nebot vanitini funkce v logaritmu
obsahuje vyraz v/z2 + 1, coZ je opét sloZend funkce) dostaneme

(argsinhz)' = [ln (:c + m)]’ =

B 1 (l P ) B 1 Vzi+1l+4z
Tz +Vzr+ 1 Vai+ 1/ z+V2?+1 V2?41 3
tj. rovnost (4.26). OvéFme jesté rovnost (4.28). Podle (3.25) a véty o derivaci slozené
funkce ovéem bude (pro z € (-1,1))

1+:1:]'_11—z1—:v+1+:c_ 2 1

(argtghz)' = [ll = 1 =
gighz) = |31 2| T21+z (1-3zp s+a)l-z) 1-2%

Zbyvajici dvé rovnosti pienechdvame k ovéfeni ctendri.

4.2 Mocninnd fada a derivace

V odstavci 3.5 jsme ukdzali, ze soucet mocninné fady je funkce spojitd na otevieném kon-
vergenénim intervalu. Nyni ukdzeme, Ze plati vic - totiz, Ze na otevieném konvergenénim
intervalu je soucet mocninné fady dokonce funkce derivovatelnd a mocninnou fadu lze
derivovat élen po Elenu (co to znamend ,derivovat clen po clenu® ukdzeme déle). Jelikoz se
ukaze, Ze derivace sou¢tu mocninné fady je na otevieném konvergenénim intervalu konec-
n4, dostaneme tak (pomoci véty 4.1.9 o spojitosti funkce s konenou derivaci), Ze soucet
mocninné fady je na otevieném konvergenénim intervalu funkce spojitd, tj. jiné ovéfeni
tvrzeni z véty 3.5.3.

4.2.1 Véta. Necht 00, an(z —b)" je (redind) mocninnd fada s kladnym polomérem kon-
vergence T. Potom soucet této tady je funkce derivovatelnd na otevieném intervalu kon-
vergence a pro kazdé z € (b—r,b+ 1) platé

(4.30) (ian(:c - b)")l - inan(m il

DUKAZ. Pro jednoduchost z4pisu predpoklidejme, ze b = 0, tj. uvazujme fadu Y ;o anz”
a oznacme

oo
f@)= Y, us®
n=0
pro z € (—r,7) (od pivodni fady mizeme k této fadé dospét pomoci jednoduché substituce

¢ — b = t; rozmyslete si, Ze tato substituce nic neméni na derivovatelnosti souctu tady).
M3éme ukazat, Zze pro z € (—r,7) je

o0
(%) flz)= Y naz"™,
n=1
Bud z € (—r,7) pevné zvolené a volme dile r, € R tak, ze [z| <7 < 7. Pro y € R takovd,
ze
0<ly—z| <r—|zl,
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odhadujme absolutn{ hodnotu vyrazy

(#+) V' =2 = (y—2) Y onmtmiyi

(oveite podobnym zpiisobem Jako jsme ovéiovalj rovnost (0.34) z piikladu 0.4.6), dost4-
vime (pro uvedens y)

g 1 00 )
f(y) f( )_ goanyn_goanzn}

y—=z T y-—z

1 o0
Z an(y" - z")
n=]

y—a
1 00 n-1 .
L (w0 Eey
=1 i=0
0o :-1
= Z a, an—l—iy:'
n=1 i=0

o

(¢leny odpovidajici n =  se odectou, nebot je zde @—ay). Viimneme si jests, ze ngn-1 mi-
Zeme napsat ve tvaru

Odtud a z Pfedchoziho dostgvime

W-f@) &
EFERD ML I-

oo n-—1 =]
Za" an—l-iyi _ Z na,z""!
n=1 =0 n=1

00

Z a, (gz"""yi - nx"“)l

n=1

[e5) n-1

Zan Z(zn—l—iyi _ zn—])l.
n=1 i=0

Pro n = 1 m4 vnjting soucet tvar 307 (z=iyi _ z%) =0, tj. ve VIEJSim souétu mizeme
stitat az od indexy g = 2 a dostdvime (pouzijeme OPet vztahu (+) - tentokrat Pro n = 3)

\f(y; : 2{(1) - inanx""l = ’f: a, g(z"‘l‘iyi = fv"_l)!

n=1 n=2
oo n-—1
— Zan Zzn—l—i(yi _ xi)
n=2 i1=0
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4.2. MOCNINNA RADA A DERIVACE

an n—l—-i(yi —.’Bi)

Zanzx“ =iy -z Z:c’ 1=d4i

n=2 i=1 I=

< Iy~x|Z|an|Z|zl" - ‘le' 7

i=1

<ly- z|Z|aanr" I~ 'Zri'l_jr{
j=0

n=2

i-1
=l Sl g S
j=0
= |y — z Z lea]et™? Zi
i=1

n=2

(o] n
=ly—2|)_laa|r}™2) i

n=2 1=1

o _on(n—1
= Iy‘z|2|anl7'1 '(—2—);

pouzili jsme zde toho, Ze |z| < 7, a za danych pfedpokladii také |y| < 71; nakonec jsme
pouzili zndmé rovnosti z piikladu 0.4.5. Podle tvrzen{ z pozndmky 2.4.7 m4 také fada

i u(n - 1)a,z"?

stejny polomér konvergence r jako piivodni fada. Jelikoz 7, < r (ry > 0) a mocninna fada
na otevieném intervalu konvergence konverguje absolutné, je tedy

Zla penlnsl) —%Z ~ Dlanlr= = k < +oo.

Nakonec tedy dostdvime nerovnost

0= 1), e

< kly - z|.
g 2 < kly - z|

Odtud je vidét, Zze pro y — z je

f(y f(z) i“z -

tj.

Tato limita ovsem nenf nic jiného nez definiénf limita pro f'(z) a vidime tedy, Ze opravdu
f'(z) existuje a plati (*). O
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4.2.2 Poznimka. Vlastnost mocninnych fad pPopsana ve vété 4.2.1 Je jedna z nejdilezi-
téjsich vlastnosti mocninnych tad. Jelikoz

[(z = 8)")" = n(z - =1,

fadu pro vyj4diens derivace souétuy mocninné fady dostaneme tak, Ze derivujeme kazdy
Clen fady zvlast, tj. élen po élenu - odtud tvrzeni, Ze mocninnou fady miZeme derivovat
¢len po ¢lenu (to, Ze v , derivované fadé“ séitdme a3 od indexu n = 1 odpovid4 skuteénosti,
Ze nulty ¢len je konstanta a derivace konstanty je nulovy).

Zjistili jsme tedy, Ze soucet mocninné fady je derivovatelng funkce a tuto derivaci
Ize opét vyjadfit ve tvary souctu mocninné fady. Mocninnou fadu, kters vyjadfuje tuto

zatim mluvili, budeme podrobnéji nazyvat pruni derivace. Pokud funkce f s definiénim
oborem D; m4 kone¢noy derivaci f'(z) pro kazdé g z néjaké mnoziny M Dy, pak se
na f’' mizeme divat Jako na funkei definovanou na mnozins M. Je-li z4 vnitinf bod M, mi
smysl se ptit, zda funkce f' m4 v Zo derivaci. Pokud ano, budeme tuto derjvacj nazyvat
druhd derivace funkce f v bods Zo. Jeji hodnoty oznacime symbolem

2
f"(z) nebo jT{(zo).

Bude tedy

d2 (z) - fl(z

(e0) = Fhton) = () (o) = (52) o) = 1im, .=
Podobné miizeme zavést tieti derivaci f" jako derivaci z funkce f atd. Obecns mluvime
0 n-té derivaci (nebo o derivaci n-tého rddu). Pfitom u derivace Ctvrtého fidu (a Vyssich)
Jiz nepouzivime znageny S, ale misto toho Piseme f(*) (ngkdy téz f): obecne f™ znagi
n-tou derivaci funkce S (derivaci n-tého fadu; vétsinoy se toto oznaceni pouzivs pron € N,
ale v nékterych souvislostech je uzitegné PTO0 7 = 0 formélné znagit fO = f). Je tedy
(pro n € N)

1) = TLie0) = (f0) () = = (Lh f) (20) = Jim L7242 = /" ar)

z \ dzn-1 T—zq z -z

Vsimneme si, ze nutnd podminka (samoziejmé nikol; Postacujici) k existenci n-té derivace
funkce f v boda Zo je existence (n — 1)-ni derivace f (a vsech predchozich) nejenom
v bodé z,, ale na néjakém okolf body Zo. Pokud funkce f ma na néjaké mnoziné derivace
vsech fadi (tj. pro kazdé n ¢ N existuje na této mnoziné f(") pak tikdme, Ze f je na této
mnoziné nekoneéné derivovatelnd.

Jak jsme jiz Poznamenali, tvrzenf z véty 4.2.1 o derivovatelnosti souctu mocninné rady
mizeme aplikovat na fadu vyjadfujict prvni derivaci tohoto souctu. Druhd derivace bude
ovSem opét vyjadiena, mocninnou fadou, takse bude existovat tfeti derivace atd. Pfitom

Pfi oznacenf

1@) = 3" an(o - by
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dostaneme aplikaci vztahu (4.30) postupné rovnosti

fz) =Y nas(z —b)"t, f'(z) =3 n(n—Dax(z - b)""
n=1 n=2

I

(o)
=) Z n(n —1)(n - 2)an(z - by =4, atd.
n=3
Poznamenejme, Ze podle tvrzeni z poznamky 2.4.7 maji véechny zde uvedené (mocninné)
fady stejny polomeér konvergence. Indukei tak dostavame, ze plati nasledujici tvrzeni.

4.2.3 Véta. Necht 3% ,a.(z —b)" je (redind) mocninnd fada s kladnym polomérem kon-
vergence t. Potom soucet f(z) = Lnro@n(z —b)" je funkce nekoneéné derivovatelnd na
otevieném intervalu konvergence (b — r,b+ 1) a pro kazdé k € N(ze(b—r,b+r1))je

o0
(4.31) fBO@) =Y n(n-1)(n=2)...(n - k+ 1)aa(z = byrk.

n=k
4.2.4 Poznamka. V kapitole 2 jsme nalezli vyjadfeni funkei e*, sin z, cos z, sinh z, cosh z
ve tvaru souctu mocninné fady (viz odstavec 2.6). Na zéklade véty 4.2.3 (resp. 4.2.1)
mizeme nyni ovéfit tvar derivaci téchto funkei. Dostavame tedy

n=1

=1

x T .
—1)!=Zﬂ=e’

n

k=0 k=1
00 2k-1 ed 2641
— 1 P T s -1 t+1 T S z
LZ__:I( ) (2k - 1)! g( ) (2¢+1)!

Podobné pro funkce sinh z, coshz.

4.2.5 Poznamka. Funkce, které lze napsat (alespoi lokdlné, tj. v okoli kazdého bodu
jejich definiéniho oboru) jako soucet mocninné fady, se nékdy nazyvaji analytické funk-
ce. Podle véty 4.2.3 je kazd4 analytickd funkce nekonecné derivovatelnd. Vznikd otdzka,
zda plati i obracené tvrzeni, tj. zda kazdou nekonecné derivovatelnou funkci lze (lokdlné)
napsat jako soucet mocninné fady (pokud to Ize, pak fikame, ze funkci lze rozvinout do
mocninné fady, a mocninné fadé, jejiz soucet vyjadiuje danou funkci, fikime rozvoj této
funkce do mocninné fady). Ukazuje se, Ze takovéto tvrzeni neplati a Ze existuji nekonecné
derivovatelné funkce, které nelze napsat (v okoli nékterych bodi) jako soucet mocninné
fady (viz pozndmka 4.10.7). Pozdéji se setkime s tvrzenim, které v nékterych pfipadech
umoini nalézt rozvoj funkce do mocninné fady. Zatim si vsak mizeme uvédomit dilezi-
té tvrzeni, ze pokud funkce mé rozvoj do mocninné fady, pak uZ tento rozvoj je urcen
jednoznacné (tj. koeficienty tohoto rozvoje jsou urceny jednoznacné).
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4.2.6 Tvrzeni. Nechf f je redlnd Junkce s definiénim oborem D 7+ b vnitrni bod D 1 a pred-
poklddejme, ze ezistuje okoli U, bodu b tak, zZe pro kazdé z € U, je

J(z)= ian(z - b)".

n=0

Potom pro kazdé n ¢ Z,n >0, je

_ f™)(b)

(4.32) ay, o

DUkAz. Ze samotné rovnosti f(z) = ¥ an(z - b)" dostdvdme okamizité f(b) = a,,
nebot pro z = b bude mit tato fada aZ na ag viechny éleny nulové (pfipomindme, ze
vyraz f() znagi formalné ,nultou derivaci®, tj. pffmo funkci f - v tomto smyslu plati
tedy (4.32) pro n = 0). Je-li nyni n > 0, pak (4.32) dostaneme z véty 4.2.3. Podle této
véty je

fO)(z) = ik(k = 1) (k= n+ 1)ay(z — p)k-n

k=n

=n!a,,+(n+1)n...2a,,+1(:z:—b) + (n+2)(n-}-1)...3:1,1+2(:1,'—b)2 + -

Pro z = b jsou az na nla, viechny séitanci v této fadé nulové, tj. F™(b) = nla, a plat{
tedy rovnost (4.32). a

Tvrzeni 4.2.6 m4 nisledu jici disledek, jehoz snadny dikaz pfenechivame &tensij (du-
kaz je oviem snadny pouze diky tomu, Zze mime Jiz na zikladé véty 4.2.1 dokazino tvrze-
ni 4.2.6).

4.2.7 Véta. Necht Yoneo 8a(z —b)", oneo ba(z = b)* jsou dvé mocninné rady (se stejnym
stredem b) a predpoklddejme, ze ezistuje okoli Uy bodu b tak, Ze pro kazdé z € U, tyto rady

konverguji a je
Dtz = b)" =3 b (z - b)",
n=0 n=0

Potom pro kazdé n ¢ Z,n2>0,jea, =b,.

4.3 Zakladn{ véty diferencidlniho poétu

V odstavci 4.1 jsme si ukdzali nejzdkladnéjs{ vlastnosti derivace funkce jako napi. vety
o derivaci souétu, soucinu, slozené funkce, a d4le tvary derivaci elementarnich funkei. To
vSe ndm umozni nalézt derivace dalsich funkcf slozenych z elementarnich funkcf. V tomto
odstavci si ukizeme nékters dilezitd teoreticks tvrzeni, kterd budou zikladem aplikaci
diferencidlniho poétu. Predevsim se bude jednat o vétu o stiedn{ hodnoté a nékteré jeji

o vztahu lokilnich extrémd a prvai derivace (tato véta m4 samostatnou dilezitost a pozdéji
Ji pouzijeme v souvislosti s vySetfovanim extrémdg funkce). Nejprve vsak definu jme pojem
lokélniho extrému.



4.10. TAYLOROVA VETA

UkaZzme nynf, Ze na (%,400) je f' rostouci a tedy f je na tomto intervalu ryze konvexni.
Mizeme postupovat podobné jako v piedchozim: Pro z € (3,4) je |1 — 22| = 2z — 1,
tj. tento vyraz je zde funkce rostouci; vyraz Vz(3z = 2) je evidentné na ( 2, +00) rostou-
ci, takze vyraz |1 — 2z|\/z(3z —2) je na (§,+oo) rostouci a skutetné vidime, ze f’ je
na ( %, +00) rostouci. Nyni zbyvé jiz jenom naértnout graf f:

y’r

T4+ -=

m/3

[0,0]

NI 4+ - = = =
8

4.10 Taylorova véta

V souvislosti s vysetfovinim diferenciglu funkce v odstavci 4.1 jsme zjistili, ze linedrn{
funkce g tvaru g(z) = f(zo) + a(z — o) v jistém smyslu nejlépe aproximuje funkci f
v okoli bodu zy, pokud a = f'(2o) (za predpokladu, ze derivace f'(zo) existuje a je koneé-
nd). Linedrni funkce je polynom prvniho fddu. Nyni budeme chtit aproximovat funkci f
v okoli bodu z, polynomem vyssiho fadu nez prvniho. Funkci f budeme v okoli bodu z,
aproximovat polynomem stupné (nejvyse) n (kde n € N) tvaru

(4.54) P(z) = ag + a;(z — z) + ax(z — z0)* + -+ + ap(z — z0)"

(d4 se ukdzat, ze kazdy polynom stupné (nejvyse) n 1ze napsat ve tvaru (4.54) a ze tedy nenf
na djmu obecnosti uvazovat pravé tento tvar polynomu P). Podobné jako jsme ukdzali,
ze linedrni funkce g(z) = f(z,) + a(z — o) nejlépe aproximuje f v okoli bodu z, pokud
a = f'(z,), d4 se obecnéji ukézat nasledujici tvrzeni. '

Predpoklddejme, ze funkce f md v bodé zo € R konecnou n-tou derivaci a necht
P je polynom tvaru (4.54). Potom je

(4.55) lim M =0
T—Zo (2: = l‘o)"
prdvé kdyz pro k=0,1, 2, ..., n je

(k)
(4.56) o= k(!""’).
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Toto tvrzeni, které vlastné néco iikd o polynomu nejlepsi aproximace funkce v okoli bodu,
zde nebudeme dokazovat. Z tohoto tvrzeni je vidét, ze bude uziteéné vysetfovat polynomy
tvaru (4.54), kde koeficienty a; maji tvar ap = f*)(z,)/k!. S polynomy tohoto tvaru
a s nutnosti je vysetfovat jsme se ale jiz setkali. V odstavci 4.2 jsme zjistili, Zze pokud
funkei f lze v okoli bodu z, napsat jako souéet mocninné fady,

(=]

f(z) =) aa(z - zo)",

n=0

pak a; = f(*)(z,)/k!. Polynom P tvaru (4.54) pak vlastné je n-ty éasteény soucet takovéto
mocninné fady. Budou-li mit koeficienty a; uvedeny tvar, pak polynomu P budeme fikat
Tayloruv polynom: :

4.10.1 Definice. Nechf funkce f je definovand v okoli bodu z,, n € N a predpoklddejme,

Ze f md v zo koneénou n-tou derivaci f(")(z,). Potom polynom

" (n)
f gf!%)(x SN i g f n(!fb‘o)(x — zo)"

Ta(2z) = f(20) + f'(20)(z — 20) +

(4.57) " (g
e Z %‘2(1’ — &)
k=0 :

nazveme Tayloriv polynom (stupné (nejvyse) n) funkce f v-bodé z,.

4.10.2 Poznamka. Bude-li zo = 0, pak Tayloriiv polynom funkce f v bodé z, bude mit
tvar

(4.58) To(@) = 10) + F(O)e + T2 . .

(n)
LM
n!

Polynom tohoto tvaru se také nazjvi Maclaurintiv polynom.

4.10.3 Pozndmka. Necht T, je Tayloriv polynom funkce f v bodé z,. Pro z z okolf
bodu z, oznaéime

(4.59) Ra(2) = f(z) - Ty(a).
Pii tomto oznageni je tedy pro z z okoli bodu z,

(4.60)
f(z) = Ta(2) + Ra(2)

= f(zo) + f'(zo)(z — 20) +

" (n)
P gy ..y Ee),
Této rovnosti budeme fikat Tayloriv vzorec (v piipadé zo = 0 téz Maclauriniv vzorec)
a hodnoté R,(z) zbytek Taylorova vzorce (nebo zbytek v Taylorové vzorci). Jak vidime,
zbytek R,(z) v Taylorové vzorci ma vyznam chyby, které se dopustime, pokud funkci
nahradime jejim Taylorovym polynomem. Pokud f 1ze v okoli bodu z, napsat jako souéet
mocninné fady, tj.

—Zo)" + Ra(z).

f@) =3 ax(z - 2o,
k=0
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pak (podle definice souctu nekoneéné fady) je (pfi pevném z)
i, (=) = Jim (£() = Tu(2) = lim (1(2) - 3~ au(a - 2)*) =0,
k=0

tj. zbytek R,(z) se bude se zvétdujicim se n zmensovat. Vzniks otizka, zda lze obec-
né néjakym zpisobem hodnotu zbytku R,(z) odhadnout. Odpovéd na tuto otdzku divi
Taylorova véta.

4.10.4 Véta (Taylorova véta). Necht zo,z € R, # zog, n € N. Predpoklddejme, ze
funkce f md derivace az do rddu n + 1 v uzavieném intervalu J s krajnimi body z,, z.
Necht T,, je Tayloriv polynom funkce f v bodé Zo stupné (nejvyse) n, R, je prislusny
zbytek (tj. R, je uréeno rovnosti (4.59)). Bud’ddle o funkce spojitd na J, kterd md konecénou
a nenulovou derivaci v kaidém vnitrnim bodu z J. Potom ezistuje £ € J, € vnitind bod J,
tak, ze

_ (B=8)" p(z) — p(z0) s,
(4.61) Bn(z) = = 706) o).

Volime-li spec. o(t) = (z = )", dostdvdme tzv. Lagrangetiv tvar zbytku:

_ n+1
(4.62) | R.(z)= %ﬂ"*”(f)-

Pri volbé o(t) = t dostdvime tzv, Cauchyiv tvar zbytku:

T-&)"(z -z "
(4.63) Bu(z) = L= = 20) oy
DUkAz. Na intervalu J (tj. na uzavieném intervaly s krajnimi body z,z9) definujme
pomocnou funkei F' = F(t) rovnost{

PO = 1) = 10 = 10 - 1) - OG- . pogyle =t

(na z se zde divame Jako na konstantu). Viimneme si, Ze je
Flz) = 0, F(20) = R,(z).

Na J m4 (za danych predpokladi) funkce F derivaci

F(t) = -f'(t) - [=F(t) + f'(t)(z - t)] - [—f”(t)(a: -t) + f’”(t)“’%} =

— #\n=-2 2z — t)n=1)
‘[f("-l)(t)(?n-t)z)! +f(")(t)((n—i)1)! J

(z—t)"! adi)rp (8= 1)"
monr T/ ]

n+l ( —t)n
= — flnt )(t)zT'

- [~
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KAPITOLA 4. DERIVACE A DIFERENCIAL

Pro dvojici funkei F, ¢ jsou splnény predpoklady Cauchyovy véty o stfedni hodnoté (ve-
ta 4.3.9), ze které okamzité dostavime, Ze existuje £ € J, € # z, o, tak, ze

F(z) -~ Flzs) _ F'(€)
o(z) - p(z0)  ¢'(€)
Jelikoz F(z) =0, F(zo) = R.(z), a

P(t) = - e =

n!

dostavame odtud () (z0) (z - £)"
w(z) — p(zo T -
—Rn(z) = =D fnd1) ()22 7
coZ je rovnost (4.59). Pfi volbé ¢(t) = t je ¢/(t) = 1 a dostdvdme odtud okamzité Cauchyiv
tvar zbytku (4.61).

Pii volbé (1) = (z — t)"*! je ¢'(t) = —(n + 1)(z — t)",

o(z) ~ plzo) _ 0= (z—z0)™*
PO (4 DE-or

dosazenim do (4.61) dostaneme opravdu (4.62). a

4.10.5 Poznamka. Nejcastéji pouzivany a snadno zapamatovatelny tvar zbytku v Tay-
lorové vzorci je Lagrangedv tvar (4.62). Tento vyraz je snadno zapamatovatelny proto,
Ze md vlastné tvar dalstho clenu v Taylorové polynomu az na to, Ze misto f("+1)(z) je
zde f(**+1)(¢), kde £ je néjaky bod mezi z,z,. Kdybychom se omezili na Lagrangeiv tvar
zbytku v Taylorové formuli, pak v Taylorové vété se vlastné fika, ze za danych predpokladd
existuje € mezi z, z, tak, Ze

£@) = f(e0) + £ (a0 = 50) + Lo — a4 o4
(n) T — z0) ! ,
# L) g EZ 20 e,

4.10.6 Poznamka. V odstavci 2.6 jswe zjistili, Ze pro z € C plati

v 2
h nZ::() n!
(viz véta 2.6.1). Pro € R mdme nyni moZnost tuto rovnost ovéfit jinym zpusobem.
Tayloriv polynom pro funkci f(z) = e® v z, = 0 m4 tvar
n zk x2 2:3 "
T"(z)=,§k_!=1+”ﬁ+§+“'+n_!’

nebot pro kazdé k € N je f*)(z) = e*, f*)(0) = 1. Je-li nyni z € R, 2 # 0, pevné dans,
n € N, pak zbytek R,(z) v Taylorové formuli bude mit tvar (kdyz pouzijeme Lagrangetv
tvar zbytku)

.‘B"+1

Bae) = o

ef,
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. N s ; : : € < el
kde ¢ je vhodné éislo mezi body 0 a 2. Z monotonie exponenciely dostaneme et < e

a tedy e
Z" el

Jelikoz limp .o [2[**!/(n 4 1)! = 0 (viz 1.3.7b)), je tedy (pii daném pevném z)
nli_.rrc}olR,,(x)l —M

JelikoZ R,(z) = e* — T, (z), je tedy

lim =0,

T ! zk
e -— —_—
n—co k!

k=0
coZ ovSem neznamend nic jiného, ne: ze plati rovnost

1

2z
e = r; F
Ovéite podobnym zpisobem napf. rovnosti
0 22k+1 0 22k
sinz = R | P — cosz = —-1)k ‘
’g( ) (2k 4+ 1)V g( ) (2k)!

Analogicky bychom mohli pomoci Taylorovy véty nalézt rozvoje do mocninnych fad neé-
kterych dalsich funkei.

4.10.7 Poznamka. Jak vime jiz z odstavce 4.2, nutnd podminka k tomu, aby f‘mkfi bylo
mozné na okoli néjakého bodu rozvinout do mocninné fady, je, aby na daném okoli bOd}‘
byla tato funkce nekoneéné derivovatelni. 7 ptikladi, se kterymi jsme se doposud setka.h.,
by étendf mohl nabyt dojem, ze soucet Taylorovy fady nekoneéné derivovatelné funkce (tJ;
mocninné fady se tiedem zo, jejiz koeficienty maji tvar f™(zg)/n!) je vidy Toven da,rfe
funkci alespoii na néjakém okoli daného bodu. Nenf to obecné pravda. Znamy piiklad je
napt. funkce

eV proz eR,z # 0,

f(z) =

0 pro z = 0.
Vysetteme Taylorovu fadu této funkce se stiedem v zo = 0. Nejprve si vS§imneme, Ze pro
kazdé n € Z je

1 s

v 2 =1 -

(%) lx_r.r}) e 0.

Je-li n > 0, je tato rovnost zfejma, nebot

. — 2 . —
lime ™" = Jim e ¥ =g
z—0 y—+oo

(e lim,_o(1/2°) = +o0). Bud'nyni n € N. Je-li n sudé, n = 2k, pak po substituci y = 1/

dostdvime (uzfvdme vétu o limité slozené funkce)

s 1 -1/z2 s B . yk
lim —e = lim y*e™ = lim < =,
r—0 2 Yy—+o00 y—+oo ¥
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nebot podle piikladu 3.3.21a) je

oY
m — = +4o00.
y—+o0 yk

Je-li n liché (n € N), pak pro z € (=1,1), 2 #£0, je

< ]. e_I/z_Q

le-ll“"'2
= zn+l

pn ’

odkud jiz (z predchoziho) vidime, 7e i v tomto piipadé plati ().

Z (*) predevsim vidime, e f je v bodé 0 spojitd (volba n = 0).

Je zfejmé, Ze f ma derivace viech 74dd na R\{0} (rozmyslete si). Vysetieme derivace f
v bodé 0. Vzhledem ke spojitosti f v 0 mizeme zkusit nalézt f'(0) pomoci véty o limité
derivace (véta 4.5.4). Jelikoz pro z #0 je

/ 2 a2
fi(z)= i W,
dostdvame tedy podle (%), ze
’ T ’ T 2 -1/z? _
£/0) = lim f'(2) = iy Ze=* =,

Navic vidime, Ze f' je v 0 spojitd. Pro nalezeni f”(0) mizeme proto opét zkusit pouzit
vétu o limité derivace. Jelikoz pro z # 0 je (spoététe)

4 — 622

2
- e 1/z
T

fll(z) 2

)

dostavame tak

LY N
g (0)—9_13‘1)f (z)_,l;l_%(‘l—Gzz)'P,{%z_se s =9,

kdyz jsme opét pouzili (%).
Nyni bychom mohli obecné zjistit, Ze n-t4 derivace f pro z # 0 mé obecné tvar

#z) = EE s

b

kde P je vhodny polynom, k vhodné celé éislo (rozmyslete si!). Ptedpoklddejme, ze jiz
vime, Ze f(*-1) je spojitd v 0. Potom podle véty o limité derivace dostdvime, kdyz jesté
pouzijeme (%), ze

n . n . 1 -1/z?
£ (0) =lji’},f( (z) = P(o).l,_% e /=% =0

a navic je odtud vidét, ze f(") je spojita v 0. Indukef tak dostavame, Ze f ma derivace
viech fddi na R, tyto derivace Jsou spojité a pron € N je

f™(0)=o.
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Jelikoz je navic f(0) = 0, budou vsechny koeficienty a, = f(0)/n! Taylorovy fady
funkce f v bodé z, nulové. Tato fada ma tedy formalné tvar

0+0-z+0-2>+0-2>+---

Tato fada ovsem konverguje pro kazdé z € R a jeji soucet je na R nulovy. Jelikoz ale
pro z # 0 je f(z) > 0, mimo bod 0 neni soucet této fady nikde roven f.

Na tomto prikladu je tedy vidét, Ze je rozdil mezi pojmem nekonecné derivovatelnd
a analytickd funkce (viz pozndmka 4.2.5).

4.10.8 Poznamka. Vime, Ze pro z € R plati rovnost
i g
£ n
Chceme-li vsak tento vztah pouzit k pfibliznému vypoétu exponenciely, je tfeba néjakym
zpisobem rozhodnout, jak mnoho élend této fady je tieba seéist, abychom dostali vy-
sledek s predem zadanou piesnosti. To umoziuje pravé odhad zbytku pomoci Taylorovy
véty. Zkusime tfeba vyéislit e = e! s chybou mensi nez 10~8. PouZijeme odhad zbytku
v Taylorové formuli z poznamky 4.10.6, tj. odhad |R.(z)| < |z|**'e*/(n+1).. Proz =1
dostdvame spec. 3
e 2
R.(1) < )
s |‘( n+1)! 7 (n+1)!
kde jsme pouzili hrubého odhadu e < 2.8 (pro hrubé odhady &isla e viz odstavec 1.6.4).
Spocteme napi., ze

2.8 _ 2.8 "

ﬁ~676 1078 ?~585 10~°
Odtud (a z odhadu zbytku) vidime, Ze k pfesnosti 10~® nestaéi séitat az po vyraz 1/10!,
ale pokud budeme scitat az po 1/11!, dostaneme hodnotu e s chybou mensi nez 10-8.

Spocteme tedy

141+ 2 +3'+ +11' 2.718281826

Porovname-li tuto hodnotu se ,,skutecnou“ hodnotou ¢isla e, (tj. s hodnotou ziskanou
pTesnéjsim vypoctem), zjisfujeme, Ze chyba se objevuje opravdu az na devatém desetinném
misté.

4.10.9 Poznamka. Necht f md na okoli U, bodu 2z, € R derivace az do fiddu n + 1
a predpoklidejme, Ze f(**!) je na U,, omezend (toto bude napi. uréité splnéno v piipads,
ze f*+1) je v g4 spojitd), | f("*+1)(z)| < ¢ pro z € U,,). Je-li T, Tayloriv polynom funkce f
v bodé z, stupné (nejvyse) n, R, piislusny zbytek, pak podle (4.62) pro z € U,, bude

2:0|ﬂ+l
|Bn(2)] = ——If""“’(f)

o n+l
(n+1)! |z = 2ol

| ¢
~ (n+1)!
(nebot zde bude také ¢ € U,,). Odtud vidime, Ze za danych predpokladi je

(4.64) lim - Hale)

it gy
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t.

(4.65) fim L) =Ta(®) _

T—zg (z = xo)"

0.

Dostali jsme tak, ze pokud P = T, pak (za danych predpokladi) skuteéné plati rov-
nost (4.55) z tvrzeni na zagitku odstavce (podle tohoto tvrzenf — které jsme oviem nedo-
kazovali — tato rovnost plati za podstatné slabsiho predpokladu nez je omezenost flnt1)),

V souvislosti s vysetfovanim asymptotického chovani funkce v okoli bodu zo byva zvy-
kem pouzivat ndsledujici znaceni. Bud’ f funkce definovani na prstencovém okoli bodu z,.
Je-li ¢ funkce definovand a nenulovd na prstencovém okoli bodu z, takova, ze

(=)

e(z)

(tj. existuji takové prstencové okoli P, bodu z, a konstanta ¢ € R, Ze [f(z)] < e|e(z)|
pro z € P,,), pak piseme

lim sup

I—To

< 400

f(z)=0(¢(z))  proz— z.
Pokud je dokonce
. f(=z)
lim —= =0,
==%0 ¢(z)
pak piseme
f(z) = o(p(z))  proz — z0.
Pfi tomto znaéeni je tedy

R.(z) = o((z — zo)").

Mluvime potom o tzv. Peanové tvaru zbytku v Taylorové formuli (i kdyz se spise jedna
o vlastnost zbytku).
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