Kapitola 8

Kvadratické formy a kvadriky

Stejné jako v kapitole 6, i zde se omezime pouze na reédlny piipad. Budeme tedy pracovat
pouze s prostorem R". Matici zde budeme vZdy rozumét re4lnou matici; vlastnim vektorem
budeme rozumét (pokud nebude Fedeno néco Jjiného) re4lny vlastni vektor.

Utelem této kapitoly je seznimit se struénd se zéklady tzv. kvadratické geometrie.
S rovnicemi kruZnice, elipsy, paraboly a hyperboly v roving se &tenaf setkal uz na stfedni
Skole. V této kapitole budeme mluvit o ponékud obecngjsich kvadratickych rovnicich.
Budeme definovat kvadratickou rovnici a tzv. kvadriky obecné v R™ a podrobnéji se budeme
zabyvat témito rovnicemi v R2 (tj. rovnicemi kuZelosecek) a rovnicemi v R (tj. rovnicemi
kvadratickijch ploch). Déle se seznimime s kvadratickymi formami, se kterymi se &tenar
setkd pozdéji nap¥. v souvislosti s vySetfovanim extrémt funkei vice proménnych.

8.1 Kvadratické funkce a kvadriky

Jesté jednou zddraznéme, %e matici v této kapitole myslime pouze realnou matici. Ne-
nulovou matici{ myslime takovou matici, kterd ma alespon jeden nenulovy prvek. Pripo-
menme Umluvu, podle které nerozliSujeme mezi sloupcovym a fadkovym vektorem (viz
pozndmku 2.3.2).

8.1.1 Definice. Bud’ A nenulovd Ctvercovd symetrickd matice #ddu n, be R*, c € R
Zobrazeni (funkci) f: R* — R tvary

(8.1) f@)=ZAZ-2b-T+¢

(Z € R*) nazyvime kvadratickd funkce (nebo téz trojélen) na R*. Mnozina Q C R,
(82) Q=/0)={zeR" | f(z) =0}

se nazjvd kvadrika s rovnici f(Z) = 0 [kvadrika urdend rovnici f(Z) = 0].

8.1.2 Pozndmka. Bud A = (ai;) néjakd (redlnd) &tvercova symetrickd matice fadu n,
b= (b1,b2,...,b,) € R*, ¢ € R Potom kvadratickou funkei tvaru (8.1) miiZeme podrobnéiji
rozepsat ve tvaru [kdyz T = (zy, z,, ... yZn)]

n n
(@) = f(z1,za,... iBr) = Z Qi T;T; — 221),'2:{ +ec.
i,j=1 i=1
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Vsimneme si, Ze pokud k € R, k # 0, pak obé rovnice

f(@) =0, kf(z)=0
uréuji stejné kvadriky.

8.1.3 Definice. Soustavou soutadnic v R* rozumime dvojici (X,3), kdes € R*, X =
(Z1,Z2,-.-,%n) je néjakd bize R*. Bdzi X nazyjvime bdze soutadné soustavy (X,3),
bod (vektor) 3 nazjvime poédtek souiadné soustavy (X,3). Je-li T € R", pak pro i =
1,2,:::41; éislo

(8.3) Yy = Xi(ZT —3)

(kde X; znaci i-ty soutadnicovy funkciondl v bazi X — wviz kapitola 1) nazjvime i-td
souradnice bodu (vektoru) T v soustavé souradnic (X,3) a znacime také

yi = X:(T).

Vektor § = (y1,Y2,-..,Yn) nazveme vektor soufadnic (soutadnicovy vektor) bodu T
v souradnicové soustavé (X,3). Rekneme, Ze soustava soufadnic (X,3) je ortonormadlni,
jestlize bdze X je ortonormdlni.

8.1.4 Poznamka. Bud (X,3) né&jaka soustava soufadnic v R*, kde X = (Z1,%2,...,Tn)-
Oznafme

X= (2|7 |2),

tj. X je Ctvercovad matice fadu n, jejiz sloupce tvori jednotlivé vektory baze X — mlu-
vime také o sloupcové matici bdze X. Vzpomeneme si, Ze podle definice soufadnicovych
funkcionalii X;, rovnosti (8.3) znamenayji, Ze

n
(8.4) T-5=) yZi=Xy
i=1
(rozmyslete si posledni rovnost!). Odtud vidime, Ze vektor soufadnic ¥ bodu T € R*
mizZeme napsat ve tvaru
(8.5) 7=X"1z-3)

(matice X ma inverzni matici, nebot sloupce X jsou linedrné nezavislé, tj. X je regu-
larni). Je-li soustava (X,3) ortonormalni, je matice X ortonormalni (viz véta 5.3.5) a tedy
X! = X7, takZe rovnost (8.5) miZeme psat ve tvaru

(8.6) 7=XT(z-3).
Dale predpokldidejme, Ze soustava soutadnic (X,3) je ortonormdini.

Bud f né&jaka kvadratickd funkce na R" ve tvaru (8.1). Z&pis TAZ byl umoznén tim, Ze
jsme se domluvili, Ze nebudeme rozlifovat mezi fddkovym a sloupcovym zépisem vektoru.
Na chvili od této Gmluvy upustme a chipejme T € R"™ pouze jako sloupcovy vektor.
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Potom vyraz ZAZ musime podrobnéji psit ve tvary ZTAT [viz té% zad4tek odstavce 5.3,
kde jsme ale 7 € R® chépali jako fadkovy vektor; Jelikoz zde budeme mluvit o matici
tvaru X = (z, |z | --. | Z» ), bude vyhodng&jsi chipat 7 € R™ jako sloupcovy vektor].
Potom miZeme psit b- 7 = b 7. Podivejme se nyni, jak pro z € R* Ize hodnotu f(z)
zapsat pomoci soufadnicového vektoru 7 [budeme potom mluvit o tom, Ze jsme [ vyjddrili
v soufadné soustavé (X, 5)]. Podle (8.4) jez =3 + Xy. Odtud

@)= f(5+X7) = (5 + X5)7A(s + Xg) - 287 (5 + X7) + ¢
= (Xy)"AXg + 57 A5 + (X7)TA3 + STAXG — 2875 2% X7 + ¢
=7 XTAXG + 257 XTA5 - 257Xy + (sTAs — 2575 +¢)
=7 (XTAX)7 + 2[XT (A5 — b)] -7+ £(3),

(8.7)

kdyZ jsme si jest& uvsdomili, %e (vzhledem k tomu, Ze STAXF je reslné &islo a AT = A) je
sTAXY = (s7AX7)T = 7XT A5 = 7- (XTA3) = (XTA3) - 7.

Jelikoz A je symetricka, je XTAX také symetricka, a jelikoZ XT(AE—E) € R", je funkce (nynf
se opét vritime k tomu, %e nebudeme v zépise rozliSovat mezi radkovym a sloupcovym
vektorem)

(8.8) h(@) =g(XTAX)g + 2[XT (A5 - B)]g + f(s)
kvadraticka funkce v proménné ¥ € R". Rovnost (8.7) tedy miZeme psat kratce ve tvary
f(@) = f (7).

Vyjadrili jsme tak kvadratickou funkci f v proménné z pomoci kvadratické funkce f
v proménné 7, kde 7 je souradnicovy vektor Z v soufadnicové soustavé (X,3) — mluvime
potom o vyjddreni kvadratické funkce f v nové souradnicoveé soustavé (X,3) nebo kratce
0 zméné€ soutadnic. Jedn4 se totiz o to, Ze zatimco v ptivodni soustave souradnic (tj. v sou-
fadnicové soustavs se stiedem v 0 a se standardni baz{) m4 kvadraticks funkce tvar slozity,
miZe mit ve vhodné souradné soustavé (X,3) tvar podstatns Jednodussi. V pfedchozi ka-
pitole jsme ukazali, ze je-li A symetricka, pak existuje ortonormalni (redlnd) matice X tak,
Ze XTAX je diagonalni, XTAX — s Az, ..., An]. Jestlize nyni X bude baze R™ slozen4
ze sloupcovych vektorti X, pak ve vyjadreni f v souradné soustavé (X,3) (3 mize byt
libovolné) se objevi vyraz ;tj(XTAX)y, pfi¢em? ovem bude

n
TXTAX)g = 3" A2

i=]1
Timto zptsobem se tedy lze ,zbavit“ vyrazt @ijTiT; Pro ¢ # j ve vyjadreni kvadratické
funkce. Uvédomme si Jesté, Ze baze souradné soustavy (X,3) se v tomto pripadé sklids
z vlastnich vektort matice A (viz vétu 7.3.3 a jeji diikaz).

Nakonec si uvédomime, Ze je-li 3,7 € R, Z=5+%a je-li f kvadratick4 funkce

tvaru (8.1), pak

(8.9) f(@)=f(3+72) =zAz + 2(A5 — b)-Z+ £(3)
[tuto rovnost spoéteme podobné jako (8.7) — provedte podrobng].
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8.1.5 Definice. Kvadratickd funkce f na R* a také piislusnd kvadrika Q = f~1(0) se
nazjvd cenirdlni, jestlize existuje s € R" tak, Ze pro kaZdé T € R je

fE+7) = f(3-7);

kaZdé takové 5 se nazjvé stied f a také stied kvadriky Q = f~(0). MnoZinu vech
stredi f znadime Sy. Kvadratickd funkce (a pfislusnd kvadrika) se nazjvd necentrdlni,
pokud neni centrdlni.

V dal$im budeme ztotoziiovat matici A s linedrnim zobrazenim s touto*matici.

8.1.6 V&ta. Kuadratickd funkce f na R" tvaru (8.1) je centrdlni prdvé kdyZ existuje bod
5 € R® takovy, 7e b= AS [tj. pravé kdyZb € ImA, tj. pravé kdyZ h(A) = h((A|D))].

DUKAzZ. Bud 5,7 € R". Podle (8.9) je
f(3+7%) =TAT£2(A5—b)-T + f(3).

Odtud vidime, %e f(3+Z) = f(3 — %) pro ka#dé T € R" pravé kdy? AS = b, odkud jiz
plyne tvrzeni [ekvivalentni podminka centrélnosti h(A) = h((A | b)) neni nic jiného neZ
Frobeniova véta). 0

8.1.7 Poznamka. Z diikazu véty 8.1.6 je vidét ponékud vic. Je totiz vidét, Ze pokud f je
centralni, pak 3 € R" je stfed f pravé kdyz As = b, tj.

(8.10) Sy={seR"|As=b}.

8.1.8 Véta. Je-li kvadratickd funkce f tvaru (8.1) centrdini, pak f je konstantni na Sy,
tji. f(Sy) = {fo} [tj. ezistuje fo € R tak, Ze f(3) = fo pro kaZdé 5 € S¢]; fo se potom
nazyvd centrdlni hodnota kvadratické funkce f. MnoZina stiedi Sy je linedl se zamére-
nim Ker A.

DUKAZ. Skute¢nost, Ze Sy je linedl se zaméfenim Ker A plyne z (8.10) a vlastnosti neho-
mogennich soustav [rovnost (8.10) ik, Ze Sy je mnoZina viech fefen{ soustavy A3 = b).

UkaZme, Ze f je konstantni na Sy, tj. pro kaZdé 31,3, € Sy je f(51) = f(32). Budte
tedy 31,32 € Sy. Podle pfedchoziho je (31 —32) € Ker A, tj. A(31 —32) = 0. JelikoZ je jist&
A3, = b, dostdvame z (8.9)

f(32) =f(51+ (52 —31)) = (52 — 51)A(S2 — 51) + 2(A3; — b) - (32 — 51) + f(31) = f(51).
Tvrzeni je dok4zano. O

8.1.9 Poznamka. Bud A nenulovd symetrickd matice f4du n. Podle véty 7.3.3 existuje
(re4lnd) ortonormalni matice X tak, ze XTAX = [A1, Ag, ..., ] je diagondlni, p¥iemz
sloupce X jsou vlastni vektory A. Pofadi prvki na diagonale soudinu XTAX zévisi na po-
fadi sloupcti X (pouze pofadi, nikoli samotné hodnoty A;, nebot ); jsou vlastni &isla A).
Predpokladejme, Ze mezi hodnotami Aj, Ag, ..., A, je pravé k nenulovych prvkid. Uvédo-
mime si, Ze za danych pfedpokladi (Ze matice A je nenulova a symetrickd) je jisté€ k > 0.
Jelikoz A je nenulové, je h(A) > 0. Protoze X a také XT jsou reguldrni matice, podle
véty 2.4.6 dostdvame, Ze
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h[A, s, ..., ] = R(XTAX) = h(XTA) = h(A) > 0,

tj. ne v8echna vlastni &isla AL A2, ..., A, jsou nulovi [pozna.menejme, Ze obecné ale —
pokud neni diagonalizovatelnd — miize mit i nenulovd matice viechna vlastni ¢isla nu-
lovd; jednoduchy ptiklad jsou t¥eba matice (10, (121)]. Nyni vidime, %e po vhodném
prerovnani sloupcd X (a pteindexovani hodnot Ai) lze docilit toho, ze XTAX m4 tvar

(8.11) XTAX = ﬂ/\l,,\g,...,,\k,o,o,...,0]],

kde A1, Az,..., A # 0. Bud nyni X baze R® skladajici se ze sloupct X (v daném poradi).
Tuto bézi budeme nazyvat vlastni (ortonormalni) bdzi matice A.

Bud f centrélni kvadraticks funkce na R™ s centralni hodnotou foabudse s t- Necht
déle X je vlastni (ortonormalni) bsze A. Potom soufadnou soustavu (X, 3) nazyvime kq-
nonickou soustavou souradnic f [resp. kvadriky Q = f ‘1(0)]. V&imnéme si, jaké vyjédreni
bude mit f v kanonické soustave soufadnic (X,3). Jelikoy A5 = b, f(3) = fo, a jelikoz
plati (8.11), dost4vime z (8.7) pro 7 € R*

k
(8.12) f@) =Y Ayt + fo,

i=1

kde y; = X7(Z) je i-t4 soufadnice T v soufadné soustavé (X, 3). Vyjadreni f ve tvaru (8.12)
se Iika kanonicky tvar f. :

Nakonec si v§imnéme jesté dvou jednoduchych skuteénosti. Bud f centrélni kvadraticks
funkce na R ve tvaru (8.1) s centralni hodnotou fo abud's € S;. Potom je

o

(8.13) fo=c—b-3.

JelikoZ je A3 = b, dostdvime opravdu

fo=f(§)=§A§—25-§+c=3-5—25-3+c=c_b-§.

UkaZme, Ze je-li A reguldrni, pak je vidy f centralni a m4 Jjediny st¥ed. To je také
snadno vidét, nebot je-li A reguldrn, pak soustava A3 = b m4 vZdy FeSeni, a to feSeni
Jediné (je 3 = A~1p).

Déle vySetfujme necentralni kvadratické funkce a kvadriky. Nejprve dokaZme nasledu-
jici pomocné tvrzeni.

8.1.10 Lemma. Bud A symetrickd matice ¥ddu n. Potom

(8.14) ImA = (KerA)+,

DUKAZ. Je-li A regulsrni, pak Ker A = {0}, ImA = R" a tvrzeni evidentn& plati.
Predpokléddejme nyni, 7e A je singuldrni. Potom je 0 e Ga. Pritom Ker A je vlastni

podprostor odpovidajici vlastnimu &slu 0. Bud dim(Ker A) = k. Potom existuje ortonor-
maélni baze (Z),7,,... »Zn) prostoru R" sloZen4 z vlastnich vektord A takova, e

[51,52,... ,fk] = Ker A
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(viz vétu 7.3.3 a pozndmku 7.3.4). Nyni staéi ukdzat, Ze
[Ek+l)§k+21 s 7:_1:-11] =ImA.

Proi = k+ 1,k +2,...,n je ale T; vlastni vektor A odpovidajici néjakému vlastnimu
(redlnému) &islu A; # 0, tj. AZ; = \;Z;, odkud vidime, Ze pro tato i je T; € ImA a tedy

[Tk+1,Th42s---,Zn] C ImA.

JelikoZ dim(Im A) = n — dim(Ker A) = n — k = dim[Tk41, Tk42, - - - , Tn), dostdvame odtud
pozadovanou rovnost. a

8.1.11 Poznamka. Bud f necentralni kvadratick4 funkce na R™ tvaru (8.1). Podle pred-
choziho lemmatu je ImA = (Ker A)* a tedy

R*" =ImA @ KerA

(viz vétu 5.4.4). Existuji tedy (jednoznatn& uréené) b; € ImA, by € KerA tak, ze [kdyz
b je vektor z vyjad¥eni f ve tvaru (8.1)]

(8.15) b="b + 52

(viz v8tu 5.4.5), pfiem# b; je ortogonalni primét b na ImA (by je ortogonélni primét b
na Ker A). Pro danou necentrdini kvadratickou funkci f ve tvaru (8.1) bude vsude v dalsim
b1 € ImA 2znacit ortogondlni primét b na ImA, by ortogondini primét b na Ker A.

8.1.12 V&ta. Bud f necentrdlni kvadratickd funkce na R™ tvaru (8.1). Potom ezistuje
5 e R tak, ze

(8.16) A3 =5, f@=o0.

Kazdé's € R", které spliiuje (8.16) se nazyjvd vrchol kvadratické funkce f (resp. vrchol
kvadriky Q = f~1(0)). Mnozinu vsech vrcholii f znacime V¢. MnoZina V; je linedl, ktery
nazyvdme vrcholovy linedl.

DUKAz. Bud A: ImA — ImA takové, Ze pro T € ImA je A(Z) = AT (tj. A je restrikce
linedrniho zobrazeni uréeného matici A na ImA). Viimneme si, 7¢ A(ImA) = ImA, tj.
A je na ImA automorfismus. Je oviem A(ImA) C ImA. V diikazu lemmatu 8.1.10 jsme
vidéli, Ze existuje baze (Ty41, Tk42,- - - , ZTn) podprostoru Im A slozené z vlastnich vektori A
takovd, ze A(Z;) = AZ; = \iTi, kde A # 0 (i = k+ 1,k +2,...,n). Odtud okam7it&
dostadvame, Ze InA C A(ImA).

JelikoZ A je tedy automorfismus na ImA, b; € ImA, existuje pravé jedno 5; € ImA
takové, ze

A1) = by,
tj. 51 je jediné IeSeni soustavy
(8.17) Ag:Eh
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které lezi v ImA. Z vlastnosti nehomogennich soustay Plyne, Ze 5 € R" je feSenim sou-
stavy (8.17) prave kdyZ m4 tvar 5 =3, + 32, kde 3 € KerA. Ukazme, Ze 5, lze volit tak,
ze f(3) = f(31 + 52) = 0. Nejprve si uvédomime, e (pfipomindme, %e pouZivime zna-
Ceni zavedené v poznimce 8.1.11) by # 0 — podle pfedpokladu je f necentralni a podle
véty 8.1.6 je b ¢ ImA. Pfitom je by € KerA. UvaZujme 3, ve tvaru

(%) 52 = thy,
kde t € R. Viimneme si, Ze potom
b-351 = (b +b2) 51 =b " 81

(nebot podle lemmatu 8.1.10 je by L 31) a
b-by = (by +by) - By = (15212
Jelikoz déle A5y = by, Aby = 0 a také b2A =D (nebot A Je symetricka), dost4vame

fG3) =f(E +thy) = (5, + tha)A(3) + thy) — 25 - (31 +thy) + ¢ =

=51A51 — 2b1 - 51 — 2t|[By|2 + ¢ = ¢ — by - 51 — 2¢]By||2.

Nyni vidime, Ze k tomu, aby f(3) =0, stagi v (%) volit

c— 51 + 8
T

Dokézali jsme tedy, Ze f ma vrchol, tj. Vi # 0. Zbyva ukazat, ¥e Vs je linedl. Bud' 5 € R»
takové, Ze AS = b;. Potom

t

f8)=3A5~2b-5+c=5-0-2%-5+c=c— (%-5,) .5

Odtud vidime, Ze V¢ je rovno mno#ing vSech FeSeni soustavy

&l
I
o

A
(25—51)'§=C

1

[k rovnicim soustavy (8.17) jsme pridali Jedté jednu line4rn{ rovnici] a tedy V; je opravdu
lineal. O

8.1.13 Poznamka. Bud f necentralni kvadraticks funkce na R™ tvaru (8.1). Z predchozi

véty mimo jiné plyne, %e kvadrika uréens f, Q= f7Y0), je neprazdna, nebot V; ¢ Q a
Vi # 0 (centralni kvadrika miZe byt obecné i prazdns mnozina).

vektory bize X (v daném poradi) a necht

XTAX = ﬂAl,Az,...,/\k,0,0,...,OH,
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kde A1,A2,..., A # 0. Jeli X = (%1,%2,...,%n), pak pro ¢ = 1,2,...,k je T; vlastni
vektor A s vlastnim &islem A\; aprot =k+1,k+2,...,n je T; vlastni vektor A s vlastnim
islem 0, tj. Z; € Ker A. Pfitom je jisté k < n, nebot jinak nula by nebyla vlastni ¢islem A,
tj. A by byla reguldrni a podle poznémky 8.1.9 by f byla centrélni. Necht b1, by maji
stejny vyznam jako v pozndmce 8.1.11, tj. b; € ImA, by € KerA a plati (8.15). Podle
poznamky 7.3.4 o konstrukci ortonormélni baze sloZené z vlastnich vektor miZeme volit X
tak, Ze

5
[lb2|

(v ditkazu véty 8.1.12 jsme si v&imli, Ze by # 0). Bud tedy X takovato vlastni ortonormélni
baze A, 3 € V. Potom soustavu soufadnic (X,3) nazyvame kanonickd soustava soufad-
nic f [nebo kvadriky Q = f~1(0)]. Podivejme se, jaky tvar ma f v kanonické soufadné
soustavé. Pfedeviim si uvédomime, Ze

(%) XT8, = (0,...,0,|[5]|,0,...,0),

(*) T4l =

kde ||b2|| leZi na misté& (k + 1)-ni slozky. Radky X7T jsou totiz vektory Z1,Za,. . . , Zn a jelikoZ
plati (), je opravdu (k + 1)-ni slozka sou¢inu X7b, rovna
by
llb2l
P¥itom pro i # k + 1 je T; L by a tedy opravdu viechny ostatni slozky soudinu XTb, jsou
nulové.
Necht pro 7 € R" je ¥ = (¥1,Y2,-.-,Yn) soufadnicovy vektor T v soustavé soufad-

nic (X,3). Jelikoz A3 = by, b — by = b, f(3) = 0, dostavame z (8.7) [kdyZ je$té pousi-
jeme (¥x)]

= ||b2|l.

ba -

f@) =y(XTAX)7 + 2[XT (A5 - b)] -7 + f(3)
F(XTAX)g — 2(XTD,) -7

k
= Z Aiyi = 2[lbalyk+1-

V kanonické soufadné soustavé ma tedy f tvar

k
(8.18) > Aiv? — 2|lbalyk41-
=1

Tomuto tvaru fikdme kanonicky tvar f.

Nyni jiz zndme kanonické tvary centrdlnich i necentralnich kvadratickych funkei (rov-
nic kvadrik). Z pfedchoziho si budeme pfedev&im pamatovat, Ze pro kaZdou kvadratickou
funkci f existuje néjaka (ortonormalni) soufadna soustava (kanonickd soufadnd soustava),
ve které méa f bud tvar (8.12) (je-li f centralni) nebo tvar (8.18) (je-li f necentralni). Ka-
nonické tvary kvadratickych funkci a kvadratickych rovnic [tj. rovnic f(Z) = 0, kde f je
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vyjédieno v kanonickém tvaru] byvé zvykem zapisovat v nasledujicim, pon&kud pPozméng-
ném tvaru.

Je-li f ve tvary (8.12), fo # 0, podélime f hodnotou — fo; podobné ve tvary (8.18)
podélime hodnotou [|B,||. Koeficienty u y? vyjadiime ve tvary 1/e? pokud jsou tyto koefi.
cienty kladné a ve tvary —1 /a? pokud jsou zdporné (ptitom uvazujeme o; > 0). Kanonické
rovnice kvadrik potom mohou mit pouze nésledujici t¥i tvary:

r N\ 2 k A\ 2
(centralni, fo s 0) Z(Z-) - }: (Z-) =1,

i=1 i=r+41
r s 2 k i 2,
’ ’, 1 l —
(centrélni, fo = 0) Z (g) B Z (a—,) ~
i=] i=r+1
T . N2 k 2\ 2
(necentrélni) Z (ﬁ) - Z <&) = 2en
i=1 \% i=rg1 \ K

(soudty, které mély v kanonickém vyjédieni f plivodng tvar Ef=1 Aiy2, jsme rozdélili na

dvé &asti podle toho, je-li \; > 0 nebo Ai < 0). Poznamenejme Jjesté, ze hodnoty a; se
nazyvaji redlné (i < r), Tesp. imagindrni (i>r) poloosy p¥islu§nych kvadrik.

Klasifikace kvadrik v R? (kuZeloseéek)

Kvadriky v R2 nazyvéme kuzelosecky. KuZelosetky rozdélime podle kanonického tvary je-
Jich rovnic. Pro jednoduchost nebudeme slozky vektoru (bodu) v R? znagit Z1,Z2, ale z, y.
Slozky souradného vektory v kanonické souradné soustavé budeme znait z’,y’. Podle
pfedchoziho sta&f uvazovat Jenom kanonické tvary rovnic kuZelosedek. Mze nastat jenom
nékolik nésledujicich pfipadi [k zna&i podet nenulovych vlastnich &isel A ve vyjadfeni
kvadratické funkece ve tvary (8.1)]. ZapiSeme zde pouze struéné rovnici kuZelosetky v ka-
nonickém tvaru a nazey prislusné kuZelosecky (geometricky vyznam).

(I) Centralni kuZelosecky

(a) k=2
12 12
(1) % + '7;—2 =1 elipsa
x/2 y/2
(2) al T ] prézdna mnoZina
/2 12
(3) TTZ o 3{72 = hyperbola
x/? y/2
(4) 2zt =0 jediny bod (stted)
$’2 y/2
(5) ZE= dvojice p¥imek 3’ = +2g/
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(b) k=1
1 z'2 5 v Sorick o =
(1) B dvojice pfimek z' = +a
2 xlz — 1 2 s v
(2) P prazdnd mnozina
$/2 o ,
(3) ol jediné pfimka =’ = 0

(II) Necentralni kuzelosecka (existuje pouze jedna)

z'?

(a) (1) 5= 2y’ parabola

Klasifikace kvadrik v R®

Podobné jako v R?, budeme vektory v R?® znatit (z, v, z) a slozky souradnicového vektoru
v kanonické souradné soustavé kvadriky znalime z’,y’, 2'.

(I) Centralni kvadriky

(a) k=3
.’1:’2 12 12
(1) = + %2— + % =1 elipsoid
12 12 12
() m_2 + 32—2 + % =-1 prazdnd mnozina
1:'2 y12 zl2
(3) 2 ¥+ R T 1 jednodilny hyperboloid
.'L‘I2 y/2 ZI2 :
@) =-%- = =1 dvoudilny hyperboloid
.’1?’2 yl2 ZI2
) 5+ + = =0 jeding bod (st¥ed)
12 12 12
(6):2—2+%2——%=0 kuzel
(b) k=2
.’23,2 12
L =+ "‘2—2 =1 elipticky vélec
1}’2 y/2 3 ) ) »
(2) ) *+: i =1 prazdna mnoZina
21’2 y/2
(3) T 1 hyperbolicky valec
xl2 y/2 . ' /
(4) ?+b_2=0 pfimka z' =y’ =0
2212 12 )
(5) ﬁ_?’;,—z=0 dvojicerovin%:t%—:O
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() k=1

' .. S

(1) ol 1 dvojice rovin z/ = 44
i G E

(2) e prazdnd mnozing
1:12

— : r—
(3) P 0 rovina z’ = (

(II) Necentralni kvadriky

(a) k=2
1’,2 12 ’
(1) =+ z—z =27 elipticky paraboloid
.’22/2 y/2
(2) i 27 hyperbolicky paraboloid
(b) k=1
12
(1) % =2y parabolicky vilec

kde a,b,¢ > 0. Uvazujme tez timto elipsoidem § rovinou rovnobé&noy se soufadnou
rovinou z,y, tj. s néjakou rovinou o rovnicj tvaru 2 = k, kde k € R Je konstanta
(krétce také mluvime O roviné z = k). Potom rovnice tohoto fezu m4 tvar (jednoduse
dosadime k za z do dané rovnice elipsoidu)

2 2 2
T v k
(+) ZtE=1-

z Y
Ztp=0
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tj. dany Tez je jediny bod (roviny z = = ¢ jsou te¥né roviny daného elipsoidu).
Bud nyni |k| < c. Potom je 1 — k%/c? > 0. Oznaéme r = /1 — k2/c2. Potom (x) m4

tvar
2 2
¥y _ .2
2z + oh 7S,
coZ miZeme napsat ve tvaru
2 2
T
s+ o = 1.
(ar)? * (br)

Toto je rovnice elipsy o poloosich ar,br. V ptipadé, Ze a = b, jedna se o rovnici
kruZnice; v tomto pfipadé dany elipsoid je tzv. rotaéni elipsoid — vidime, Ze vznikl
rotaci elipsy

2 2

x z
#ra=t

(fez daného elipsoidu rovinou y = 0) kolem osy z. Podobn& bychom zjistili, ze Tezy

daného elipsoidu rovinami = k (|k| < a) nebo y = k (|k| < b) jsou elipsy (resp.

kruZnice, pokud b = ¢ nebo a = b). Je-li dokonce a = b = ¢, pak se jedna o kulovou

sféru o poloméru a (a se stfedem v po&atku).

Jednodilny hyperboloid. Rovnice jednodilného hyperboloidu v zékladni poloze m4 n4-
sledujici tvar:

2 2 2
x
Z+L_Z o
a2 b2 2
Podivejme se nejprve na fezy tohoto hyperboloidu rovinami y = k; tyto Fezy maji
tvar

(**) —_———=1-—=

UvaZujme piipad |k| = b. Potom (**) m4 tvar

ol
2" a2=%
coZ je dvojice piimek z = + £z. Je-li |k| # b, pak (**) je rovnice hyperboly — odtud
nézev hyperboloid. Ozna¢me r = /|1 — k2/b2|. Potom (%) miiZeme napsat ve tvaru
(kdyZ uvazujeme zv1&st p¥ipady |k| < b a |k| > b)
2 22 22 z?
e ] (K< S e (I EY.
@yt W< G =t (>

(rozmyslete si geometricky vyznam rozdilu mezi prvnim a druhym piipadem).
Nyni uvaZujme fez rovinou z = k. Tento fez m4 tvar
2 2 2
T k
S48 =145
a

b2 2
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Jelikoz je 1+ k%/c? > 0, jedn4 se vidy o elipsu. Je-li navic a = b, pak se jedn4
o kruznici (o poloméru a\/1 + k2/c?); v tomto piipads se Jednd o rotaéni (jedno-
dilny) hyperboloid, ktery vznikne rotaci hyperboly

(fez rovinou y = 0) kolem osy z. Jelikoz dvé vétve této hyperboly jsou navzijem
symetricky poloZeny vzhledem k ose z, je vidét, Ze se jedna opravdu o jednodilnou
plochu (odtud n4zev jednodilny hyperboloid). Pfenechivéime Ctendri, aby vysetril
fezy daného hyperboloidu rovinami tvaru z = k.

Dvoudilny hyperboloid. Rovnice dvoudilného hyperboloidu v zakladni poloze m4 tvar

Nejprve se podivejme na fezy tohoto hyperboloidu s rovinami tvaru z = k. Tyto
Fezy maji tvar

z? g2 k2

a2 52" c?
a jednd se tedy o hyperboly (pro vechna k € R). Podobné zjistime, ze fezy rovinami
¥ = k jsou také hyperboly.

UvaZujme ¥ez rovinou z = k. Tento fez mé tvar

y2 22 _ k2
Eta=g- 1L

(%)
Je-li k| < a, pak tento fez je Prazdna mnoZina (nebot potom jek?/a? -1 < 0). Je-li
|k| = a, pak (*#x) m4 tvar

2 2
y: .z
ptg=0

a dany fez je jediny bod.

Je-li nyni |k| > a, pak k2 /a®=1>0a (*x%) je rovnici elipsy — fezy jsou tedy elipsy.
Je-li navic b = ¢, pak tyto fezy budou kruZnice (o poloméru byv/k%/a? —1). V tomto
pfipadé se jedn4 o rotaéni (dvoudilny) hyperboloid, ktery vznikl rotaci hyperboly

(fez rovinou z = 0) kolem osy z. Jeliko? tato hyperbola m4 dvé vitve symetricky
poloZené na polorovinich z > 0, z < 0, rotaci kazdé vétve dostaneme jednu &4st
daného hyperboloidu. Tyto dvé& €asti hyperboloidu Jjsou oddé&leny rovinou z = 0
(pfipomefime, %e Fezy rovinami z = k pro |k| < a jsou prazdné mnoziny) — odtud
nazev dvoudilny hyperboloid.
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Snadné je vysetfit elipticky, hyperbolicky a parabolicky vélec. Jelikoz v jejich rovnicich
(v zékladni poloze) nevystupuje z, je snadno vidét (rozmyslete si), ze se daji ,slozit"
z piimek rovnobéZnych s osou z (odtud nézev vélec). Podrobnosti pfenechivime &ten4ri.

Z necentralnich kvadrik se podivejme na hyperbolicky paraboloid.

Hyperbolicky paraboloid. Rovnice této kvadriky v zékladni poloze m4 tvar

B 8
T y
2=
Rezy rovinami tvaru z = k maji rovnice
2,2
z )
(#) po i 2k.
Je-li k = 0, pak (#) m4 tvar
2 2
& g
a? b2

a jedné se tedy o dvojici p¥imek y = + z.

Je-li k > 0, pak (#) je rovnici hyperboly, Jjejiz dvé vétve jsou umistény v polorovinich
z>0az<0.

V ptipadé k < 0 je (#) opét rovnici hyperboly, oviem v tomto piipadé jsou vétve
této hyperboly umistény v polorovinich y > 0 a y <0.

Podivejme se nyni na fezy rovinami tvaru y = k. Tyto Tezy maji rovnice (po jedno-

duché tprave)
z? k?
a—2 =2 (Z + '2?) .

Posledni rovnice je rovnici paraboly (v roving xz), oviem nikoli s vrcholem v po&atku,
ale v bodé (0, —k?/(2b%)). Osou této paraboly je osa z a parabola je ,oto¢ena nahoru®
(v kladném sméru osy z).

Rezy rovinami z = k maji tvar

2 2
V =l &
= 2 (z 202) .
Jedna se o parabolu (v roving yz) s vrcholem v bodé (0, k2/2a?). Osa této paraboly
je osa z a parabola je ,otolena dold*.

8.1.15 Poznamka. V predchozi poznimce jsme alespoii velice struéné vysetfili nékteré
jednoduché vlastnosti nékterych kvadrik v R3, pokud jsou tyto kvadriky v zdkladni poloze.
Méme-li ov8em rovnici kuZelosetky nebo rovnici kvadriky v R®, kterd neni v zakladni
poloze, nemusi byt ani zdaleka na prvni pohled zfejmé, o jakou kuZelosetku & kvadriku
se jednd. Moznost, jak to zjistit, ukazuji pfedchozi obecné tvahy o pfevedeni kvadratické
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funkce na, kanonicky tvar. Podle téchto tvah, je-Ij kuZelosetka, ¢&i kvadrika v R? uréena
kvadratickou funkei [ tvaru (8.1), je pfedeviim potieba nalézt jistou vlastni baz; matice A
ve vyjadreni f a dale stred (u centrlni kvadriky) & vrchol (u necentrélni kvadriky).
Nalezneme tak kanonickou soufadnoy Soustavu a pfevedeme danoy kvadratickou funke;
na kanonicky tvar. Dostaneme kanonicky tvar rovnice dané kvadriky (& kuéeloseéky)

nic) tak, aby dang kvadraticks funkce v novych soufadnicich »presla“ na kanonicky tvar.
Uvédomime si, jaky geometricky vyznam m4 transformace soufadnic. UvaZujme st4le pri-
pad ortonorm4]n{ soufadné soustavy. Bud (X,3) n&jaks ortonormaélni soustava soufadnic
v R* kde X = (Z1, %o, . .. yZpn). Oznad&ime-lj :

X= (2|5 || z)
a jestlize bod T € R* mj4 v soustavé (X,73) souradny vektor 7, pak
T=F+Xy
[viz (8.4)] a
7=X"(z-3) = xTz — xT5

[viz (8.6)]. Zastavme S€ urovnosti T = 5+ Xg. Tato rovnost ukazuje vztah mezj wStarymi«
sourfadnicemi T g »1OVYmi“ soufadnicemi ¥; ukazuje, jak lze »NOVE“ souradnice zobrazit
na ,staré“. Vyraz 5+ Xy vlastns uruje né&jaké zobrazeni na R". Pfitom toto zobrazen{
lze vyjadrit jako slogens zobrazeni f5(f1(g)), kde Hh@) =Xy, fo(z) =5+ 3 (7,7 € R).
Geometricky velmj jednoduché je zobrazeni f, — Jje to pouhé posunuti (prostory R™) o vek-
tor 5. Chovani zobrazeni f1 je urdeno matici X — 1 je linedrni zobrazeni na, R s matici X.
Pritom v nasem pripadé matice X Jje ortonorm4lni. Vidime tedy, Ze napt. f; zachovavi velj-
kost vektort a tihe] mezi vektory a kazdou ortonormalni bazi zobrazi Opét na ortonorm4lni
bazi (viz v&tu 5.3.5, dusledek 5.3.8 a definici tthlu megj vektory v odstavei 6.2). V pfipads
n =2 (tj. v p¥ipads ortonormalni transformace souradnic v R?) podle pozndmky 7.3.6 zob-
razeni f) je geometricky bud oto&eni roviny (kolem pocatku) o né&jaky tihel nebo Symetrie
kolem piimky (»pFeklopeni* roviny kolem néjaké Pevne piimky prochizejici pocatkem).
V pfipadé R? je tedy zobrazeni 5 + Xz = f2(f1(9)) slozeni dvou geometricky velice jed-
noduchych zobrazenj — bud’ otoceni a posunuti nebo »Preklopeni“ a posunuti. V obou

posuneme a vhodné otogime (resp. »Preklopime“ kolem pfimky). Kdybychom analogicky
pPozndmce 7.3.6 podrobngji vysetxili ortonormélni matice f4dy 3, vidéli bychom, e geo-
metricky vyznam ortonormalni transformace soufadnic v R? je velice podobny pfFipadu R2
(zhruba Te€eno, bude se opét jednat o posunuti a otoceni ¢ »Preklopeni“). Jesté si mi-
Zeme uvédomit, e vektory T, ,, ... yTn baze X udévaji Sméry soufadnych os souradné
soustavy (X,3).

Nakonec pfipomefime, %e podle pozndmky 8.1.2 se rovnice kazdé kuzelosecky d3, zapsat
ve tvaru

(8.19) anz? + any? + 20122y — 2b1z — 2y +c = 0,
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kde alespoii jedno z &isel ay;,a2:,a12 je nenulové. Podobné rovnice kazdé kvadriky v R3
se d4 zapsat ve tvaru

(8.20) anz? + a22y2 + a3322 + 20122y + 201372 + 2a3yz — 2b17 — 2boy — 2b3z + ¢ = 0,
kde alespoii jedno z ¢isel a;; je nenulové.

Nakonec si ukazme nékolik jednoduchych konkrétnich p¥ikladd. Nejjednodussi pripad,
se kterym se miZeme setkat, je ten, Ze v rovnici kuZelosetky ve tvaru (8.19) se neobjevi
vyraz zy (tj. a12 = 0) a v rovnici kvadriky tvaru (8.20) se neobjevi vyrazy zy, zz,yz (tj.
a12 = a13 = ag3 = 0). Potom p¥isludna transformace souradnic, ktera prevadi danou rovnici
na kanonicky tvar, bude spoéivat pouze bud v posunuti pocéatku nebo nejvyse v , preklope-
ni“ kolem p¥imky (roviny) rovnob&zné se soutadnou p¥imkou (rovinou). V tomto p¥ipadé
neni ani tfeba hledat kanonickou soufadnou soustavu, ale rovnici kuZelosecky ¢&i kvadriky
muiZeme v tomto pfipad& upravit na kanonicky tvar ydoplnénim na &tverec.

8.1.16 Priklad. VySetrete kuZelosecku o rovnici
:z:2+4y2—41:+8y—1 =0.
ReSeni. Prislusnou kvadratickou funkci upravime nésledujicim zptsobem:
e+ 4y -4z +8y—1= (2" —do+4) —4+4(p2 +2y+1) —4—1
=(z—-2)2+4(@y+1)2-09.
Piivodni rovnici jsme tak prevedli na tvar
(z—-2)2+4(y+1)2=9
a tuto rovnici miZzeme je¥t& zapsat ve tvaru

(z—-2)?%  (y+1)?
2 @ER)e

Dané kuzelosetka je elipsa. Navic vidime, %e tato elipsa m4 stfed v bodé (2,—1), jeji

osy jsou rovnobézné se soufadnymi osami z,y a velikost poloos je 3,3/2. Vysvétleme to
podrobnéji. V poslednim zapise dané rovnice provedeme transformaci z’ = -2,y =y+1,
tji. z=2'+2, y =y’ — 1. V soufadnicich #’, 5’ m4 dan4 rovnice tvar

.’L"2 y;2

BT,
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coZ je opravdu rovnice elipsy (v zékladni poloze) s poloosami 3,3/2. Pritom uveden4
transformace je pouze posunuti poatku do bodu (2,-1).

8.1.17 Ptiklad. Vyg3etrete kuZelosecku o rovnici
7
2 +zt+y—-=0.
4
Reseni. Prisluinou kvadratickou funkci upravime takto'

a? 4z + ! z"’+:1:+l —l+ ! = z+ - 2+ -2
HTET 4) "1V 1T ¥

a rovnici dané kuzelosetky zapiSeme ve tvaru

(z+1/2)? _
1/_2 = 2(y = 2).
PoloZime-li 2’ = z + 1/2, 4 = —(y — 2), bude mit tato rovnice tvar
z'?
— =2
72 =

coZ je kanonicky tvar rovnice paraboly. V ptivodni soufadné soustavé mé dani parabola
vrchol v bodé (—1/2, 2) [jedn4 se o posunuti po&atku do bodu (—1/2,2)] a osu rovnobé&Znou
s osou y. Transformace y' = —(y — 2) odpovid4 ,preklopeni* kolem primky y = 2, coz
znamend, Ze dand parabola je ,otocena dol“.

8.1.18 Priklad. Urdete jaké kvadrika (v R?®) je uréena rovnici
922 4 36y — 422 — 18z + 162 — 43 = 0.

ResSeni. Podobng jako v pfedchozim, upravime pfislu§nou kvadratickou funkci nésleduji-
cim zptisobem:
927 + 36y% — 422 — 18z + 162 — 43 = 9(z:2 —2z+1) -9+ 36y% —
—4(z* —42+4) + 16 — 43
= 9(z — 1)% + 36y% — 4(z — 2) — 36.
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-
~~~~~

3
\ ]
AN\ e ~=fad LS
N ey N PN
Cox Yy O
“HE =¥"$-‘ ~L X

Dostavame tak rovnici
9(z —1)% + 36y% — 4(z — 2)2 = 36,
kterou je$té miZeme upravit na tvar

(z —1)2
22

(z—2)?

2
T Y 32

= 1.
Vidime, Ze dand kvadrika je jednodilny hyperboloid se stiedem v bodé (1,0,2).
8.1.19 Priklad. VygZetrete kuZelosetku o rovnici

172 + 12xy + 8y + 20v/5 2 4 20 = 0.

Reseni. PoloZime-li

A= ( 1; g ) b=(-10v5,0), c=20,
miiZeme danou rovnici zapsat ve tvaru [kdy% 7 = (z,v)]

fZ)=7AZ-2b-T+c.

Snadno zjistime (spoctéte), Ze matice A m4 vlastni &isla A, = 20, A\ = 5 a Ze vlastni
vektor A s vlastnim &slem \; = 20 a o velikosti 1 je

T
FTA\VE VB
a vlastni vektor A s vlastnim &islem Ay = 5 (op&t o velikosti 1) je
()
2 \/E_)’ \/g s
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JelikoZ matice A je reguldrni, je dani kuZelosetka centralni (viz pozndmku 8.1.9). Na-
leznéme stied této kuZelosecky. Podle véty 8.1.6 je stied 5 dané kuZelosetky roven feSeni
soustavy AS = b. Snadno spo&teme (spottéte), Ze

(8

)|

Podle pozndmky 8.1.9 spo&teme

fo=f(GE) =c—b-5=20-(-10v5,0). (_%%) — _920

(zkuste spocitat téZ pfimo dosazenim 3 do ptivodniho tvaru f).

UvaZzujeme-li nyni soufadnou soustavu (X,5), kde X = (1,%2), a znadime-li sourad-
nice bodu (z,y) v této soufadné soustavé (z’ ,¥'), pak f mé v soufadnicich (z',y') tvar
Mz + Ay + fo
[viz poznidmku 8.1.9, rovnost (8.12)], tak¥e v t&chto soufadnicich mé dand kuZelosecka
rovnici

20z + 5% = 20,

coZ upravime na kanonicky tvar

12
12 y
T +—22 = 1.

Dané kuzelosecka je elipsa o poloosach velikosti 1 a 2. Stied této elipsy je v bodé
()
V5 V5
a smér (zaméfeni) jedné poloosy (o velikosti 1) je
_ (2 1
= ()

zatimco zaméFeni druhé poloosy je
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8.1.20 Priklad. Vysetiete kuZelosecku
16z% — 24zy + 9y? + 25z — 50y + 50 = 0.
ReSeni. Rovnici této kuZelosetky napiSeme ve tvaru [opét znacime (z,y) = 7|
f(Z)=7AT—2b-T+c,
kde

(16 -12 = B
A_(_12 9), b=(-2%,25), c=50.

Zjistime, Ze matice A m4 vlastni &isla (spoctéte) A\; = 25, Ay = 0. Vlastni vektor A
o velikosti 1 s vlastnim &islem A\, = 25 je

7= (23
1= \"5'5

a vlastni vektor A s vlastnim &islem Ay = 0 je

z, = (34
2 = 5:5 .

Jelikoz h(A) = 1, h((A | b)) = 2 (ov&fte!), soustava AS = b nem4 Fefeni a tedy dans
kuZelosetka je necentralni (véta 8.1.6). Podle véty 8.1.12 m4 tato kuZelosetka néjaky vr-
chol 5. Nebudeme tento vrchol hledat pifmo tak, jak je to ukdzéno v dikazu véty 8.1.12,
ale ukdZeme si trochu jiny postup.
UvaZujme nejprve soufadnou soustavu (X,0), kde X = (Z1,%2). Je-li T = (z,y)
a jestliZe (z',y') znai soufadny vektor Z v soustavé (X,0), pak
3 3 4

_ 4 , ! _ ' /
(%) T = 5:v+5y, y—5x+5y.

Dosazenim do ptivodniho tvaru rovnice dané kuZelosetky dostaneme po tpravé rovnici

y/

\\ /
\\ 4.,/
=
( 5:5), e
% N

(spoctéte!)
25z'% — 502’ — 25y + 50 = 0.
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Tuto rovnici podélime 25 a po doplnéni na &tverec dostaneme rovnici
(' -1)2 =y -1,

COZ je rovnice paraboly (samotny fakt, Ze se jedné o parabolu, jsme vid&li JiZ v okamziku,
kdy jsme zjistili, Ze dan4 kuZelosetka Je necentrélni, nebot necentrilni kuZelosecka je pouze
jedind — parabola). Tato parabola mé4 vrchol z/ — 1, ¥ = 1, tj. [dosazenim do (%)]
r=-1/5,y="1/5.

Zavér: vySetfovans kuzelosetka je parabola s vrcholem v bodg 5 = (—=1/5,7/5) a osou
ve sméru (kladném) 7, = (3/5, 4/5).

8.1.21 Priklad. Vysettete kvadriku (v R?) o rovnici
-'c2+y2+522-6:vy—2xz+2yz—6x+6y—6z+9=O.
ReSeni. Rovnici dané kvadriky zapiSeme ve tvaru [kdy# ozna&ime 7 — (z,9,2)]

f(@)=ZAT-2b.7 +,

1 ~3 =1 .
A= -3 1 1], b= (3,~3,3), c=09.

=t I &

kde

Zjistime, Ze (spottéte)
det(A — Al) = —(A3 — 72 4 36)

a vlastni ¢isla A jsou \; = 3, d2 =6, \3 = =2 [nejprve si napt. vSimneme, Ze jedno

z vlastnich &isel je —2 a podé&lenfm daného polynomu kofenovym &initelem (A +2) preve-
deme 1lohu na hled4ni kofent kvadratické rovnice]. Déle spo&teme (spottéte!), Ze vlastni
vektory matice A odpovidajici vlastnim &islim A1, A2, A3 jsou po fadé

1 1 1
Zy = —(1,-1,1), T2 =—(1,-1,-2 T3 =—(1,1,0
1 \/5( ) 2 \/6( ), 3 \/5( )
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(piSeme zde vektory o velikosti 1). JelikoZ A je regularni (nula neni vlastni &islo A), je dana
kvadrika centralni a mé jediny stied _(pozné.mka, 8.1.9). Vime, Ze stfed 5 této kvadriky
dostaneme jako feSeni soustavy A3 = b; spotteme (spoltéte), ze

5=(1,-1,1).

Centralni hodnota fy je [viz rovnost (8.13)]

fo=c—b-3=0.

Jei nyni X = (7 | To | T3 ), pak (X,3) je kanonické soustava soufadnic pro danou
kvadriku. Kanonicky tvar rovnice této kvadriky je [viz rovnost (8.12)]

322 +6y'% — 2% = 0.
Vidime tedy, Ze dand kvadrika je kuZel s vrcholem (stfedem) v bodé 5 = (1,—1,1); osa

tohoto kuZelu je pfimka prochézejici 3 se zaméfenim Z3 = -1=(1,1,0).
V2

8.2 Kvadratické formy

V zévéreCném odstavci se zastavime u jednoho pojmu tykajiciho se kvadratickych forem,
a to u pojmu definitnosti (resp. semidefinitnosti) kvadratické formy. Stejné jako v pied-
chozim odstavci rozumime i zde matici pouze redlnou matici.

8.2.1 Definice. Bud' A = (ai;) Ctvercovd symetrickd matice fddu n. Potom zobrazeni
g: R* = R definované rovnosti

n
(8.21) q(T) = ZAT = Z Q;5TiT;
1,j=1
[@ = (z1,22,...,Za) € R"] se nazjvé kvadratickd forma na R"; matici A potom nazy-

vdme matice kvadratické formy q.
Kvadratickd forma q na R™ (resp. matice A) se nazijvd

(i) pozitivné definitni, jestlize pro keZdé T € R*, T # 0, je q(Z) > 0,
(i) pozitivné semidefinitni, jestlize pro kazdé T € R" je q(Z) > 0,
(ii) indefinitni, jestlize e:i:istuji T),T2 € R® tak, Ze q(Z1)q(z2) < 0,
(iv) negativné definitni, jestlize pro kaZdé T € R*, T # 0, je q(Z) < 0,
(v) negativné semidefinitni, jestlize pro kazdé T € R® je q(T) <0.
Rekneme, Ze kvadratickd forma q s matici A je reguldrni, je-li A reguldrni.

8.2.2 Véta. Budq kvadratickd forma na R™ s matici A a necht A\, Ay, ..., An jsou viechna

vlastni Cisla matice A (kaZdé se tu opakuje tolikrdt, kolik ¢ini jeho ndsobnost). Potom plati:

(i) q je pozitivné definitni privé kdyz \; > 0 pro kazdé i =1,2,...,n,
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(ii) q je pozitivne semidefinitni prive kdyz \; 20 pro kezdéi=1,2,... o135
(iii) ¢ je indefinitni praveé kdyz ezistuji i, € {19 ,n} tak, ze Aidj <0,
(iv) q je negativné definitni prdvé kdyz A; <0 pro kazde i = 12y iy

(v) q je negativne semidefinitni privé kdyz \; <0 pro kazdé i =1,2,... n.

Je-li g definitni (pozitivné nebo negativné), pak je q requldrni.

DUKAZ. Bud X = (Z1,%o,... yTn) ortonormalni bize R™ takova, Ze Z; je vlastni vektor A
s vlastnim &islem \; (i = 1,2,...,n) abud X = (71 | 7 [ - | Zn ). Potom XTAX —
[A1, Ag, ... y An] (viz vétu 7.3.3). -

Pro Z € R™ necht 7= (y1,92,---,%a) je soufadnicovy vektor T v bzi X. Stejné jako
Jsme dokézali rovnost (8.7) bychom mohli ukézat, Ye potom

(8.22) 4(z) = TAT = HXTAX)7 = f: Aiy?.

i=1
Z této rovnosti jiz snadno plynou tvrzeni (i)-(v). Dokazme napf. tvrzeni (i) a (ii).

(i) Bud )\; > 0 pro kazdé ¢ = 1,2,... n. Bud ER, g = (Y1,¥2y- -+, Yn) soufadnicovy
vektor T v bézi X. Je-li 7 # 0, pak je 7 # 0, odkud dostaneme

i=1

CoZ znameni, %e g Je pozitivné definitnj.
Bud ¢ pozitivng definitni a predpokladejme, 7e pro néjaké i € {1,2,... yn}je A < 0.
Potom AZ; = AiT; a tedy

() %) =TiAZ; = F; - \7; = AillZ: 12 = A < o,

coz znamend (jelikoz ; # 0), Ze ¢ neni pozitivné definitni, coz je spor. Dokézali jsme, Ze
plati (i).

(iii) JiZ jsme si vSimli, Ze pro vektory Z; z béze X je 9(Z:) = \; [rovnost (*)]. Existuji-li ]
tak, Ze \i\; < 0, pak je oviem 9(T:)q(z;) = Aidj <0, tj. g je indefinitni.

Jestlize takové i, j neexistuji, pak je bud \; > 0 pro kazdé i = 1,2,...,n anebo Ai <0
pro kazdé i, coz podle (8.22) znamena, Ze q nenabyva hodnot riznych znamének a tedy
¢ neni indefinitni. Dok4zali Jsme bod (iii).

Je-li ¢ definitni, pak podle pfedchoziho nula nen vlastni &islo A, coz znamens, Ze A je
reguldrni, tj. q je regularni. O

dratické formy pomoci vlastnich &isel matice této formy. Tento postup je sice obecny, ale
ne vidy je mozné snadno nalézt vlastni ¢isla dané matice. Jednu z moznosti, jak uréit
definitnost kvadratické formy, nabizi tzv. Sylvestrovo kritérium. Toto kritérium pouziva
pojem tzv. hlavnich minorg matice, které jsme dosud nedefinovali.
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Bud A = (a;;) ¢tvercova matice ¥4du n. Proi=1,2,...,n oznadme

a1l a2 ... Qi
(8,23) Ai _ a.21 a.22 a.g,-
Qi1 Q2 ... Qi
Potom ¢islo
A; = det A;
(i = 1,2,...,n) nazveme hlavni minor matice A ¥ddu i. Pozna.mengjme, Ze je spec.

Ay = a1, A, =detA.

Déle poznamenejme, Ze obecné minor &tvercové matice A je determinant &tvercové
matice, kterd vznikla z A vynechdnim n&jakych k ¥adkd a k sloupct. V naem pripadé
hlavniho minoru fadu ¢ vznikne matice A; z A vynechanim (n — i) poslednich ¥adkf a
(n — i) poslednich sloupctl.

8.2.4 V&ta (Sylvestrovo kritérium). Bud g kvadratickd forma na R® s matici A a
necht pro i =1,2,...,n je A; hlavni minor #ddu i matice A. Potom plati:

(i) g je pozitivné definitni prévé kdyz A; > 0 pro kazdé i =1,2,...,n;

(ii) g je negativné definitni pravé kdyZ (—1)'A; > 0 pro kazdé i = 1,2,...,n (tj. kdy?
A1 <0, A2 >0,A3<0,... ).

DUKAZ. DokaZzme bod (i).

(a) Pfedpoklddejme, Ze g je pozitivng definitni a ukaZme, %e potom A; > 0 pro kazdé i =
1,2,...,n. Dikaz provedeme indukei podle n. Je-li n = 1, pak je vie ziejmé (nebot
potom A; = a;; = A1 > 0)

Bud nyni n > 1 a pfedpoklddejme, Ze tvrzeni plati pro (n —1). K dané kvadratické
formé& ¢ na R" pfifadme formu g,—;: R*! — R*~! definovanou nésledujicim zptiso-
bem. Pro Z € R*"!, 7 = (z1,23,...,Zn_1) polozme

(%) ¢n-1(T) = ¢(7"),

kde T* = (z1,%,...,%n-1,0) € R*. Snadno je vid&t, %e g,_; je opravdu kvadratick
forma na R*~!, pfifem? matice formy g,_; je rovna A,_;. JelikoZ ¢ je pozitivné
definitni na R, je g,—; pozitivng definitni na R*~! [je-li 7 € R*!, 7 # 0, pak
7* #0 a ¢o1(Z) = ¢(z*) > 0). Podle indukéntho predpokladu je tedy A; > 0 pro i =
1,2,...,n—1. Zbyvé ukizat, Ze A, = det A > 0. To ale plyne z véty 8.2.2, nebot jsou-li
A1, A2, ..., Ay vlastni &isla matice A, pak det A = AjAg--- A, (viz pozndmka 7.1.2).

(b) Nejprve se podivejme na jedno pomocné tvrzeni tykajici se kvadrik. UvaZujme kvad-
riku s rovnici

TAT—2b-T+c=0
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(A je symetricks matice faduy n,bER ¢ e R). Je-li dan4 kvadrika centralni, pak,

Jjak jsme ukazali v poznamce 8.1.7 stfedy) je feSenim
soustavy AS = a podle poznimky 8.1.9 tvar fo=c—p.3
Stied 5 = (s, 82;...,8n) a centrilni hodn fo tedy mtizeme dostat Jako FeSeni jedné
soustavy (n + 1) rovnic o -+ 8n, fo, kde rozsiens matice

této Soustavy m4 tvar

(%)

9(Z) > 0. Tvrzeni dokdZeme opét indukei podle n.
Podobné jako v bodu (a) je zfejmé, ze tvrzeni plati v piipads n = 1 (stadf se podivat
na tvar ¢ v tomto pripads).

Bud nyni n > 1. Je-li dan bod 7 = (xl,xg,...,xn_l,zn) € R*, ozname 7* —
(z1,2,,... 1Zn-1) € R*1. Potom mi¥eme psét [je-li A = (ai;)]

n—1 n—1
%2n (T7) = 9(Z) = Z Qi T:Z; + 2z, Z QinZ; + annxyzz = E*An—lf* -2b-7* +c,
1,7=1 =1

kde A,_; m4 stejny vyznam jako v poznimce 8.2.3,
5 = “xn(alna Q2ny-..yQpn_y n) € Rn.—l, c= annxrzz-

Uvazujeme-li Tn pevné, pak tedy 9z, Je kvadratickd funkce na R*=1 s matici A,_;.
Podle predpoklady je Ap_1 = det Ay >0a tedy podle poznidmky 8.1.9 je 0z,
centrdlni a mj jediny stied. Nechf /\1,/\2,...,,\,,_1 jsou vlastni &sla matice A,_,
(kazdé se opakuje tolikrat, kolik &inj jeho nasobnost) a bud’ qo centralni hodnota (i .
Potom v Prislusné kanonické soustays v R*™1 (viz pozndmku 8.1.9) mé g,_ tvar

n—1
(vx%) 9T) = ¢z (Z*) = 3" A2 +

=1
[kde 7* = (yl,yz,...,yn_l) je soufadnicovy vektor z* v dané kanonické souradné
soustavé]. Podle pfedchozi Gvahy dostaneme stred 3* a centralni hodnotu go TeSenim
soustavy s rozsifenou matici [Viz (%*)]
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Snadno zjistime (rozepsinim podle posledniho sloupce), ze

=detA,_; = A,_;.

Déle zjistime, Ze
A, |b
det( %1 )=:1:,21detA=:v,2,An
c

(v tomto determinantu nejprve z posledniho sloupce ,vytkneme“ —z, a potom z po-
sledniho ¥adku ,vytkneme“ op&t —z, — viz tvar b,c). Podle Cramerova pravidla
odtud dostaneme

— xz —An
w nAn—l
a podle () miiZeme tedy hodnotu kvadratické formy q v T = (z*, z.) napsat ve
tvaru
n—1 A
(#) 9(@) = 0= (F") = D Ntf + 2% ="
i=1 =l

(kde A;, y; maji vySe popsany vyznam). Jelikoz A; >0, Ay >0, ..., An_q > 0, podle
indukéniho pfedpokladu [Ze tvrzeni plati pro (n — 1)] a podle véty 8.2.2 (i) je A\; > 0,
A2>0, ..., An_1 > 0. Nyni z (#) je jiZ vid&t, Ze pro kazdé T € R*, T # 0 je q(T) > 0,
tj. g je opravdu pozitivné definitni [je tfeba si je§t& rozmyslet, e pokud z, = 0, pak
stfed kvadriky g., je roven 0 (€ R*') a v pfisluiné kanonické souradné soustavé
v Rl Je 37* = (ylry2a S 1yn—1) 56 0 pOkud z* # m

Diikaz bodu (ii) bychom provedli analogicky (rozmyslete si, jakym zptisobem dojdeme
k tomu, Ze v tomto pripadé se znaménka hlavnich minort stfidaji). a

8.2.5 Poznamka. Sylvestrovo kritérium umoziiuje uréit, zda dana kvadraticks forma je
pozitivné ¢i negativné definitni. Pokud forma nenf definitni, je bud indefinitni nebo semi-
definitni (pozitivn& nebo negativng). Rozligit indefinitni formu od semidefinitni ale Syl-
vestrovo kritérium neumoziiuje. Podle pfedchoziho (véta 8.2.2) by k tomu bylo potieba
najit vlastni €isla matice dané kvadratické formy. Vzpomeneme-li si na dikaz véty 8.2.2,
pak vidime, Ze v podstat& jde o to, prevést kvadratickou formu, kterd mé tvar

n
(%) ; Z QijT;T;
,j=1

a kde se obecn& vyskytuji soudiny z;z; pro i # j, na soudet kvadrati — ze znaménka
koeficientd u t&chto kvadratt je potom vidét, o jaky typ kvadratické formy se jedni.
Danou kvadratickou formu miZeme na soudet kvadréti prevést ale i jingm zpiisobem, ne

[ 206 ]




8.2. KVADRATICKE FORMY

Jjenom vyjadienim v kanonické souradné soustavs. Tento pfevod mitzeme totiz také provést
pouze jistymi tpravami vyrazu (x). Tyto Upravy se zaklddaji na vhodném pouZziti vzorce
a® +2ab + % = (a + b)? (vlastnd se bude jednat o »doplitovani na &tverec*). Této metods
ureni typu kvadratické formy se fiks Lagrangeiv algoritmus nebo Babylonskd redukce.
Nebudeme zde tuto metodu formalné popisovat (ani dokazovat prislugné tvrzeni), ale
ukaZeme si ji na konkrétnich prikladech.

8.2.6 Priklad. Uréete typ kvadriky ¢ na R3, kdyz
(a) q(z,y,2) = 2% + 4y? + 322 + 2zy),
(b) q(z,y,z).= 22% + 3y + 22 — dry + 222 — 2yz,
(c) a(z,y,2) = 22 + 5y% + 522 + 4oy — 222 — 8yz,
(d) a(z,9,2) =22 + y® + 422 — 22y + 42z — 3yz.

Reseni. (a) Matice dané kvadratické formy m4 tvar

| A |
A=1|1 4
0 0

w o o

Snadno zjistime (spodt&te), ze hlavni minory A jsou A; = 1, Ay = 3, Az = 9.
Podle Sylvestrova kritéria je tedy g pozitivné definitni. UkaZme si, jak miZeme tuto
skute¢nost zjistit pomoci Lagrangeova algoritmu. Nejprve si viimneme, Ze

2% + 2zy = (z+y)? — o2
Odtud
9(2,y,2) = (z+y)* — 4> + 4% + 32% = (z + y)? + 342 + 322,

Nyni opét vidime, Ze q je pozitivné definitni. Podrobn&ji: Mtizeme zavést »NOVEé pro-
ménné“ z', vy’ 2’ vztahem

=z+y, ¥y =y, 2 =2z

V téchto novych proménnych ma q tvar
4(2,y,2) = 2" + 3y'% + 322,

coz je opravdu tvar pozitivné definitni kvadratické formy na R3.

Poznamenejme, 7e uveden4 transformace odpovida jisté zméné baze v R3, tj. jisté
nové soufadné soustavé. Tato nova soufadné soustava, neni ortonormalni (ani orto-
gonalni), coz ale pro urdeni definitnosti neni podstatné. Podstatné je, e zobrazeni
(z,y,2) = (z',9',2) je izomorfismus (v8e si rozmyslete!).
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(b) Matice dané kvadratické formy ma tvar

2 =2 1
A=| -2 3 -1
1 -1 1

Spocteme hlavni minory A (spodtéte): A; = 2, Ay = 2, Az = 1. Opét podle Syl-
vestrova kritéria okamzité dostdvame, Ze ¢ je pozitivné definitni. Zkusme ovéfit pozi-
tivni definitnost ¢ Babylénskou redukei. Podobné jako v pfedchozim si nejprve vim-
neme, 7e

22% — dzy + 20z = 2[z% — 2z(y — 12)] = _
=2[(z—y+32° - (y— 32| =2z -y + }2)2 + 2% + 22 — L2
Odtud
q(z,y,2) =2(z -y + %z)2 -2 + 2yz — %—22 +3y% + 22 — 292
=20z -y+32° +y* + }2,
z &ehoZ vidime, Ze ¢ je opravdu pozitivng definitni.

(c) Matice dané kvadratické formy mé tvar

1 2 -1
A= 2 5 —4
-1 -4 5

Spotteme hlavni minory A (spoctéte): A; =1, Ay = 1, Az = 0. Ze Sylvestrova kritéria
nyni vidime, Ze ¢ neni definitni. Zatim ale nelze rozhodnout, zda q je semidefinitni &i
indefinitni. PouZijeme opé&t Babylénskou redukei. Na g provedeme nésledujici Gpravy:

q(z,y,2) = 22 + 2z(2y — z) + 5y% + 522 — 8yz

= (z+2y —2)® — (2y — 2)® 4 5y + 522 — 8y
= ( )2—4y2+4y2—z2+5y2+522—8yz
=(z+2y—2)% +y2 + 422 —4y2
=(z+2y—2)* + (y —22)%

T+2y—=z

Zavedeme-li nové proménné z',1/, 2’ vztahem
=z2+4+2—2z Y =y—-2z 2=,
dostavame ¢ ve tvaru
a(z,y,2) =2 + %
JelikoZ se jedna o kvadratickou formu na R®, vidime, Ze g je pozitivné semidefinitni.

[208 ]




8.2. KVADRATICKE FORMY

(d)

Bylo by moZn4 zajimavé nalézt n&jaky bod 0 # (z,y,z) € R®, pro ktery q(z,y,2) = 0.
Z vyjadreni ¢ v proménnych 2',y', 2’ je vidét, Fe staci napf. volit 2’ =y =0, 2/ =1,
tj.

z+2y—2=0, y—22=0, z=1

Odtud spotteme z = —3, y = 2, z = 1, tj. napt. q(—3,2,1) = 0 (ovéfte dosazenim do
plivodniho tvaru g).

Matice dané kvadratické formy m4 tvar

I =4, g

- 3
A=| -1 31—§
2 -3 ¢4

Spocteme hlavni minory A (spoététe): A; = 1, Ay = 0, Az = —31. Opét je ze Syl-
vestrova kritéria pouze vidét, Ze ¢ neni definitni, ale nelze zatim rozhodnout, zda je
semidefinitni ¢i indefinitni. Na ¢ provedeme Upravu

q(z,y,2) = 2 + 2z(~y + 22) + y2 + 42> — 3y
=(:z:—y+2z)2—(—y+2z)2+y2+422—3y2
=(a:—y+22)2—y2+4yz—4z2+y2+422—3yz
=(r—y+22)% +yaz.

Polozime-li
' =z —y+22 Y =y, £ =g
miiZeme ¢ napsat ve tvaru
a(z,y,2) =2 +y/2.

Z tohoto tvaru bychom nyni méli odstranit sougin y'2'. To oviem nemtizeme provést
pfedchozim zpilisobem pomoci dopliiovéni na Ctverec, nebot v poslednim vyjadteni g
nevystupuje y' ani 2'2 (neni tedy k ¢emu doplfiovat na Ctverec). Standardni tiprava,
kteréd se v tomto p¥ipadé pouziva, je nasledujici. Zavedeme op&t nové proménné, ten-
tokrat vztahem

/ " " / " "
z' = 1", y=y"+2" Z=y" -2

[snadno se ovéii, Ze zobrazeni (z',v/, 2') (z”,y",2") je opét izomorfismus na R3).
Dosazenim do predchoziho tvaru q dostaneme

o(z,y, z) = 22 +y'2 = 22 + (¥ + ") (y" — 2" = 2" +yu2 — "2

Vidime, Ze q je indefinitni [zkuste nalézt dva body (z1,y1,21) € R, (z2,12,27) € R?
tak, Ze g(z1,41,21) > 0, q(z2,y2,22) < 0].
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