KAPITOLA 2. URCITY INTEGRAL

Pfitom ale

Z F(&) (@i — zima) = D [F(=:) — F(zi)] = F(b) — Fa).
i=1 i=1
Zjistujeme tedy, 7e pro kazdé déleni 2 intervalu (a,b) je s(f, @) 5 (b) (
JelikoZ f mé na (a,b) Riemanndv integral, vidime odtud, ze ( f (z)dz =
tj. plati rovnost (2.31).

) < S(f,9).
F(b) - (a)
2.3.7 Poznamka. V tomto odstavci jsme ve znaleni rozliSovali mezi Newtonovyrﬁ a Rie-
mannovym integralem. Dale budeme opét psat pouze f: f(z) dz, at jiz se jedné o integral
Newtontiv nebo Riemanniiv — véta 2.3.6 to umoZnuje.

2.4 Konvergence integralu

Pii vySetfovani urcitého integralu je dileZita otdzka existence a konecnosti integralu. Po-
kud existuje integral f: f(z) dz a je kone¢ny, fekneme, Ze tento integral konverguje nebo ze
funkce f je na intervalu (a,b) (resp. na (a, b)) integrovatelnd (zdliraznéme, Ze integrovatel-
nost tedy neznamend pouze existenci integralu, ale také jeho kone¢nost). Pro jednoduchost
se v tomto odstavci omezime na piipad spojitych funkeci. Pokud funkce mé na daném inter-
valu uréity integréal, pak otézka konvergence pro nas bude mit smysl pouze pro Newtoniv
integral, nebot Riemanniiv integral (pokud existuje) je vidy kone¢ny.

Jednoduchy je pfipad spojité funkce na uzavfeném omezeném intervalu. Z pfedchoziho
vime, %e v tomto pripadé integral existuje a je konecny.

Zajimavéj$i bude ptipad intervalu otevieného (resp. polouzavieného); zvlasté zajimavé
budou piipady neomezeného intervalu nebo neomezené funkce. V tomto pripadé obecné
integral ani nemusi existovat. Dokazme nejprve nasledujici jednoduché, ale diilezité tvrzeni.

2.4.1 Véta. Bud (a,b) interval (omezeny nebo neomezeny), f funkce- spojitd na (a,b).
Je-li f(z) >0 pro kazdé = € (a,b), pak f f(z)dz existuje.

DUKAzZ. Podle véty 2.3.4 f méa na (a,b) primitivni funkci. Bud F' primitivni funkce k f
na (a,b). Potom na (a,b) je F'(z) = f(z) > 0, tj. F je na (a,b) neklesajici. Odtud
vidime, #e limity limg o4 F(z), lim,_,,_ F(z) existuji (viz vétu 3.3.19 z MI). Nyni si stati
uvédomit, ze rozdil lim,_,,_ F(z) — lim,_,,4 F(z) mé smysl, tj. nenastane pfipad co — oo.
Je ale zfejmé, Ze tyto limity nemohou byt obé zérovefl rovny +oo nebo obé rovny —oo.
rovnost zde mize na.stat pouze kdy?z F je na (a,b) konstantni — potom ale obé tyto limity
jsou koneéné (tento p¥ipad nastane pouze kdyZ f = 0 na (a,b)). O

Je-li f funkce spojit4 na otevieném intervalu (a,b), pak na tomto intervalu integrél f
nemusi existovat nebo nemusi byt koneény. Je-li ale (c,d) libovolny uzavieny (omezeny)
interval takovy, ze (c,d) C (a,b), pak fcd f(z) dz konverguje. Vidime tedy, Ze v tomto
pfipadé mohou ,dé&lat potize“ pouze krajni body intervalu. UkdZeme si jedno tvrzeni
poskytujici nutnou a postaujici podminku konvergence integralu za dané situace; toto
tvrzeni se n8kdy nazyva Bolzano-Cauchyovo kritérium konvergence integrdlu. K tomu tcelu
budeme potfebovat tzv. Bolzano-Cauchyovu podminku existence kone¢né limity funkce.
Tuto podminku (které je analogii Bolzano-Cauchyovy podminky existence kone¢né limity
posloupnosti — viz vétu 1.4.8 z MI) jsme v M I explicite nevyslovili, vyslovme ji proto zde:
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2.4. KONVERGENCE INTEGRALU

2.4.2 Véta. Bud f (redind) funkce definovand na intervalu (a,b) (a,b € R, a < b). Potom
limita lim,_,,_ f(z) ezistuje a je konecnd, prdvé kdyz pro kaZdé e > 0 ezistuje b* € (a,b)
tak, Ze pro kaZdé z,y € (b%,b) je |f(z) — f(y)| < €. Podobné pro limitu zprava a obou-
strannou limitu.

DUKAZ. Predpokladejme, Ze lim,,,_ f(z) = c € R a bud € > 0. Podle definice limity
existuje potom b* € (a,b) tak, ze pro kazdé = € (b*,b) je |f(z) — ¢| < &/2. Je-li nyni
z,y € (b*,b), pak '

|f(z) = f()] < |f(2) —c|+]e— fW)] < 36+ 3e =6,

tj. uvedend podminka je splnéna.

Nyni pfedpokladejme, Ze dané podminka je splnéna, bud {z,}22, libovoln4 posloup-
nost bodtt z, € (a,b), ., — b, a bud ¢ > 0. Potom tedy existuje b* € (a,b) tak, Ze
|f(z) — f(y)| < € pro kazdé z,y € (b",b). Jelikoz z, — b, existuje ny € N tak, Ze
pro kazdé n > ng je z, > b* (a zn < b, nebot podle predpokladu je z, € (a,b)). Je-
i m,n € N, myn > ng, pak je tedy |f(zn) — flyn)| < e Z véty 1.4.8 z MI plyne,
%e posloupnost {f(z.)}3, je konvergentni. Vidime tedy, ze je-li {z,}52, libovolna po-
sloupnost takova, Ze z, € (a,b), T, — b, pak posloupnost {f(zn)}22, je konvergentni.
K existenci a koneénosti limity lim,_,,_ f(z) nyni podle véty 3.2.10 z MI (viz téZ poznam-
ku 3.2.12 z M) sta&i ukézat, Ze limity vSech posloupnosti tvaru {f(z,)}2, jsou stejné
(kdy# z, € (a,b), T, — b). To je ale jiz snadné. Budte {z,}22,, {yn}ox, dvé posloup-
nosti bodd z (a,b), Tn = b, Yo = b, f(zn) = <1, f(yn) — co. Potom je snadno vidét, ze

posloupnost

mlvylax%y?vxSvySa“-axnayn)---

m4 také limitu b. Podle pfedchoziho posloupnost

f(x1)7f(yl)af(x2)>f(y2)> 8 e )f(xn))f(yn)a st

je konvergentni. Je-li ¢ hodnota limity této posloupnosti, pak je ¢; = ¢, ¢ = ¢ (viz napf.
vétu 1.4.3 z M1 o limité vybrané posloupnosti), tj. ¢ = ca. 0O

2.4.3 Poznamka. Rozmyslete si, ze z véty 2.4.2 a véty 2.2.7 plyne, ze pokud (a,b) je
otevieny omezeny interval, f funkce spojita na (a,b), pak f je mozné spojité rozsifit
z (a,b) na (a,b), pravé kdyz f je na (a,b) stejnomérné spojité.

2.4.4 Véta. Bud f funkce spojitd na intervalu (a,b) (@ € R, b € R, a < b). Potom
f: f(z) dz konverguje, prdvé kdyZ pro kazdé € > 0 ezistuje b* € (a,b) tak, Ze pro kazdé c,d
takové, Ze b* <c<d<b, je

<E.

(2:32) ’/df(a:) dz

Podobné v piipadé intervalu tvaru (a,b) nebo (a,b).
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DUKAZ. Bud F primitivni funkce k f na (a,b). Potom

z—b—

b

/ f(z)dz = lim F(z)— F(a)
pokud lim,_,;,_ F(z) existuje a [ : f(z)dz konverguje, pravé kdyz tato limita je konelna.
Podle véty 2.4.2 lim,_,;,_ F(z) existuje a je koneénd, préavé kdyz pro kazdé ¢ > 0 existu-

je b* € (a,b) tak, Ze pro kazdé c,d € (b*,b) je |F(d) — F(c)| < e. Je-li zde navic ¢ < d, pak
je ovSem

F(d) — Flc) = / f(z)dz

a vidime, Ze tvrzeni je dok4zano. Pfipad intervalu (a,b) nebo otevieného intervalu (a,b)
prenechivame ¢tendri. O

2.4.5. Rekneme, 7e funkce f je na intervalu (a,b) absolutné integrovatelnd (nebo Ze in-
tegral f: f(z) dz absolutné konverguje), pokud f a zéroven |f| je na (a,b) integrovatelna.
Vztah mezi konvergenci a absolutni konvergenci integralu spojité funkce je podobny vztahu
mezi konvergenci a absolutni konvergenci ¢iselnych fad. Plati totiz nasledujici tvrzeni.

2.4.6 Véta. Bud f funkce spojitd na intervalu (a,b). Je-li f:|f(x)|da: < 400, pak je f
na (a,b) integrovatelnd; plati potom

(2.33) ‘/bf(ac)dm g/b|f(x)|dx.

DUKAz. Podle véty 2.4.1 integral funkce |f| jisté existuje (je zfejmé, Ze absolutni hodnota
spojité funkce je spojitd). O nerovnosti (2.33) jsme se zminili jiz v pozndmce 2.2.14 -
vime, Ze tato nerovnost plati, pokud oba integrily existuji. Staci tedy dokdzat existenci
integradlu funkce f na (a,b). Bud € > 0. Jelikoz f;|f(:1:)|d1: < 400, podle véty 2.4.4
existuji a*, b* € (a,b) tak, Ze '

/}f(:s)ldx<5

kdykoli a < ¢ < d < a* nebo b* < ¢ < d < b (existence téchto integrélt je pfitom ziejma,
nebot se jednd o integraly funkce spojité na uzavieném omezeném intervalu (c, d)). Protoze
fcd f(z) dz existuje, bude pro tato c,d

’/df(:v)da:

JelikoZ € > 0 bylo libovolné, z véty 2.4.4 vidime; ze [ : f(z) dz dokonce konverguje. a

d
2% /|f(x)|da:<s.

Nasledujici tvrzeni je analogii srovndvaciho kritéria pro nekone¢né rady.
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2.4. KONVERGENCE INTEGRALU

2.4.7 Véta. Necht f,g jsou funkce spojité€ na intervalu (a,b).

(a) Je-li g integrovatelnd na (a,b), | f(z)| < g(z) pro kaZdé z € (a,b), pak f je absolutné
integrovatelnd na (a,b).

(b) Je-li f(z) > g(z) > 0 pro kazdé z € (a,b), g neni integrovatelnd na (a,b), pak také
f neni na (a,b) integrovatelnd.

DUKAz. Pfedpokladejme, Ze |f(z)| < g(z) na (a,b). JelikoZ |f|, g jsou nezédporné (a spo-
jité), maji na (a,b) integraly. P¥itom bude f:]f(a:)| dz < [P g(z)dz < +oco. Z véty 2.4.6
jiz vidime, Ze f je na (a,b) absolutné integrovatelni. Plati tedy (a). Tvrzeni (b) plyne
z (a). O

2.4.8 Dusledek. Funkce spojitd a omezend na omezeném intervalu je zde absolutné in-
tegrovatelnd.

DUKAzZ. Necht (a,b) je omezeny interval, f funkce omezend na (a,bd), |f(z)| < c na (a,b)
(c € R). Tvrzeni nyni plyne z véty 2.4.7(a), nebot f: cdz =¢(b—a) < 4o0.

Pouziti srovnévaciho kritéria (tj. véty 2.4.7) pro konvergenci integralu nemusi byt vzdy
jednoduché, nebot je pritom potteba provadét rizné odhady. Zde asto pomtiZe nasledujici
tvrzeni, kterému muzeme rikat ,limitni konvergenéni kritérium*. Toto tvrzeni pfitom vy-
stihuje skutecnost, Ze konvergence integralu spojité funkce zdvisi pouze na chovani funkce
»pobliz krajnich bodd“ intervalu (viz téz vétu 2.4.4).

2.4.9 Véta. Bud f funkce spojitd na intervalu (a,b) (a €R, b€ R, a < b), g bud funkce
spojitd na (a,b), a necht ezistuje ¢ € (a,b) tak, Ze g(z) > 0 na (c,b). Potom:

(a) Jestlize f: g(z)dx konverguje a jestlize existuje koneénd limita
f(z)
g

S @)’

pak také fab f(x)dz konverguje (a to absolutné).

(b) Jestlize f: g(z) dz nekonverguje a jestlize eristuje nenulovd limita

lim ___f(m)’
z—b— g(z)
pak f: f(z) dz také nekonverguje.
(c) Pokud ezistuje limita
lim —(x)

z—b— g(x

)
a tato limita je koneénd a nenulovd, pak f:f(x)dx konverguje, pravé kdyz kon-
verguje ffg(m) dz.

Podobné v pfipadé intervalu tvaru (a,b).

[125]



KAPITOLA 2. URCITY INTEGRAL

DUKAZ. Necht
lim ﬂ =deR

z—b— g(a;)
a predpoklddejme, Ze f: g(z) dz konverguje. Potom je
i V@ _
i g(@)

a (podle definice limity funkce) existuje ¢; < b, ¢1 > ¢, tak, Ze pro kazdé z € (c1,b) je

(+) <ld+1 6 |f(@)] < (d+1Dg(2).
Jelikoz fcbl g(z) dz konverguje (integral [;' g(z) dz konverguje (integral funkce spojité na
omezeném uzavieném intervalu), integral f: g(z) dz konverguje podle predpokladu, a je
f: g(z)dz = [ g(z)dz + fcbl g(z) dz podle véty 2.1.5), je také (|d| +1)g(x) integrovatelnd
na (cy,b). Z véty 2.4.7(a) a z (x) nyni plyne, Ze fcbl f(z)dz je absolutné konvergentni.
Jelikoz f je absolutng integrovatelna na (a,c; ), vidime jiz (opét pouzijeme vétu 2.1.5), Ze
f je absolutng integrovatelnd na (a,b). Dokézali jsme tak bod (a).

Predpokladdejme nyni, Ze f g(z) dz nekonverguje. Uvédomime si nejprve, Ze je potom

(+#) | [ 9(@)da = +oo

C1

pro kazdé c;, ¢ < ¢; < b. Je-li totiz ¢ < ¢ < b, pak Je g(z) > 0 na (c1,b), takie
f g(z)dx existuje. JelikoZ f ( )dz konverguje a f g(z) dz nikoli, plati nutné ()

(stale pouzivdme rovnost f g(z = [Fg(z)dx + fqg( z)dz z véty 2.1.5; odtud je

mimochodem vidét, Ze za danych predpokladu je také f: g(z) dz = +00). Predpokladejme
dale, ze

f(=)
zl—>r!l;l— g(z) =d#0;
potom je
lim /@) =|d| = 0.
T—b— g ;13)

Predpokladdejme navic, Ze |d| # +oo. Potom existuje ¢; < b, ¢; > ¢, tak, Ze pro kaz-
dé z € (cq1,b) je
|f ()|

g9(z)

Jelikoz podle predchoziho je f:l g(z)dz = 400, je také fcllf(:c)ldm = +o00. Jelikoz za
dangch pfedpokladil f na n&jakém (levém) okoli b neméni znaménko, bude dokonce pla-
tit | fcbl f(z)dz| = 4oo (rozmyslete si!). PouZijeme-li opét vétu 2.1.5, pak vidime, Ze
f: f(z) dz nekonverguje (za danjch pfedpokladd existuje, ale mé nekone¢nou hodnotu).
Ptipad |d| = +0o je podobny a pienechévame jej Etenafi. Dokazali jsme tak bod (b).
Bod (c) plyne okamzité z bodi (a),(b). a

14|
5"

>
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2.4. KONVERGENCE INTEGRALU

2.4.10 Piiklad. VysSetfete konvergenci nasledujicich integrali:

40 1 +oo

d z a_ —z
a) J W—CCQ__—-{-_I’ b) !ﬁdib, c) 0/1? e *dzr (a€R),

1I’/2 +o0

d) /li(Sifz—:lj)dx, e) /Sir;zxd:r.

0 0

Reseni

(a) Stagi si véimnout se pro z € (1,+00) plati nerovnost z3vz* +1 > z®Vz? = z*, tj.

1/(z%V/z2+1)<1/z" a

/ dz & / dz [ I }+°° 2 i

. R 00

J Va2 +1 J ¢ 3| =238,

(uvazovany integral pritom existuje, nebot integrujeme nezépornou funkci — viz vé-

tu 2.4.1), tj. dany integral konverguje. Zde jsme pouZili srovnévaci kritérium. MiZeme

ale také pouzit limitnfho kritéria. Dand funkce je spojita na (1,+00). Snadno spocteme
1/z3vz2 +1 _ z

1 —_ = — =1
IEI‘;I}OO ]_/_’174 a:—l—lbl:i-noo 2 +1

+
[ 5=l -
47 [323), 3
1
(t3- f1+°°(1 /z*) dz konverguje), vidime podle véty 2.4.9, Ze uvazovany integral konver-
guje.

Jelikoz

(b) Integrovani funkce je spojitd na (0,1). Spocteme

) VAR . 1—2z
= limz——= lim z

Ly e Y e Y (T e e

lim < =1
- A+l +e) 7

Jelikoz fol (1/4/1—z)dz konverguje (spoltéte tento integral), vidime jiz podle vé-
ty 2.4.9, Ze uvaZovany integral konverguje.

(c) Dany integral vidy existuje, nebot se jedna o integrél spojité nezaporné funkce. V p¥i-
+oo

padé o = 0 se jedné o jednoduchy konvergentni integral e rdz = [—e®], =1
V pripadé a # 0 rozdélime integraci na integral na (0, 1) a na (1,400) — podle vé-
ty 2.1.5 je

+oo

1 +o0
/ % *dx = /m"e"c dz + / % " dx
0 1

0
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KAPITOLA 2. URCITY INTEGRAL

(je zfejmé, Ze vyraz napravo mé smysl). Nejprve si vSimneme, Ze pro kazdé a € R je

+oo
(%) / z% " dz < +00.

X
Integrované funkce je spojitd na (1,+oc). Viimneme si, Ze (pro kazdé a € R)

X Aa—T

lim = lim z%°?=0
z—+00 e—z/Z z—+00

(ovétte!). JelikoZ
+oo
/ e~/ dz = [-2e7°/%] = 2e71/* < +o0,
1
podle srovnavaciho kritéria vidime, Ze opravdu plati ().
Nyni je zfejmé, %e uvaZovany integral konverguje, prave kdyz konverguje fol % * dz.
Funkce %2 je spojitd na (0, 1). Jelikoz

.. %™ . _
- lim = lime*=1
z—=0+ % z—0+

(tj. tato limita je kone&na a nenulova), vidime podle véty 2.4.9 (c), Ze fol % ® dz kon-
verguje, pravé kdyz konverguje fol z® dz. VySetfeme tedy konvergenci integralu fol E%.

Proa=-1je
1
/a:‘l dz = [Inz]y = 400,
0
tj. pro a = —1 dany integral nekonverguje.

Proa>-ljea+1>0a

tj. dany integral konverguje.

Je-ia< —1,paka+1<0a

) L ma—}-l 1 1
/a:"‘ dz = [ ] = (1 — lim x"‘“) = +o00,
J a+ll, a4+l z—0+

tj. dany integral nekonverguje.

Nakonec tedy vidime, Ze uvazovany integral konverguje, pravé kdyz o > —1.
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2.4. KONVERGENCE INTEGRALU

(d) Ukazme, ze dany integral konverguje. Nejprve si viimneme, Ze pro z € (0,7/2) je

sinz > (2/7)z (ovéfte; nakreslete si graf funkci y = sinz a y = (2/7)z; pouZijete
konkavnost sinu). Pro z € (0,7/2) je tedy

In(sinz) > In(2z), tj.  0< —In(sinz) < —In(22);
odtud " y
™ w/2
In(sin z) In(2z)
0<—- | ——= < - s A
< / I dz < / NG dz
0 0
Dale je

lim 2'/*In(2z) =0
z—0+ ™
(viz ptiklad 3.3.21b) z MI). Existuje tedy 6 > 0, § < m/2, tak, Ze pro z € (0,6) je
—z'/*1n(2z) < 1.

Pro z € (0,0) je tedy

a odtud

5 5
In(2
0< —/ n(;2) dz < /x‘3/4dx < 400
0 0

(viz pfedchozi pfiklad, kde jsme zjistili, Ze fol z*dx < +o00, pravé kdyz a > —1). Je-
likoz [7/*In(2z)//z dz konverguje (integral funkce spojité na uzavieném omezeném
intervalu), vidime jiz, #e dany integral skute¢né konverguje. VySetiete konvergenci
tohoto integralu pomoci limitniho kritéria!

UkaZme, 7e hodnota daného integrlu je rovna +oo, tj. tento integral nekonverguje.
Jeliko? integrovand funkce je nezaporné a spojitd, dany integral existuje. Je pfitom

too | 5 b, 2
sin® x . sin” x
/ dr = lim dz
) b—+oco x
0 0
(rozmyslete si! — pouZije se zde pouze definice Newtonova integralu). Specialné je
+oo | 2 nwo 4
sin” x ) sin® x
/ dz = lim dz
T n—oo T

0

(zde uvazujeme n celé, tj. jedna se o limitu posloupnosti, kdezto v pfedchozim jsme
uvaZovali b € R a jednalo se o limitu funkce v proménné b). Je pfitom
L P 7 km . o
sin” z sin” z
dz = / dz
/ i Z z '

0 k=1 (k=1)m
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KAPITOLA 2. URCITY INTEGRAL

takze podle pfedchoziho

+o0 kT

sin’ a: sin? .'J: > sin’
(%) = m Z = dz.
T

0 k=1 (k"1)x k=1 (x=1)m

Pro z € ((k — 1)m, km) je 1/x > 1/(km) a tedy

km . 9 1 km 1 1
sin” x T
> — infzdr = —— = —
r  kmw / ST Az kn2 2k
(k—1)7 (k=1)m

(viz t¥eba poznamku 2.1.17). Odtud a z (x) jiz vidime, Ze

+o0 km . 9 o
sin” 1
dz > — = 400.
[EEw=S [ Trazyo-+
0 (kl)vr =

Déle (viz pozndmku 2.4.17) dokézeme divergenci daného integralu podstatné jedno-
duseji. Budeme k tomu ovSem pottebovat tzv. Dirichletovo kritérium, které dokazeme
za chvili.

Nes dokizeme Abelovo a Dirichletovo kritérium pro konvergenci integralfi, ukazme
nejprve tzv. integralni véty o stfedni hodnoté. Omezime se zde na piipad funkci spojitych
na uzavieném omezeném intervalu.

2.4.11 Véta (prvni véta o stfedni hodnoté integralniho poétu). Necht f,g jsou
funkce spojité na uzavieném omezeném intervalu (a, b, g(z) > 0 na (a,b). Potom ezistu-
je & € (a,b) tak, Ze

(2:39) [ 1@(z)da = 1€ [ olz)

DUKAZ. Necht m je nejmensi, M nejvétsi hodnota, které f nabyva na (a,b) (p'odle vé-
ty 3.4.2 z MI, f téchto hodnot na (a,b) nabyvd). Je tedy m < f(z) < M na (a,b)
a vzhledem k nezapornosti g je

mg(z) < f(z)g(z) < Mg(z)

m/g dx</f d:c<M/g )dz,

tj. existuje p € (m, M) tak, Ze

/f g(z)dz = p /g

Jeliko? f je spojité, existuje £ € (a,b) tak, ze p = f(§) (viz vétu 3.4.6 2 MI); pro toto §
tedy plati (2.34). 0O

na (a,b). Odtud
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2.4.12 Véta (druha véta o stfedni hodnoté integrélniho poétu). Necht f,g jsou
funkce spojité na uzavieném omezeném intervalu (a,b), f(z) >0 na (a,b) a predpoklddej-
me, Ze f je na (a,b) nerostouci. Potom ezistuje £ € (a,b) tak, Ze

b £
(2.35) [ #@)g(z)dz = 5(a) [ 9@ da.

DUKAz. Pfedpoklddejme navic, e f je na (a,b) spojité derivovateln (t;j. f'(z) na (a,b)
existuje a je zde spojitd). Potom pro vyjadieni integralu soudinu fg miZeme pouzit metodu
per partes. Bud G primitivni funkce ke G takova, 7e G(a) = 0 (t;. G(t) = [ g(z)dz
na (a,b)). Potom je

) [ 1@ @ = f@CEI. - [ 166 4 = 1660 + [ (~7(@)6@) ds.

Bud' m nejmensi, M nejvétsi hodnota, které G nabyva na (a, b) (G je na (a,b) spojita).
Jelikoz f(b) > 0 (podle pfedpokladu je f(z) > 0 na (a,b)), je
mf(b) < f()G(b) < Mf(b).

Jelikoz f je podle predpokladu nerostouci, je f'(z) <0 (tj. (—f'(z)) > 0) a tedy na (a,b)
plati m(—f'(z)) < (—f'(z))G(z) < M(-f'(z)). Odtud

m [ (~f(@)dr < [(~1'@)6@) dr < M [(-F@)6@) da.

Z (*) nyni vidime, Ze
b b

m(s0)+ [(-f@)z) < / f@o(@)dz < M (0) + [ (- @) az).

Pfitom je ale
b

SO+ [(=F/@) do = 1)+ 1@ = F0) + (1) + f(a) = f(a),

a

takze \
mf(@) < [ f(@)g(@)ds < M/ (),

odkud vidime, Ze existuje u € (a,b) tak, Ze
b
[ f@)9@) do = uf(a).

Jelikoz G je spojité, existuje £ € (a,b) tak, Ze p = G(¢) = ffg(:r) dz, tj. plati (2.35).
Dokazali jsme tak tvrzeni za dodatetného predpokladu spojité derivovatelnosti funk-

ce f. Bez tohoto predpokladu je dikaz sloZit&jsi a nebudeme jej zde uvadst — tenaf mize
tento diikaz nalézt napt. v Jarnikové uéebnici [5]. O
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ov W

2.4.13 Poznamka. V ucebnicich integralniho poétu se miZe ¢tenér setkat s druhou vétou
o stfedni hodnoté formulovanou trochu obecnéji. Vynechéva se pfedpoklad nezdpornosti f
a dale se pfedpoklada pouze, Ze f je monoténni (tj. f miZe byt neklesajici nebo nerostouct).
Potom formule v této v&t& nema tvar (2.35), ale existuje £ € (a,b) tak, Ze plati

]famumm— /g )dz + £ (b ]g
a 3

Pro naSe tdely v8ak vystadime s vySe uvedenou formulaci.

Nyni miZeme dokazat nasledujici tvrzeni.

2.4.14 Véta. Necht a € R, b € R, a < b, f,g jsou funkce spojité na (a,b), g(z) > 0
na (a,b) a ddle necht g je na (a,b) nerostouci. Potom plati:

a elovo kritérium. JestliZe | j(x)dx konverguje, pak také z)g(z)dx kon-
Abelovo kritérium. Jestlize [! f(z)dz k je, pak také [ f dz k
verguje.

(b) Dirichletovo kritérium. Md-li f primitivni funkci, kterd je na intervalu (a,b)
P . o b .
omezend, lim,_,_ g(z) = 0, pak integrdl [, f(z)g(x)dz konverguje.

DUKAzZ. (a) Pouzijeme vétu 2.4.4. Bud € > 0. JelikoZz integral f: f(z)dz konverguje,
existuje b* € (a,b) tak, Ze pro kazdé c,d € (b*,b), c < d, je

\]fumx

(podle pfedpokladu je g(a) > 0). Podle druhé véty o stfedni hodnoté integralniho po&tu

existuje £ € (c,d) tak, Ze
/f dw~ﬂd/f
Je 0 < g(c) < g(a) (g je nerostouci) a podle predchoziho |ff f(z)dz| < e/g(a). Odtud jiz

vidime, Ze
‘ / f(z)g(z)dz

kdykoli ¢,d € (b*,b), ¢ < d. Podle véty 2.4.4 to znamend, 7e integral f f(z)g(z)dx
konverguje.

(b) Bud F né&jakd primitivni funkce k f na (a,b) a bud k € R, £k > 0, takové, Ze
|F(z)| < k na (a,b) (je zfejmé, Ze je-li jedna primitivni funkce k f omezend, pak jsou
omezené viechny). PouZijeme opét v&tu 2.4.4 a druhou vétu o stfedni hodnoté integralniho
podtu. Bud ¢ > 0. JelikoZ lim,_,,_ g(z) = 0, existuje b* € (a, b) tak, Ze pro kazdé z € (b*,b)

e

= gle da:

<g<>&)=e
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je g(z) < e/(2k) (ptitom je g(a) > 0 podle pfedpokladu). Budte ¢, d € (b*,b), ¢ < d. Potom
existuje £ € (c,d) tak, ze '

d £
[ 1@g(a)ds = g(0) [ f(z)dz
Pritom je
4

|/ #e)da| = |(F@)| = IF(©) - Fo)] < 2%
Odtud jiz c

‘/f z)dz| =g(c)| | f(z)dz <—2k—e
a z vity 2.4.4 vidime, e [ f(z) dz konverguje. O

2.4.15 Poznamka. Kdybychom v tvrzeni (a) predpokladali, Ze f: f(z)dz konverguje
absolutné, byl by dfikaz konvergence [ * f(z)g(z) dz za danych predpokladf jednodu-
chy a nepotrebovah bychom vétu o strednl hodnoté pro integral. Potom by totiz bylo
|f(2)g(z)| < |f(z)|g(a) takzef|f (z)|dz < g(a f |f(z)|dz < +00 a uvaZovany in-
tegrél konverguje dokonce absolutné. Ve vete 2.4.14 je ovSem podstatné, Ze se obecné jedna
o neabsolutni konvergenci.

Déle poznamenejme, %e analogicky bychom mohli uvazovat pfipad intervalu tvaru (a, b)
(a €R, b €R, a<b). Potom by bylo potfeba pfedpokladat, Ze g je na (a,b) neklesajici
a misto o lim,_,;_ g(z) bychom mluvili o limit& lim,_,.4 g(z). Tento pifipad je ostatné
mo#né prevést na pripad predchozi pomoci substituce z = —t (rozmyslete si).

2.4.16 Priklad. Ukazte, Ze integrél

+co

sinx
/ dx
T

0

konverguje, ale nekonverguje absolutné.

Reseni. Na zakladé prikladu 2.4.10 e) mtiZeme snadno ukézat, Ze dany integrél nekonver-
guje absolutné. Podle tohoto piikladu je [ sin® z/zdz = 4o0. Jelikoz (pro z € R) je
|sinz| > sin® z, dostavame okamZité

2

Flsina] , _ [ s
sinz sin T
Jloinal gy Foifag, oo
X

T
0 0

UkaZme, 7e dany integral konverguje. JelikoZ je lim, o4 sinz/z = 1, je funkce sinz/x
napf. na intervalu (0, 1) omezend, takZe fo sinz/z dz konverguje (dokonce absolutné — viz
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diisledek 2.4.8). Stali ukazat, Ze sinz/z je integrovatelna na (1,+00). Zde mizeme pou-
#it Dirichletovo kritérium. Funkece sinz mé totiz na (1,+00) omezenou primitivni funk-
ci (—cosz), funkce 1/z je na (1,+00) spojité, kladna, klesajici, a je lims e ljz = @
Podle Dirichletova kritéria tedy opravdu integral f1+°° sin z/x dz konverguje. Poznamenej-

me, Ze je zndmo, ze
—+o0

sinx T
dz = —.
/ x z 2

0

Tuto rovnost viak zde nemédme moZnost dokézat.

2.4.17 Poznamka. V piikladu 2.4.10e) jsme ukazali, Ze

+oo

.2
(+) [ Edo =+,

0

ale ditkaz byl relativné slozity. PouZijeme-li Dirichletovo kritérium, mdZeme nyni tuto
rovnost dokdzat jednoduseji. JelikoZ je sin®z = (1 — cos 2z), mhZeme psat

+oo “+oo

(+4) /silixdxz/l—cos% o

2z
0 0

+oo

dz / cos 2x
— — dz;
2z 2x

o,
|
o\%—

0

posledni rovnost plati ovéem za predpokladu, Ze vyraz napravo mé smysl. Je pfitom
+oco
dx
(%) / — = +o00.
0

Nyni stati ukézat, Ze [ *°(cos 2z/2z) dz konverguje. Konvergenci tohoto integralu lze ale
doké4zat Uplné stejné, jako jsme dokazali konvergenci integralu f0+°°(sin z/z)dz v prikla-
du 2.4.16 a nebudeme to zde opakovat (cos 2z ma omezenou primitivni funkci). Hodnota
tohoto integralu je tedy koneéné. Jelikoz plati (s#x), dostdvime z (+*) okamZité (%).
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