
Konvergence integrálu

∞∫
0

cos ax2

1 + (3x)2n
dx, (n ≥ 0, a 6= 0)

�e²ení

�patným bodem je +∞.

∞∫
0

cos ax2

1 + (3x)2n
dx =

∞∫
0

2ax · cos ax2

2ax · (1 + (3x)2n)
dx

K °e²ení pouºijeme Dirichletovo pravidlo:

b∫
a

f(x)g(x) dxK⇔ F(x) je omezená ∧ nerostoucí g(x) ≥ 0 ∧ lim
x→∞

g(x) = 0

f(x) = 2ax · cos ax2

g(x) =
1

2ax · (1 + (3x)2n)

Nejprve vy²et°íme, zda F(x) je omezená.∣∣∣∣∣∣
K∫

0

2ax · cos ax2 dx

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
aK2∫
0

cos t dt

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣sin aK2 − sin 0︸︷︷︸
=0

∣∣∣∣∣ =
∣∣sin aK2

∣∣ ≤ 1

Pouºili jsme p°itom substituci
t = ax2

dt = 2ax
Funkce f(x) má tedy omezenou primitivní funkci.

Dále ov¥°íme, zda je funkce g(x) nezáporná.

1

2a x · (1 + (3x)2n)︸ ︷︷ ︸
>0

≥ 0 ∀a > 0

Bude-li a < 0, p°ed integrál vytkneme (−1) a g2(x) potom bude op¥t nezáporná.

g2(x) =
−1

2a︸︷︷︸
<0

x · (1 + (3x)2n)︸ ︷︷ ︸
>0

≥ 0

Funkce g(x) musí být nerostoucí, £ili g′(x) ≤ 0(
1

2ax · (1 + (3x)2n)

)′
= − 1

2a

(
1

x2

1

1 + (3x)2n
+

1

x

6n · (3x)2n−1

(1 + (3x)2n)2

)
=

= −

>0︷ ︸︸ ︷
(3x)2n ·

>0︷ ︸︸ ︷
(2n + 1)

2a x2︸︷︷︸
>0

· (1 + (3x)2n)2︸ ︷︷ ︸
>0

≤ 0 a tedy neklesající⇔ a > 0
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Bude-li a < 0, vy²et°ujeme funkci g2(x), pro kterou platí, ºe g2
′(x) ≤ 0.

Jako poslední zbývá ov¥°it, zda jde g(x) v nekone£nu limitn¥ k nule.

lim
x→∞

1

2ax · (1 + (3x)2n)
= lim

x→∞

1

2a︸︷︷︸
∈R

· 1

x · (3x)2n︸ ︷︷ ︸
→0

· 1
1

(3x)2n + 1︸ ︷︷ ︸
→1

= 0

Pro a < 0 a funkci g2(x) také platí lim
x→∞

g2(x) = 0.

V²echny podmínky Dirichletova kritéria jsou spln¥ny, proto

∞∫
0

cos ax2

1 + (3x)2n
dxK ∀a 6= 0
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