
Diferenciální rovnice 2. řádu

Speciální případ F(x, y′, y′′) = 0

(x+ 2)y′′ − y′ = 2xy′
2

Řešení

Použijeme substituci pro převod na diferenciální rovnici 1.řádu

y′ = z

y′′ = z′

(x+ 2)z′ − z = 2xz2 / : z2, z2 6≡ 0

z ≡ 0⇒ z′ ≡ 0

(x+ 2) · 0− 0 = 2x · 0
0 = 0

z ≡ 0 je řešení
(x+ 2)z−2z′ − z−1 = 2x

Použijeme substituci

z−1 = u

−1z−2z′ = u′

z−2z′ = −u′

−(x+ 2)u′ − u = 2x / : (−(x+ 2)), x 6= −2
x = −2
−0 · u′ − u = −4
u = 4

z−1 = 4

z =
1

4

y′ =
1

4

y =
1

4
x

y = −1

2

bod
(
−2,−1

2

)
u′ +

u

x+ 2
= − 2x

x+ 2

1



Vyřešíme homogenní rovnici

u′ +
u

x+ 2
= 0 / : u, u 6≡ 0

u ≡ 0⇒ u′ ≡ 0

0 + 0 = 0

0 = 0

u ≡ 0 je řešení
1

u
u′ +

1

x+ 2
= 0∫

1

u
du+

∫
1

x+ 2
dx = 0

ln |u|+ ln |x+ 2| = c, c ∈ R
ln |u|+ ln |x+ 2| = c · ln e, c ∈ R
ln |u|+ ln |x+ 2| = ln ec, c ∈ R

|u| · |x+ 2| = ec, c ∈ R
|u| · |x+ 2| = c, c > 0 (ec = c)

|u| =
c

|x+ 2|
, c > 0

uH =
c

x+ 2
, c 6= 0

u ≡ 0 bylo řešení⇒ uH =
c

x+ 2
, c ∈ R

Najdeme partikulární řešení metodou variace konstant

uP =
c(x)

x+ 2

u′ =
c′(x+ 2)− c

(x+ 2)2

c′(x+ 2)− c

(x+ 2)2
+

c
x+2

x+ 2
= − 2x

x+ 2

c′(x+ 2)

(x+ 2)2
− c

(x+ 2)2
+

c

(x+ 2)2
= − 2x

x+ 2

c′

x+ 2
= − 2x

x+ 2
/ · (x+ 2)

c′ = −2x

c = −2
∫

x dx = −x2

uP = − x2

x+ 2

Získáváme řešení

u = uH + uP

u =
c

x+ 2
− x2

x+ 2
=

c− x2

x+ 2
, c ∈ R
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Vrátíme substituci

z−1 = u
1

z
=

c− x2

x+ 2
, c ∈ R

z =
x+ 2

c− x2
, c ∈ R

Vrátíme substituci

y′ = z

y′ =
x+ 2

c− x2
, c ∈ R∫

1 dy =

∫
x+ 2

c1 − x2
dx, c1 ∈ R

y + c2 =

∫
x

c1 − x2
dx+ 2

∫
1

c1 − x2
dx, c1, c2 ∈ R

y + c2 = −1

2

∫
2x

c1 − x2
dx+ 2

∫
1

c1 − x2
dx, c1, c2 ∈ R

y + c2 = −1

2
ln |c1 − x2|+ 2

∫
1

c1 − x2
dx, c1, c2 ∈ R

Pro c1 > 0∫
1

c1 − x2
dx =

1

c1

∫
1

1− x2

c1

dx =
1

c1

∫
1

1−
(

x√
c1

)2 dx =
1
√
c1

∫
1

1− t2
dt =

=
1
√
c1

∫
1

(1 + t)(1− t)
dt =

1
√
c1

(∫
1

1 + t
dt+

∫
1

1− t
dt

)
=

=
1
√
c1
(ln |1 + t| − ln |1− t|) + k =

1
√
c1

ln

∣∣∣∣1 + t

1− t

∣∣∣∣+ k =

=
1
√
c1

ln

∣∣∣∣∣1 +
x√
c1

1− x√
c1

∣∣∣∣∣+ k =
1
√
c1

ln

∣∣∣∣√c1 + x
√
c1 − x

∣∣∣∣+ k, k = 0

Použili jsme substituci

x
√
c1

= t

dx =
√
c1 dt

Pro c1 < 0⇒ c1 = −c′1, c′1 > 0∫
1

c1 − x2
dx =

∫
1

−c′1 − x2
dx = − 1

c′1

∫
1

1 +

(
x√
c′1

)2 dx =

= − 1√
c′1
arctg

x√
c′1

+ k, k = 0

3



Použili jsme substituci

x√
c′1

= t

dx =
√
c′1 dt

Pro c1 = 0 ∫
1

c1 − x2
dx =

∫
1

−x2
dx =

1

x
+ k, k = 0

Řešení diferenciální rovnice je

y = −1

2
ln |c1 − x2|+ 2

√
c1

ln

∣∣∣∣√c1 + x
√
c1 − x

∣∣∣∣+ c2, c1 > 0, c2 ∈ R, x 6= −2

y = −1

2
ln |c1 − x2| − 2√

−c1
arctg

x√
−c1

+ c2, c1 < 0, c2 ∈ R, x 6= −2

y = − lnx+
2

x
+ c2, c1 = 0, c2 ∈ R, x 6= −2
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