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1 Simulace

1.1 Uvod do pfedmétu
1.1.1 Slovo autora

Simulace obsahuji dvousemestralni pfednasku doc. Sedlacka ze skolniho roku 1993/94 a ¢asti cvicend,
ve kterych se v podstaté prednéselo. TEX-oval a komentéaii opatiil Dejva; ¢eprano z poznamek zédsti
Dejvovych, z¢asti od Aleny Kratochvilové.

1.1.2 Co jsou simulace

Simulace a pocitacové modelovani je jednou z velmi vyznamnych oblasti vyuziti vypocetni techniky;
vlastné puvodni motivace pro vyvoj pocitactu vychézela prave z oblasti modelovani.

Simulaéni systémy ndm v zdsadé slouzi k tomu, abychom s nimi provadéli ezperimenty; simulace
je modelovani na poditaci.

V nékterych oblastech bychom se pfitom bez simula¢nich experimenti neobesli, a to zejména
z téchto divodii:!

e simula¢ni experiment je levnéjsi nez redlny pokus (drahy materidl..)

e pokus v redlu neni mozny (je nad technické moznosti)

'Priklady v zdvorce jsem placal, jak mé napadly; urciteé vymyslite spoustu dalsich.
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e original simulovaného systému neexistuje nebo je nedostupny (simulace pochodi v kosmickém
prostoru)

e skutecné pokusy jsou neetické (jaderné zbrané)

e pomoci simulovdani mimoiddnych situaci jsou trénovdni zaméstnanci a jejich reakce na tyto
situace (jaderné elektrarny, téz napf. letecké simuldtory)

P#i tvorbé simula¢niho systému zpravidla uplatnime tyto faze:
e sledovani ptuvodniho (redlného) systému

e popis ¢innosti systému — vytvoieni modelu, obrazku, rovnic

formalni popis systému

e navrh simula¢niho programu
o ladéni a verifikace programu
e simula¢ni experimenty

o aplikace vysledku.

Zjistujeme piitom, Ze origindl mé svoji vnitini strukturu, muze se nachdzet v urcitych stavech,
existuji v ném rozligitelné situace, a probihaji v ném jisté déje, které jej pievadi z jedné situace do
jiné. Pfitom soubor vSech situaci systému je uzavien viuéi déjum (tedy je schopen reagovat na kazdou
situaci).

Stmulace je tedy vyzkumova metoda, kterd spo¢ivad v tom, ze zkoumany dynamicky systém na-
hradime simuldtorem a provadime na ném pokusy s cilem ziskat informaci o puvodnim zkoumaném
objektu.

Kromeé piikladi, které jsme uvadéli v odstavei o duvodech, pro které vibec simulujeme, nés
zajisté napadnou dalsi:

Kiizovatka. Na kiizovatku piijizdéji auta z ruznych smért, a také do ruznych smértu odjizdéji.
Simulaci proudu vozidel se snazime najit optimdlni rezim.

Fotosyntéza. Chemické procesy fotosyntézy zavisi na preskocich elektronti, coz se opét dd simulovat.

Buiiky. Znamd hra ,Zivot* je vlastné také jistou simulaci, abychom se pfiblizili realité, mizeme
simulovat podminky déleni bunék apod.

Fronty. Systémy hromadné obsluhy, ke kterym postupné v case piichazeji pozadavky, které pak
linka obsluhuje. Budeme se jimi zabyvat podrobnéji.
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1.2 Tlustrac¢ni piiklad

P#i tvorbé simula¢niho programu stoji programdator pted ikolem zejména navrhnout:
o datové struktury, reprezentujici stavy systému
e operatory, reprezentujici zmény stavu
e cas v modelu (tzv. simuldrni cas)
e synchronizace stavovych zmén.

Tyto tkoly si ilustrujeme na piikladu, ktery se obvykle uvadi v ivodu do simulaci: pfedstavme si
lokalitu, na které se tézi pisek, a stavbu, na kterou se pisek vozi. K dispozici je urcéity pocet aut,
kazdé z nich m& urcité parametry (v zdsadé kazdé auto svoje vlastni) — tinosnost, rychlost; dkolem
je zjistit, za jakou dobu jsme schopni témito auty odvozit jisté mnozstvi pisku. Pfitom u naklddky i
vykladky muze byt soucasné jen jedno auto, a na cesté je jedno 1zké misto, kde nelze ptredjizdeét.

1.2.1 Resenif orientované na udalosti

Uvedeme si nejprve feseni naseho pifkladu, pti kterém kazdé auto bude ,mrtvy“ (pasivni) objekt,
u kterého budou nastdvat udalosti; my je budeme sledovat a provadét urcéité akee.

type auto = record
rychlost,nosnost,nakladka,vykladka: integer;
stav: (nakladano,jededoC,jededoD,jededoB,

frontavB,vykladano,jededoA,frontavA);
vpredu,vzadu: “auto;
kdy_zmena: integer;
end;
fronta = record
prvni, posledni: ~auto;

end;

procedure do_fronty(A: ~auto; var F: fronta);

begin
if prazdna_fronta(F) then
begin
F.prvni:=4;
F.posledni:=A;
end
else
begin

A~ .vpredu:=F.posledni;
F.posledni”.vzadu:=4;
F.posledni:=A;
end;
end;
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procedure z_fronty(var F: fronta);
begin
with F do
1f prvni=posledni then
begin
prvni:=nil,;
posledni:=nil;
end
else
begin
prvni:=prvni~.vzadu;
prvni”.vpredu:=nil;
end;
{ a jesSté urezat ukazatele u odebraného auta }
end;

Obecné lze pii psani simula¢nich programu doporuéit nésledujici schéma:
o deklarace
e inicializace

e simulace

vysledky.
Toto schéma pouzijeme nyni v pokracovani naseho piikladu s pievdzenim pisku.
procedure inicializace;

procedure inic_frontu(var F: fronta);
begin
with F do
begin
prvni:=nil;
posledni:=nil;
end;
end;

procedure inic_auta(pocet_aut: integer);
var i: integer;
begin
for 1:=1 to pocet_aut do
begin
new(autali]);
with autal[i]~ do
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begin
readln(nosnost,rychlost,nakladka,vykladka);
vpredu:=nil;
vzadu:=nil,;
stav:=frontal;
kdy_zmena:=maxint;

end;

do_fronty(autali] ,A);
end;
end;

{ vlastni inicializace }

begin
simul_cas:=0;
inic_frontu(A);
inic_frontu(B);
inic_frontu(C);
inic_auta;

end;

procedure zmena(a: integer);
var pom: integer;
begin
with autalal]” do
begin
case stav of
nakladano: begin
z_fronty(4);
if not prazdna_fronta(A) then
A.prvni~.kdy_zmena:=0;
kdy_zmena:=round(vzdalAC/(rychlost*krok));
stav:=jededoC;

end;
jededoC:
{ zmény ostatnich stavid }
end;

end;

procedure simulace;

begin
pisek:=celd_hromada;
nalozenych:=0;
autal[1]~.kdy_zmena:=0; { Start! }
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while (pisek>0) or (malozenych>0) do
begin
staci:=false;
while not staci do
begin
staci:=true
for 1:=1 to pocet_aut do
begin
if autali]~.kdy_zmena=0 then
begin
zmena (i) ;
staci:=false;
end;
end;
end;
simul_cas:=simul_cas+1;
for 1:=1 to pocet_aut do
with autal[i]~ do
kdy_zmena:=kdy_zmena-1;
end;
end;

Takto jsme tedy uplatnili ten piistup, kdy v kazdém kroku zvétsime simuldrni ¢as o jednotku
a zkoumdme, kterd auta podléhaji zméné. Pokud je ale tento krok dostatecné jemny, vétsinou se
Lnic nedéje” — ve vétsiné kroku k zadné zméné nedojde. Proto muze byt vhodné provadét simulaci
asynchronné, tedy posouvat hodiny simuldrniho ¢asu nepravidelné, a to tak, ze si vzdy zjistime, kdy
nastane nejblizif zména, a simuldrni ¢as nechdme skokem uplynout az do tohoto okamziku.? Proto
program upravime:

kdy_zmena:=simul_cas+vzdalCD/rychlost; {apod.}

procedure simulace;

begin
autal[1]~.kdy_zmena:=simul_cas; { Start!' }
while ... do
begin
prvni_zmena:=autal[l]~.kdy_zmena;
prvni:=1;
for 1:=2 to pocet_aut do
begin
with autal[i]~ do
begin

?Piedchozi zptlisob se pak nazyva synchronné, mize byt vhodny zejména pokud chceme pribeh simulaéniho expe-
rimentu zobrazovat v redlném c¢ase — typicky napi. jiz vzpominané letecké simulatory.
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1f prvni_zmena>kdy_zmena then

begin
prvni_zmena:=kdy_zmena;
prvni:=i;
end;
end;
end;
simul_cas:=prvni_zmena; { skok simuldrniho casu }
zmena (prvni) ;
end;

end;

1.2.2 Reseni orientované na procesy

Nyni se na nds piiklad podivame jinym zpusobem: budeme povazovat auta za procesy, tedy za aktivnd
komponenty simula¢niho systému.

Prototyp procesu. Vezmeme nejprve obecné schéma takovéhoto procesu, které miize vypadat
napiiklad takto:

process jméno(parametry);

while true do

begin
uddlosti;
cekej;
uddlost?2;
pockej(Cas.interval);
uddlost3;
aktivuj(jiny proces);
uddlost4;

end;

Tyto procesy se nechovaji jako klasické podprogramy: fizeni se pfeddva obecné ,nékam doprostied®,
tedy ne nutné na zacatek. Pfi implementaci se pak pouzije strojova instrukce BALR regl,reg2,
kde v registru 1 je adresa, odkud je volan jiny proces, a v registru 2 adresa, kam se skace.

Proces pfitom miuze provadét zejména tyto ¢innosti:

Cekej — proces ¢ekd, dokud ho nékdo nevyzve k pokracovani
pockej — proces se zastavi na uréitou dobu simuldrniho ¢asu
aktivuj — proces ,vzbudi® jiny proces, ktery je ve stavu cekej

Jak tedy muzeme implementovat nase pievazeni pisku pomoci procesu: kazdé auto bude pted-
stavovat proces zhruba nésledujiciho tvaru:
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process auto(nosnost,rychlost,nakladka,vykladka: real);
var vpredu,vzadu:~auto;

procedure naloz;
begin
if hromada_pisku>0 then
begin
hromada_pisku:=hromada_pisku-nosnost;
nalozenych:=nalozenych+1;
pockej(nakladka);
end
else cekej;
end;

procedure pockej_ve_fronté(kterd: fronta);
begin

zarad_se(kterd);

if vpredu<>nil then cekej;
end;

procedure odejdi_z_fronty(kterd:fronta);
begin
if vzadu<>nil then aktivuj(vzadu~);
vyrad_se(kterd);
end;

{ ujed - cekd Casovy interval;
vyloz je podobné naloz }

procedure jizda_CD;
begin
zarad_se(fronta_CD);
if vpredu<>nil then
begin
if vpredu~.pldn>simuldrni_cas+round(vzddl_CD/rychlost) then
pockej (vpred~.pldn-simuldrni_cas)
else
ujed(vzdal_CD);
end
else
ujed (vzdal_CD);
vyrad (fronta_CD) ;
end;

{télo procesu}
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begin
pockej(0);
while true do
begin
pockej_ve_fronté(fronta_v_A);
naloz;
odejdi_z_fronty(fronta_v_A);
ujed (vzddlenost_AC)
jizda_CD; { dzké misto}
ujed(vzddlenost_DB);
pockej_ve_fronté(fronta_v_B);
vyloz;
odejdi_z_fronty(fronta_v_B);
ujed (vzddlenost_BA);
end;
end;

Stavy procesii. Procesy, jak znamo, mohou nabyvat nékolika zdsadnich stavi. Nejinak je tomu
v simulac¢nich systémech — uvedeme si tedy stavy procesu s jejich interpretaci ze simulaénich systémi:

aktivni — simuldrni ¢as dospél do okamziku, kdy se néco ma provést, resp. se provadi

suspendovany — plynutim casu dospé&jeme k okamziku, kdy ma néco délat (tedy napi. pii vyvolani
pockej)

pasivni — neni napldnovano, ve kterém okamziku se stane aktivnim (napi. Cekej)

ukonéeny — umély stav, ktery nelze rozlisit od pasivniho (ukonceny proces se jiz nevzbudi, ale to
wzvenku“ nepozname)

Uvedeme si nyni piiklad ptreskokt elektroni: mozné stavy jsou pak obsazeny, neobsazeny, preskakuje.
Procesy predstavuji cesty, pfi preskoku jsou aktivni.

begin { cesta }
while true do
begin
cekej;
odkud~.stav:=preskakuje;
kam ~.stav:=preskakuje;
zrus_pldany(odkud~.prvni_od,test_kam) ;
zrus_pldny(kam ~.prvni_do,test_odkud);
nové_plany(odkud~.prvni_do,test_odkud);
nové_plany(kam ~.prvni_od,test_kam);
odkud~.stav:=volny;
kam ~.stav:=obsazeny;
end;
end;
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1.3 Kompartmentova analyza
1.3.1 Nastinéni problému

Kompartmentova analyza se objevuje napi. v lékaistvi, kdy fesime problém tohoto typu (viz ob-
razek 1): sledujeme uklddani vapniku v organismu, pokusnéd osoba polykd pilulky, z nich se vapnik
vstiebdva do krve, z krve pak piechdzi do kosti a do mékkych tkani (a zpét), a kone¢né z krve se
také ptes ledviny vyluc¢uje z organismu ven.

pilulka,
vylouéi se
zazivaci ———»
trakt
kostnf K mékké
tkaii rev tkdne

ledviny

ven

Obrazek 1: Ukladani d¢inné latky v organismu

Systém ponékud zjednodusime (viz schémana obr. 2), uvdzime pouze tii ¢asti A, B, C'. Tyto ¢asti,
kterymi latka prochédzi, nazveme kompartmenty. Zajimé nds mnozstvi latky, které projde; budeme
predpoklddat, ze latky jsou rozprostieny rovnomeérné a ze konstanta k, kterd popisuje prelévani latky
mezi kompartmenty, nezavisi na mnozstvi latky v kompartmentech.

1.3.2 Diferencidlnf rovnice

Popisem systému dostaneme nasledujici systém diferencidlnich rovnic:

dmA
dt

= K{-mB—Kl-mA

Obréazek 2: Zjednoduseny systém pro kompartmentovou analyzu
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d
T Kymat Ky ome — (K] -ma + Ka )
d

Z;O = Ky -mp— (K;-me+ Ks-me)

kde hodnoty m 4, mp, m¢ predstavuji mnozstvi sledované latky v jednotlivych kompartmentech A, B, C',
a konstanty Ky, Ky, K3, K{, K}, vyjadiuji ,ptelévani* ldtky mezi kompartmenty.

Doplnime nyni pocéatecni podminky (jsou to vychozi hodnoty ma,mpg, mc), a pokud je pocet
kompartmenti roven n, mame systém diferencidlnich rovnic

dm i3 i3
dt iji-mj—Zkij-mi
=1 7=1

7
i=

ktery musime vyiesit.

Takto popsany systém nyni nechdme bézet od ¢asu t = 0, v urc¢itych okamzicich budeme ptidavat
do systému latku®, systém se necha bézet (i po skoncenf uzivani latky), nakonec se zastavi a zjistuje
se koncentrace ldtky v jednotlivych kompartmentech, popt. se sleduje prubézne.

Reseni diferencialnich rovnic. Diferencidlni rovnice miizeme fesit jednoduchou aproximaci, a to
podle nésledujiciho schématu:

Mame diferencidlni rovnici y' = f(x,y) a pocateéni podminku y(0) = a. Zvolime é&islo b (krok
aproximace) a budeme pocitat

y(x +h) =y(z) +h- fz,y)

Jinak zapsano,

Ynt = Y(@ng1) = y(xn) + 1 f2n,yn)
kde yo = a. Priubéh funkce tak aproximujeme lomenou ¢arou, kterd se nazyva Fuleruv polygon.
Takto dostaneme tabulku hodnot, kterd je pochopitelné zatizena urcitou chybou (je to piiblizné
fesen).

1.3.3 Metoda Runge—-Kutta

Uvedeme si medodu Runge—Kutta 4. fadu (tim mame na mysli, Zze kazdy bod se po¢ita ze ¢tyf, a to
z predchoziho spocteného a tif dalsich, o urcity krok posunutych). Zakladem je vztah

1
Yni1 — Yn — 6 (k1 + 2ky + 2ks + ky)

kde k; jsou
ki = h-f(an,yn)

1 1

1 1

ks = b f(zn+ hyyn + ks)

Tato metoda je velmi vhodnd pro feseni kompartmentové analyzy, dd se to takto simulovat: po
uréitych ¢asovych okamzicich budeme sledovat, pokud pfitom piijde i¢innd latka, zménime to apod.

3To jako kdy# doktor fekne, ,budete to brat rdno, v poledne a veder.
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1.3.4 Metoda prediktor—korektor

Metody prediktor—korektor spoé¢ivaji v myslence, stanovit urc¢itym zpusobem hodnoty a pak je zpies-
novat.

Milnova metoda. Neékolik prvnich hodnot spoc¢teme napi. metodou Runge-Kutta. Déle pokra-
¢ujeme nésledovné (zde y{) znaci j-tou aproximaci hodnoty y,; zapisem y, rozumime jiz konecnou
hodnotu): prediktor bude

Wb = st She (20— v+ 20) (1
W) = F(ennu) (2)
a korektor:
W9 = (eanwlh) (3)
y = gt %h : [(yffll)/ + 4y, Yo (4)

Vztahy 3 a 4 se piitom nechaji pracovat soucasné (stifdaji se, v iteraci se pocitaji obé rovnice), a to
@Y G+
64) - ()

Jina metoda. Nahrzenim vztaht 1,4 dostaneme jinou metodu typu prediktor—korektor:

tak dlouho, az je
<¢€

3
v = g+ Sh(Y, + ys) (5)
. 1 .
o = g+ 5" (v +v2) (6)

1.3.5 Diferencidlni rovnice 2. fadu

Mame rovnici y” = f(x,y,y") a poc¢dtecni podminky y(0) = yo a y'(0) = y;. Polozme nyni y' = z a
' = f(x,y,2), coz jsou dvé diferencidlni rovnice prvniho faddu s pocdtecnimi podminkami z(xg) = ¥y}
a y(xo) = yo. Déle jiz muzeme pouzit vyse uvedenych metod.

1.3.6 Reseni kompartmentové analyzy

Shrneme nyni poznatky o diferencidlnich rovnicich a vyuzijeme je k napsani programu, ktery fesi
kompartmentovou analyzu (procedury vlastniho feseni diferencidlnich rovnic jsme zde neuvadéli —
sta¢i vhodné pouzit uvedenych metod):

begin
Cas:=t0; { simuldrni cas }
for k:=1 to vstupy do { vstupy = pocCet pilulek }
begin
with vplk] do { k-ty kompartment }
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begin
while cas<n do
begin
Cas:=cCas+krok;
Diferential; { fesSeni dif. rovnic }
end;
m[j]:=m[jl+1;
end;
end;

{ a ddle bez 1éceni a bez namdceni }
repeat
Cas:=Cas+krok;
Diferential;
until cas>=konec;
end.

1.4 Simulaé¢éni kalendare

V predchozim feseni naseho ilustraéniho ptikladu jsme mohli pouzit piikaz jako new(auto); nebo
new(cesta); (piipadné i s dalsimi parametry), kde ovsem auto a cesta nejsou datové struktury,
nybrz procesy. Tyto procesy si udrzuji svtj plin, tedy stav, ¢as planu (zmény).

Odtrhneme nyni plén od auta (dale je budeme spojovat pointerem), a plany se pokusime néjakym
zpusobem zorganizovat. Mnozinu planu pak nazveme kalenddr.

1.4.1 Zakladni typy kalendaia
Nejjednodussi priklady kalendai:

Bezkalendatr. Kalend4i v programu neni, plany organizujeme jinym zptisobem — jako v nagich
prvnich piikladech.

Pole. Kalendéi implementujeme jako pole, vyhleddvame v ném udélost s minimalnim planem. (Pole
je pouzitelné jen pro konstatni pocet procest.)

Seznam. Vytvoiime linerarné zietézeny seznam se zarazkou, kalendar je vlastné ukazatel na seznam
plént aut.

Rozebereme nyni podrobnéji kalenddi definovany jako linedrni seznam:
wnicralizace bude oo/nil, tedy existujici plan neexistujiciho auta
organizace kalendaie bude respektovat vzestupné setiidéni podle ¢asu.
Auta pak budeme deklarovat nasledovné:

type auto = record
nosnost,rychlost,nakladd,vyklddd: real;
mij_pldn: plan_ptr;
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vpredu,vzadu:auto_ptr;
end;
plan_auta = record
moje_auto:auto_ptr;
stav: stav_auta;
cas_plédnu: typ_sim_casu;
dalsi: plan_ptr;
end;
typ_sim_kalenddre = “plan_auta;

Pokud méme procedury pro kalenddi napsény, zbytek systému se s pouzitim kalendéiu programuje
snaze:

procedure zmena(a: auto_ptr);
begin
with a~ do
begin
case mij_plén~.stav of
nakladéno:
begin
mij_pldn~.stav:=jede_do_C;
z_fronty(fronta_v_A);
if not prézdnd_fronta(fronta_v_A) then
aktivuj(fronta_v_A prvni);
pocCkej(vzddlenost_AC/rychlost);
end;
jede_do_B:
begin
mij_pldn~.stav:=fronta_v_B;
do_fronty(a,fronta_v_B);
if vpredu<>nil then cekej;
end;

end;
end;
end;

V seznamu budou ptitom pouze jezdici auta (ne auta éekajici ve fronté). Cekéni (procedura Eekej)
piitom funguje tak, ze prvek se ze seznamu odstrani.

procedure cekej;
var aktivni: typ_sim_kalenddre;
begin
aktivni:=kalenddr;
kalenddr:=kalenddr~.dalsi,
with aktivni~ do
begin
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Ccas_pléanu:=maxint;
dalsi:=nil;
end;
end;

procedure aktivuj(f:fronta; a:auta_ptr);
begin
with a~.mij_plan do
begin
cas_plénu:=simuldrni_cas;
dalsi:=kalenddr~.dalsi;
end;
kalenddr~.dalsi:=a".mij_plén;
end;

procedure pockej(doba: typ_sim_casu);
var pom,uk: typ_sim_kalenddre;
begin
pom:=kalenddr;
with pom™ do
begin
cas_plédnu:=cas_pldnu+doba;
if cas_planu>dalsi~.cas_pldnu then
begin
kalenddr:=dalsi;
uk:=kalenddr;
while uk~.dalsi~.cas_pldnu<cas_plédnu do
uk:=uk~.dalsi;
dalsi:=uk"~.dalsi;
uk~.dalsi:=pom,;
end;
end;
end;

{ suspenduj(proces,as) - zarazeni na misto podle Casu (prvek neni v hlavé)
pasivuj(proces) - vypustit prvek ze seznamu }

Kalendéie pfitom mohou byt vytvoreny jako jednoticelové (pro dany program), nebo univerzaln{

(muze byt pouzit téméf libovolnym programem).

1.4.2 Kalendar jako abstraktni datovy typ

Pokud odhlédneme od konkrétni implementace a budeme pokladat kalendaf za abstraktni datovy
typ, vidime, Zze musi umét nasledujici zakladni operace:

1. zjisti, zda je udalost (proces) naplanovéna
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2.

3.

4.

vybér udélosti (procesu) s minimalni hodnotou ¢asu planu

napldnovani momentéalné nenapldanované udélosti (procesu) — vytvoien{ jejtho planu podle za-
dané hodnoty simuldrniho ¢asu

zruseni planu momentalné naplanované udélosti (procesu).

Nad simula¢nim kalendéfem se piitom provadéji tyto operace (maji souvislost se stavy procesi a
jejich zménami):

0.
1.

aktivni — aktivni

aktivni — suspendovany
aktivni — pasivni
suspendovany — aktivni
pasivni — aktivni
suspendovany — pasivni
pasivni — suspendovany
suspendovany — suspendovany

ukonéeni procesu.

1.4.3 Simulaéni jadro

Pokud program vyuziva vice procesit (obecné, v opera¢nim systému), ma jednu z téchto vlastnosti

(aby viitbec mohl fungovat):

1. je reentrantni — nekopiruje se pii opétovném spusténi (ale data musi byt oddélena)

2.

kopiruje se.

Z&lezi piitom na hardware — zda umoziiuje reentrantnost.
Pokud se takovymto zptusobem ma chovat ¢ast simulacniho systému (hovoiime jiz o simula¢nim
Jadru), implementujeme prototyp procesu (s parametry); vznika otazka, jak realizovat kalendai.

1.4.4 Kalendaf jako bindarni strom

Jako velmi vhodn4 se jevi implementace kalendéie jako binarniho stromu, kde

kalendai obsahuje ukazatel na kofen a na ,nejlevéjsi prvek,

uzel obsahuje ukazatele na levy a pravy podstrom, ukazatel ,nahoru* a cas.

Napt. proceduru cekej pak mapiseme takto:
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procedure cekej;
var aktivni,pom: pldn_ptr;
begin
with kalenddar do
begin
aktivni:=prvni;
with aktivni~ do
begin
if koren=prvni then { odstranujeme kotren }
begin
koren:=pravy;
pom:=pravy;
while pom™.levy<>nil do pom:=pom”.levy;
prvni:=pom;
koren”.nahoru:=nil;
end
else
if pravy<>nil then { odstranujeme vnitrni uzel }
begin
pom:=pravy;
while pom™.levy<>nil do pom:=pom~.levy;
prvni:=pom;
nahoru”.levy:=pravy;
pravy:=nahoru;
end
else
begin
prvni:=nahoru;
nahoru~.levy:=nil;
end;
end;
{ ted aktivnimu ufezat ukazatele a zménit Cas na maxint }
end;
end;

Déle napf. procedura pockej: vezme proces, ,vytrhne” jeho uzel a zafadi jako list se zménénym
casem.

2 Zaklady teorie pravdépodobnosti

V této ¢asti nastinime zakladni pojmy tykajici se pravdépodobnosti a jeji nejdilezitéjsi vlastnosti.
Budeme je potiebovat dédle — zejména v systémech hromadné obsluhy. Zdjemce o podrobné;jsi studium
odkazuji na literaturu, popt. na Makub, Michédlek: Pravdépodobnost, jestli to oviem Makub naTpX-
uje.
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2.1 Pravdépodobnost
2.1.1 Definice pravdépodobnosti

Na tvod si ozivime klasické pojeti pravdépodobnosti jako relativni ¢etnosti opakovanych pokust:
opakujeme uré¢ity pokus, a to n-krat, a zkoumame, kolikrat nastal ur¢ity jev A. Toto ¢islo oznacéime
mn(A) a nazveme cetnosti jevu A.

Tzv. relativné cetnost jevu pak dostaneme jako f,(A) = m"T(A); je piitom f,(A) € (0,1), a to
pro kazdy jev A. V limitnim piechodu n — oo pak relativni ¢etnost nazveme pravdépodobnosti
jevu A.* Pfitom relativni ¢etnost (a pravdépodobnost) nemozného jevu je rovna 0, relativni etnost
jevu jistého je 1.

Méme tedy urcity prostor elementdrnich jevi Q@ = {w1,...,w,}, jejich pravdépodobnosti, které
jsou dény zobrazenim p : Q@ — (0,1), tedy 0 < p(w;) < 1. Déle plati f:p(wi) = 1. Opacnym

=1

postupem tedy ziskdme axiomatickou definici pravdépodobnosti:

Definice 2.1
Necht © = {wy,...,w,} je koneény prostor elementdrnich jevii. Necht ddle p je zobrazeni, které

kazdému w; € Q prifadi p(w;) tak, ze plati 0 < p(w;) <1 a f: p(w;) = 1. Potom ¢&islo p(w;) nazveme
=1

pravdépodobnosti elementarniho jevu w;.

Dostéavame tak konecny pravdépodobnostni prostor (2, p).

Kazdou podmnozinu A C Q pak nazveme ndhodnyym jevem; elementarni jevy w; € A se nazyvaji
jevy priznivé jevu A. Pritom  je tzv. jev jisty, zatimco @ je jev nemozni.

P#irozenym zptsobem definujeme:

e sjednoceni a prinik jevii (nastoupi alespoi jeden, resp. viechny jevy)

o doplitkovy jev A =Q — A
o ckvivalentni jevy A = B
o disjunktni jevy AN B = 0.

2.1.2 Vlastnosti pravdépodobnosti

Véta 2.2
Méjme koneény pravdépodobnostni prostor (€2, p). Pak plati:

1op(Q) =1
2. p(A) > 0,YAC Q

3. je-li AN B =0, pak p(AU B) = p(A) + p(B)

1. jeli A C B, pak p(A) < p(B) a p(B — A) = p(B) — p(A)

4Slovni vyjadfeni klasické definice: Pravdépodobnost se rovnd pocet p¥ipadil pifznivych lomeno poéet piipadi
moznych.
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5. p(A) =1 —p(A4)
6. p(0) =0
T 0<p(A) <1
8. p(AU B) = p(A) + p(B) — p(AN B)
9. jsowli Ay, .., A, ndhodné jevy (n > 2), potom
n n net m ne2 -1 n
p(JA) =2 p(A)=3_ 3 plANA)+Y >0 D p(ANANAL )+ +(=1)"p(AiN..NA,)
i—1 i—1 =1 j=it1 =1 j=it1 k—j+1
(princip inkluze a exkluze)

10. pro kazdy ndhodny jev A plati

Dukaz: je jednoduchy, a proto jej ponechavame svédomitému étendii jako cviceni. a

2.1.3 Podminéna pravdépodobnost

Definice 2.3
Necht A, B jsou jevy. Podminénou pravdépodobnosti nastoupeni jevu A za podminky, Ze nastal
jev B, nazveme d¢islo

p(AN B)
p(B)
Plati-li p(A|B) = p(A), iikame, ze jevy A, B jsou nezdvislé.

p(A[B) =

Véta 2.4
Necht A, B jsou nezavislé jevy. Pak p(AN B) = p(A)p(B).

Véta 2.5 VETA O CELKOVE PRAVDEPODOBNOSTI.

Necht (€, p) je kone¢ny pravdépodobnostni prostor, Ay, ..., A, jevy tvoiici rozklad €, tedy jsou
po dvou disjunktni a U A; = Q; navic zaddny jev neni nemozny, tedy p(A;) > 0.
i=1
Pak pro libovolny jev B C Q plati:

n

p(B) = p(Ai)p(B|A;).

=1
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2.1.4 Jevové pole

Dosud jsme uvazovali konecny prostor ). Jestlize vSak rozsifime pravdépodobnostni prostor na
nekoneény, s dosud zavedenymi definicemi jiz nevystac¢ime. Pravdépodobnost proto zavedeme nésle-
dujicim zplisobem:?

Definice 2.6
Necht A je nepréazdny systém podmnozin mnoziny €2, pro ktery plati:

ljeliAe A, pak A=Q—-Ac A

2. je-li déna posloupnost podmnozin Ay, A,, ... € A, pak také

UAZ'EA

=1

Pak systém A se nazyvd (mnozinovd) o-algebra. Jeji prvky se nazyvaji ndhodné jevy;, (9, A) pak
nazyvame jevové pole.

Necht nyni (2, 4) je jevové pole. Pravdépodobnosti nazveme libovolnou mnozinovou funkei P,
definovanou na o-algebte A, a vyhovujici ndsledujicim axiomum:

L. P =1
2. P(A) > 0 pro kazdy jev A € A

3. pro kazdou posloupnost jevi Ay, A, ... € A, které jsou po dvou neslucitelné (po dvou disjunkt-
ni), plati:

P(Ua) -3 e

Cislo P(A) pak nazyvame pravdépodobnosti jevu A; trojici (92, A, P) je pravdépodobnostni prostor
s pravdépodobnosti P.

2.1.5 Geometrickd pravdépodobnost

Ukézeme si jesté jednu moznost interpretace pravdépodobnosti, a sice pomoci obycejné geometrie.

Hézeme napiiklad kaminkem na plose, kterd je vydlazdénd na zpusob Sachovnice. Plocha je
omezend, kaminek je tak maly, Zze vidy jednoznac¢né uréime (pokud padl na vydlazdénou plochu,
ktera piedstavuje nas zékladni prostor), zda padl na bilou nebo ¢ernou dlazbu. Pravdépodobnost, ze
kaminek spadne na bilou dlazdici, pak zcela pfirozené spoc¢itdme pouzitim miry, tedy P(B) = %,
kde B je plocha bilych dlazdic a D je celkova plocha dlazby.

Stejné snadno napi. muzeme urcéit pravdépodobnost, se kterou se pii zdsahu terce trefime ,.do
cerného®. (Zde je zékladnim prostorem plocha terce, nas jev piedstavuje ¢ernd plocha, a mira je
vlastné obsah kruhu.)

P#ipomeneme zde jiz jen znamou Buffonovu wlohu, kdy pomoci hézeni jehly na papir, opatieny
siti rovnobézek (obrazek 3), uréime éislo 7. Rovnobézky jsou od sebe vzdéleny o stejnou vzdalenost d;
pozici jehly popiseme x-ovou soufadnici jejiho stfedu a dhlem, tedy («, ¢). Délku jehly si oznac¢ime [.
Kdy jehla protina rovnobézku:

>Zavidime tak vlastné Lebesqueovu miru.
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jehla

Obréazek 3: Buffonova tloha

1. ngg%lsincp
2. d—%sinc,ogxgd

Pozici jehly tedy vyjadiime v soufadném systému (z, ) (obrazek 4). Zakladnim prostorem bude cely

¢

n iiﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁ;ﬁ]
\1

0 d

NI

Obréazek 4: Odhad ¢isla 7 pomoci Buffonovy ilohy

obdélnik, ktery mé plochu wd; piiznivy jev — jehla protne jednu z rovnobézek — je vyjadien plochami
dvou sinusoid, z nichz kazdd ma plochu [. Celkem tedy p = i—l a odtud 7 = ;—fl, kde p je odhad

d?
pravdépodobnosti a 7 odhad .

2.2 Nadhodné veli¢iny

Nyni nebudeme sledovat pouze pravdépodobnost jevi, ale také jiné veli¢iny, jejichz hodnota je néa-
hodna (typicky napi. pii zvoleni libovolného ¢lovéka jeho vyska, vdha, pocet vlasi® jsou velic¢iny

%No jen si to predstavte: zastavite chlapika na Céie a zeptdte se ho: ,Promiite, kolik mate vlasii na hlave...?¢
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podléhajici jistym zpusobem nahodé). Zformulujeme tedy tyto dvahy preciznégji:

Definice 2.7

Me¢jme prostor elementarnich jevi 2. Pfifadime nyni kazdému elementarnimu jevu néjakou
¢iselnou hodnotu z mnoziny M — tzv. obor hodnot ndhodné veli¢iny X.

Ciselné ohodnocent elementédrnich jevii nazveme ndhodnou velicinou; nadefinujeme nynf pro kazdé
r € M mnozinu

X =2l L {0 X(w) =2} C O

Néhodnym jevem pak rozumime nabyti veli¢ciny X ur¢ité hodnoty z; jeho pravdépodobnost p(z) =
plX = ).

Funkei p pak navyvame pravdépodobnostni funkci zobrazeni X, dvojice (M, p) rozdélent pravde-
podobnosti ndhodné veli¢iny X. a

Poznamka. Naihodna velic¢ina je popsana pravé funkei hustoty pravdépodobnosti f(x), nebo dis-
tribucni funkei F'(x).

Pravdépodobnostni funkci muzeme ptitom zadat tabulkou, nebo piedpisem. Jestlize ndhodnd
veli¢ina je déna vysledkem né&jakého ndhodného pokusu, pak stiedni (ocekdvand) hodnota nahodné
veli¢iny X je ddna vztahem

BIX] = BX %Y () (7)

=1
2.2.1 Distribuéni funkce

Definice 2.8
Pro kazdou ndhodnou veli¢inu X definujeme distribuéni funkci F(X) jako pravdépodobnost, ze
nidhodnd veli¢ina X nepiekroc¢i hodnotu x, tedy

F(z)=P(X <)

Véta 2.9
Pro kazdou distribuéni funkei F'(x) plati:

1. F(X) je neklesajici
2. F(X) je zprava spojita
3. lim =0

r——00

lim =1

r—00

4. Vee R: 0< F(X) <1

5. Vo, 19 € R, 21 < x5 plati
Pz < X <) = Fag) — F(ay)
6. P(X =x2)=F(z)— lim F(y), Vx € R

Yy—xr—

a

Distribuéni funkce tedy muze obsahovat body nespojitosti (skoky); v ptipadé, ze ndhodnd veli¢ina
nabyva pouze diskrétnich hodnot, je skok ve viech téchto hodnotach, mezi némi je distribuéni funkce
konstantni.
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2.2.2 Charakteristické velié¢iny

26

Néhodnou veli¢inu a jeji pravdépodobnost charakterizuji vedle pravdépodobnostni funkce (funkce
rozdéleni hustoty pravdépodobnosti) také dalsi veli¢iny: jiz jsme se v tvodu kapitoly — vztah 7 —
zminili o stfedni hodnoté. Nyni si zavedeme dal3i veli¢iny, nejprve pro ndhodné veli¢iny diskrétni.

Oznaceni. V piipadé diskrétni ndhodné proménné budeme znacit jednotlivé hodnoty, jichz tato
proménnd nabyva, xq, ..., x,; odpovidajici pravdépodobnosti pak struénéji py, ..., p, namisto piesnéj-

stho p(:lh), ...,p(l’n)-

Poznamka 2.10
Pro kazdou (diskrétni) ndhodnou veli¢inu plati

o =1
%

Definice 2.11
Necht X je diskrétni ndhodnd promeénna. Pak zavadime

e stiednf hodnotu, prvnf (po¢dte¢ni) moment ndhodné veli¢iny X7

Zpkl'k = E[X] = 7

e n-ty (poc¢ate¢ni) moment®

> prap = E[X"] = X"
k
o rozptyl jako druhy centrdlni moment, tj.

DIX] =0 = 3 pu(ar — E[X])?

= Y pral—2- BIX]Y. praw + E[X]

2

S TS iy I ol o

Véta 2.12
Pro kazdou konstantu ¢ € R a pro ndhodné proménné X, Y plati:

1. E(e)=c
2. E(e- X)=c-FE(X)
3. E(X +Y) = E(X) + E(Y)

"Misto E[X] budeme ¢asto psat E(X).

SPozndmka pro zdjemce: Obecny moment se definuje jako my(a) = >°, pr(zr —

poédteénim momentu, pro ¢ = E[X] o centrdlnim momentu.

Q'Zpk
k

N——
1

a)”; pro a = 0 hovoifme o
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4 E(X-Y) = B(X)-E(Y)
5. D(c- X) =c*- D(X)
6. D(X +Y) = D(X) + D(Y)

Definice 2.13
Pro piipad spojité ndhodné proménné zavadime nasledovneé:

e hustota pravdépodobnosti (frekvenéni funkce) f(x) = %ﬂ, resp.

e distribuéni funkce F'(x) = f fly)dy

Véta 2.14
Pro spojitou ndhodnou proménnou X, jeji hustotu pravdépodobnosti f(x) a distribuéni funk-
ci F'(x) plati:

l.Vee R: f(z)>0
+o0o
2. _{o fla)dx =1

3. Pla< X <b) :fff(x)dx

Definice 2.15
Pro spojitou ndhodnou veli¢inu zavadime stiedni hodnotu nasledovneé:

oo

E[X] = / v f(z)dx

Analogicky pak zavadime dalsi charakteristické veli¢iny, zejména:
e n-ty (pocatecni) moment:

X7 - BX"] = /_;OO o f(2) de

e rozptyl .
DX = [ fla)e — BLX])?

— 00

Véta 2.16
Pro stfedni hodnotu spojité nahodné proménné plati: je-li pro @ < 0 F(x) = 0 a plati-li
lim (1 — F(x)) = 0, lze spocitat stiedni hodnotu jako

E[X] = /OOO(1 _ F(2))dx

Dukaz: Spoctéme integral na pravé strané metodou per partes:

Kﬂl—F@DM[Z ZE}@?W[@l—F@M?+4“xﬂ@dx

—E[X]

1
x

a jsme hotovi. a
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2.2.3 Séitani ndhodnych veli¢in

Uvazujme nyni dvé ndhodné nezavislé veli¢iny X;, Xy a ndhodnou veli¢inu Y = X; + X,. Pfitom
veli¢ina X7 md hustotu pravdépodobnosti fi(x) a distribuéni funkei Fi(x), veli¢cina Xy podobné
fa(@), Fy(x). Zajima nas nyni f(y), F(y).

Distribuéni funkce F(y) je zfejmé dana predpisem Fy(y) = P(Y < y) = P(X; + Xz < y).
(Pfipomerime znovu, ze uvazujeme spojity piipad.

7 nezavislosti dostavame f(x1,22) = fi(x)- fo(x). Ke spocteni Fy(y) pouzijeme nasledujici ivahu:
jev X1 + Xy < y predstavuje v roviné polorovinu ohrani¢enou piimkou y = x1 + x5, kde oviem y je
konstanta, a soufadnice jsou znaceny xy1,xy. Pocéitdme tedy integrél pies plochu:

Fely) = [ [ Fors)dode,
— /j:) /_:902 flar, x2) deq day
- /j: [/y—l’z f1(51?1) dl‘l] fz(l'z) dx,

— 00

+o0o
= /OO Fi(y — a3) f2(x2) day

(Déle symetricky.) Pro funkei hustoty pravdépodobnosti pak mame

r(y) = dF;y(y) = /j: fily — 22) fo22) dzy = /;Oo file) foly — 21)doy = fi(21) @ fo(w)

kde vyraz f; @ f; piedstavuje tzv. konvoluci funkei.

2.2.4 Charakteristicka funkce

Definice 2.17
Pro (diskrétni) ndhodnou proménnou, nabyvajici hodnot 1, ..., x, s pravdépodobnosti pq, ..., p,
(piicemz Y p; = 1) definujeme charakteristickou funkei W(¢) takto:

n

W(t) =D e py

k=1
Véta 2.18
Pro charakteristickou funkci W(t), zavedenou jako v definici 2.17, plati
(i) ¥(0) =1
(i) W(t) = 3 |1t ity o Tn |y

(v) obecne WM(0) = " - F[X"]
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2.3 Laplaceova transformace

Méjme funkci a(z), pro kterou plati a(x) = 0 Yo < 0. Daéle uvazujme komplexni funkei A*(s) =
Jo7 e a(x) dx. Jak tyto funkce souvisi: vezméme napi. a(z) = 1 a dostaneme

Aps) = [Teda - [6_ ] 1

—SO S

Piseme a(x) & A*(s); a(x) je vzor, funkce A*(s) je obraz v Laplaceové transformaci (L-transformaci).
Nekteré piiklady:

L. d(x) & s- A*(s)
2. aM(x) & s A*(s), pokud a(0) =0

3. [la(x)de & 2

S

4. (—2)"a(z) & A*(”)(S)
5. @ & [ A (s)ds
6. konvoluce: a(x) @ b(xz) & A*(s) - B*(s)

7. f(z) = Xe™™ F*(s) = [50 e - Ae ™ dx — SiA

2.4 Typy rozdéleni pravdépodobnosti

Nyni si uvedeme nejobvyklejsi typy rozdéleni pravdépodobnosti ndhodnych veli¢in, které pak budeme
vyuzivat v dalsim textu.

Zakladn{ tvar rozdéleni nahodné veli¢iny (tvar kiivky) je v zasadé dén typem rozdéleni (normalni,
binomické,...); konkrétni podoba, zejména posunuti vici soufadnym osam, strmosti kiivek (velikosti
rozptyli a stiednich hodnot) jsou pak dany jednim nebo vice parametry rozdéleni.

Podle hodnot, kterych muze nahodnd veli¢ina nabyvat, pak hovoiime o diskrétnich (binomické,
geometrické, Poissonovo) a spojityjch typech rozdéleni (normélni, exponenciédlni, Erlangovo).

2.4.1 Exponencidlni rozdéleni

Pokud napt. stojime u silnice, kde ndhodné projizdéji auta, a méfime intervaly mezi jejich prijez-
dy, dostaneme exponencialni rozdéleni. To m4é jednu dulezitou vlastnost, nazyvanou ¢asto princip
bezpamétovosti: z toho, jak dlouho ¢ekam, neplyne, jak dlouho jesté ¢ekat budu.?

Exponencidlni rozdéleni mé jeden parametr A; funkce rozdéleni hustoty pravdépodobnosti je

zavedena nasledovné:1°

e ™™ x>0

R

“Vysvétlent: je totiz P(X < zg + Azl > xg) = P(X < Ax).
10Pokud uvazime klesajici exponencidlu e~**, dostaneme fooo e dy = [—%e_”]go = %, tedy aby mohla byt funkce

pravdépodobnosti, musime ji vyndsobit A, aby byl fj;o flz)de = 1.
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Odtud pak distribuéni funkce

Stiedni hodnota exponencidlniho rozdéleni

BOX) = [T1=( = de = [T de - [_Xe—m]o -5

za predpokladu (abychom mohli pouzit vétu 2.16), ze

eln z

=0

lim — = lim
r—00 gAT r—00 e/\l’

2.4.2 Normalni rozdéleni

Tento typ se vyskytuje v fadé ,,obvyklych® aplikaci, jako napi. pii sledovani vysky a vdhy lidi,
pii sledovani jizdni doby z jednoho mista na jiné a podobné. Normélni rozdéleni je dano v zasadé
2

piedpisem! y = a - e~7. Nynf se pokusime zjistit hodnotu &sla a tak, aby tato funkce mohla byt
prohlésena za hustotu pravdépodobnosti.

—+o00 22 —+o00 y2 oo oo m2+y2
/ e_Td:L'-/ e 2dy = / / e” 2 drdy =

— 0 - 9] 2 0 2 2700
© oSy ‘ = / dc,o-/ e~ % odo = 2r [—6_%] = 27
Y — 0-COSp 0 0 o

odkud pak plyne, ze

Distribu¢ni funkce je

z 1 22
F(:z;)/_oo\/ge > dx
Tento integral nelze rozumné spoéitat, proto jej ponechame v tomto tvaru.
Ze symetrie funkce hustoty pravdépodobnosti déle plyne, ze stfedni hodnota E(X) = 0. (Kdo
tomu neveéif, necht si to oveid.)
Rozptyl:

DX) = X2-X'=X°

2
z_
? dr =

2 p—

1 /+<><> 5 _
— xr'e
A\ 27T —00

1 Graf této funkce je zndmd Gaussova kiivka, kterd m4 charakteristicky zvonovity tvar.
127 de zatim uvazujeme tzv. normované normalnf rozdéleni N(0,1).
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-0 e
= —V2r =1

V2T
S normovanym normaéalnim rozdélenim samoziejmé nevystac¢ime; v ptipadech, které jsme uvedli
na pocéatku této podkapitoly, se vyskytuje obecné normalni rozdéleni. Zatimco normované normalni
rozdéleni N(0,1) ma stiedni hodnotu 0 (prvni parametr) a rozptyl jednotkovy (druhy parametr),
obecné normaln{ rozdélenf se stfedni hodnotou g a rozptylem o2, které budeme déle znacit N(p,o?),

ma hustotu pravdépodobnosti
1 _(@=p)?

r) — — - ¢ 202

fla) = =

(Snadno se ukéze, ze stiedni hodnota takto definované funkce hustoty je skuteéné u a rozptyl ze
je o.)

2.4.3 Binomické rozdéleni

se vyskytuje (napt.) v ptipadech, kdy ndhodny pokus mé dva mozné vysledky, a sledujeme pocet
tspéchi.t?

Necht nyni dspéch nastdva s pravdépodobosti p, a netspéch s pravdépodobosti 1 — p. Pokus
opakujeme n-krat, a budeme sledovat, jak jsme si fekli, pocet uspéchu, tedy p, = P(X = k), kde
X je ndhodnd proménnd, vyjadiujici pocet tspésnych pokusii. Oznac¢ime-li nyni pravdépodobnost
netspéchu jako ¢ (kde ¢ = 1 — p), dostaneme

n k n—k
(et 0siz
0 Jinak
(Tim je vyjadiena pravdépodobnost nastoupeni X = k jako pravdépodobnost k tspécht a n — k
neuspéchi.)
Pro stfedni hodnotu a rozptyl plati (mtzeme to spocitat napf. ptes charakteristickou funkei —
pouzitim véty 2.18)
E[X] = np (8)
DIX] = np(1-p) (9)

Binomické rozdélent je tedy charakterizovano dvéma parametry — p a n. Budeme je znacit Bi(n, p).

2.4.4 Geometrické rozdéleni

Opét uvazujeme pokus, ktery méa dva mozné vysledky — dspéch a netdspéch. Nyni jej viak budeme
opakovat po neomezenou dobu tak dlouho, az nastane prvni dspéch; budeme piitom sledovat po-
¢et neudspésnych pokusu, které tspéchu piedchazely. Oznac¢ime nyni pravdépodobnost tspéchu p,
geometrické rozdéleni, které m4 tento jeden parametr, pak Ge(p).

13Vyraz ispé&ch“ a ,nevspé&ch® zdvisi samoziejmé na interpretaci; v dalgfm textu takto budeme nazyvat ony dva
mozné vysledky.
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Pro pravdépodobnosti p; plati:

Po = P
o= (I—pp
p2 = (1—p)p
(L =p)p, k>0
PE = {m k<0

P#itom se snadno ukdze, ze > pp = 1:

- p p
pr=p+(L—=pp+(1—-p°p+. -2 _1
L A TR
Opét s vyuzitim charakteristické funkce muzeme odvodit, ze
1—
glx] - —2
p
L—p
DIX] = —;
p

32

(10)

(11)

Poznamka. Na pokus miuzeme také hledét z opacné strany — zjistujeme, kolikrdt se pokus zdaii

pied prvnim netspéchem. Potom dostavame ponékud odlisné vysledky:

Pk = {gk(l_p) fifa(l)ﬁ
P
B =
_ p
pixl = (1—p)?

Toto miuzeme spocitat nasledovneé:

Zk PE = Zk PE = Zp (1—p pzkp

Posledni sumu pfitom spocteme takto:
Zk-gk_l :1+29+392+493+...

pii¢emz pro p < 1 je fada absolutné konvergentni. Rozlozime ji ddle na soucet:

= (I4+o+o*+.)+o(l+o+o*+.)+0*(1+o+0"+...)+...

1 1 1
I—ol—g (1—pp
Jiny vypocet vyuzivd derivovani fady ¢len po ¢lenu:

1 !
(—) = (I+toto*+..)

l—o
1

(1 —o0)?

1
= (ltotdt.)=
I —o

= 1420+ 30 +40° + ...

(12)
(13)

(14)
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2.4.5 Poissonovo rozdéleni

Opét budeme sledovat udalosti, které se vyskytuji v ¢ase. Jiz jsme si fekli, ze ¢as, ktery uplyne mezi
dvéma udalostmi, ma exponencialni rozdéleni. Sledujeme-li naopak udélosti po urcity interval pevné
délky a zaznamenavame pocet udélosti za tento interval, dostaneme tzv. Poissonovo rozdéleni, které
mé jeden parametr — budeme znacit Po(\).'
Pro pravdépodobnost plati vztah
Ae k=0,1,2
CP(X k) w© = 0,1,2, ...
Pk ( ) { 0 Jinak

Snadno ukédzeme, ze Y pr = 1, a tedy ze pravdépodobnostni funkce je definovana korektné. Dale
(opét napi. s vyuzitim charakteristické funkce) odvodime

E[X] = A (15)
DIX] = A (16)
Limitni pfechod. Uvazujme nyni znovu binomické rozdéleni Bi(n,p); prohlasime déle p = % a
provedeme limitni pfechod n — oco. Pak dostaneme rozdéleni Poissonovo. V praxi pfitom muzeme

tuto ndhradu provést pro n > 30; pfitom musi byt A = np < oco.

Soucet Poissonovych rozdéleni. UvaZzme dvé ndhodné veli¢iny s Poissonovym rozdélenim, tedy

p— P(X = k) = e 2—? aqn=PY =m)=e*. % a spo¢téme nyni funkci pravdépodobnosti
pro ndhodnou veli¢inu uréenou jejich souctem:
A\ k , 1
P(Z:m) — Z e_A-,—’-e_“-%:e_Ae_“- Z )\Jﬂk.w
jtk=m J- . jtk=m BV
LA , 1 m!
— W) NNy~
— e 7 . :
]Z;) Jim =) m!
I & (m)\ , (A4 p)™
I G ) I, N =i — =) AT
‘ m! ]Z;) ( ' ) a ‘ m!
= Po(A+p)

Tedy souc¢tem dvou Poissonovych rozdéleni je opét Poissonovo rozdéleni, pfi¢emz jejich parametry
se s¢itaji. Matematickou indukei mizeme toto tvrzeni rozsitit na libovolny pocet.

Vztah mezi exponencidlnim a Poissonovym rozdélenim. Pokud tedy sledujeme urdity jev,
jako napf. piijezdy automobiliu do kiizovatky, nebo piichody zdkazniku k obsluze, a délky intervalu
mezi piichody maji exponencialni rozdéleni, ma pocet udalosti za jednotku ¢asu rozdéleni Poissonovo.
(Tato vlastnost nés opét bude zajimat zejména v systémech hromadné obsluhy.)

D3 se Fict, ze parametr A charakterizuje provoz systému — tato interpretace nabude na vyznamu zejména v systé-
mech hromadné obsluhy.
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2.4.6 Erlangovo rozdéleni

Pokud sec¢teme dveé (nebo vice) veli¢iny s exponencialnim rozdélenim, dostaneme nikoli exponenciélni,
ale Erlangovo rozdéleni. Vezmeme tedy k veli¢in s exponencidlnim rozdélenim a jejich soucet YV =

Z X, ktery bude mit Erlangovo rozdéleni s k stupni volnosti, a pokusime se uré¢it funkeci hustoty a

dlstrlbucm funkci. Vyuzijeme k tomu Laplaceovy transformace, kterou jsme popsali v éasti 2.3.

Vime, ze hustota pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny, kterd je souctem jinych ndhodnych velicin,
je rovna konvoluci jejich rozdéleni; v Laplaceové transformaci pifechézi konvoluce vzori na soucin
obrazii, mame tedy:

X: flz)=X-e™™ F*(s) = SiA

Y. ? Fx(s) = (SiA)k

Pomoci pravidla o konvoluci funkef nynf zjistime vzor f(x) pro veli¢inu Y:

Lo AT ﬂ/\l’)k_l
fz) = A-e G—nr ¢ >0
0 x <0

a distribu¢ni funkce

Poznamka. FErlangovo rozdéleni ma smysl pro k& > 2; pro k = 1 ptechézi v rozdéleni exponencialni.
Sé¢itejme nyni nekoneéné mnoho nekoneéné malych veli¢in

f(l') _ rlu(rlux)T_l Lo THE

(r—1)!

tedy r — 0o a g — 0, a to tak, ze ru = konst. Dostaneme

o (5253)

a v Laplaceove transformaci spoc¢teme limitu

tedy distribu¢ni funkce (vzor) mé v bodé % tzv. jednotkovy impuls.

3 Nahodna cisla

V této ¢éasti se budeme zabyvat tim, jak ndhodné veli¢iny s ruznymi typy rozdéleni vygenerovat,
zpravidla na pocitaci, a také jak ovéfit, ze nase generovani funguje tak, jak ma.
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3.1 Generovani nahody

Zakladem pro nage generdtory bude generdtor rovnomérného rozdéleni R(0,1), tedy obvykly ge-
nerator poskytujici ndhodné éislo z intervalu (0,1). Takto vygenerované ndhodné ¢islo pak déle
zpracujeme podle pozadavku nasi aplikace. Napiiklad:

P(X =) pravdépodobnost, ze ndhodna veli¢ina nabude hodnoty ¢
P(X =3)=1 pii hdzeni kostkou
P(X =1¢)=10"' generovéan{ ¢islic, tedy ¢ = 0,1, ...,9

P#itom je z teoretického hlediska jedno, zda hovoiime o ndhodnych éislech, anebo éislicich; oboji
miuzeme vzajemné pirevést jedno v druhé.

3.2 Generovani ndhodnych ¢islic

Jak jsme si fekli, budeme nejprve hovoiit o generovani ndhodnych é&islic; popiseme jednotlivé metody,
které piichdzeji v ivahu.

3.2.1 Neprogramové generovani

Nejjednodussi metodou ,.generovani ndhodnych ¢éislic je mit tyto piipravené ve zvlastnim souboru
a postupné z néj ¢ist; vidime vsak, Zze tento pseudondhodny generdtor davd po kazdém spusténi
od zacatku stejné vysledky.

Proto si uvedeme na tvod napi. hdzeni kostkou pro vygenerovani ¢islice v Sestkové soustavé a
hod minci pro soustavu binarni. Vidime ale, ze tyto metody jsou technicky nepouzitelné.

Fyzikalni generator. Tento generdtor se skuteéné pouzival, a to ve druhé generaci pocitacii.
Princip spocival v tom, Ze se nechal bézet vyzafovaé c¢astic po dobu At na detektor, ktery se po
dopadu ¢astice preklopi vzdy do druhého ze dvou stavi (tj. po dopadu napf. péti ¢astic se preklapi
1,0,1,0,1,0). Pravdépodobnost, ze dopadlo n ¢astic, podléha Poissonovu rozdélent

P(X _ n) _ e—/\At . ()‘At)n

n!
a pravdépodobnost, ze ziskdme sudé ¢islo
o MY 1 1
P(2|X) = —AAL ( _ - —2xAt
@) =2 e ok 3 3¢

k=0

et 4e”*

— a odtud e % cosh x =

odvozeni jsme provedli pomoci funkce erbolického kosinu cosh & =
d ] p dli p { funkce hyperbolického kosi h
% + %6_21’); podobné zjistime pravdépodobnost lichého ¢isla

S ae, QAT

1
P(2 /rX):kZZ%e S 3¢

—2zAt

Ztejme je soucet téchto pravdépodobnosti roven jedné; aviak nemdme zarucenu tu vlastost, kte-
rou od generdtoru ndhodnych &islic pozadujeme — aby byly vsechny &islice stejné pravdépodobné!
Pravdépodobnost sudého &isla (tedy binarni nuly) je o e72"4% vatsi. Abychom doséhli stejné pravde-
podobnosti, museli bychom zvysovat At, ¢éimz by se generdtor netimérné zpomaloval, nebo zvysit A,
coz ovem snizuje spolehlivost.

Proto se tyto metody nadéle v praxi nepouzivaji.
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3.2.2 Metoda kvadratického stfedu

Jednou z klasickych metod je von Neumannova metoda kvadratického stiedu, kterou si nejlépe uka-
zeme na piikladu. Generuje postupné étyimistna ¢isla:

25897 = 06702921
70297 = 49406841
4068% = 16548624
54867 =

Posledni vygenerované ¢islo tedy umocnime na druhou, ¢imz vznikne osmimistné éislo (popi. dopl-
nime zepfedu nulami). 7 né&j vyjmeme prostiedni ¢tyicisli jako nové ¢islo. Precizné zapsano:

X? X?
o

107 103a

piicemz v naSem konkrétnim piipadé bylo a = 2.

Je ziejmé, ze po urcité dobé se &isla zacnou opakovat; perioda je rozhodné mensi nez 10 000,
v praxi pak podstatné mensi. My ale potiebujeme periodu co nejvétsi; proto ani tato metoda neni
pro praktické pouziti vhodna.
3.2.3 Kongruenéni metody

Tyto metody vyuzivaji poznatkii z teorie ¢isel. Generujeme celé ¢islo z intervalu (0, M) (tedy o de-
setinné ¢asti hovoifme jako o celém &isle). Obecné vzato pouzivame vztahu

Xn+1 = CloXn + Clan_l + ...+ ClnXo + b (mod M)
piicemz zpravidla vyuzivame pouze nékolik poslednich éisel, jako napi:
e Fibonacciho generdtor (je rychly):

Xn+1 = Xn + Xn—l (mod M)

e multiplikativni generétory:

Xpi1=a-X, (mod M)

e smiseny generdtor:

Xps1=a-X,+b (mod M)

Kongruenéni metody jsou rovnéz dobfe pouzitelné pii programovani generdtortu ndhody ve strojovém
kédu: modul M je dén siikou registri (tedy je roven 27, kde n je sitka registru v bitech) a operace
modulo se realizuje trividlnim zptusobem — co je navic, to pretece a ztrati se.
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3.2.4 Metoda Monte Carlo

je zalozena na opakovanych ndhodnych pokusech. Proto ji uvddime na tomto misté, prestoze nepatii
mezi generatory, ale naopak vyuzivd ndhodnych ¢isel k vypoétu, ktery by bylo velmi obtizné provést
pfimo.

Chceme napiiklad spoéitat f) 22 dx. (Tuto hodnotu dovedeme samoziejmé urcit zpameti; pred-
stavme si viak, Ze integrél je slozit&jsi a ze nejde spocitat analyticky viitbec.) Vime, ze plocha urcité
lezi ve ¢tverci omezeném pfimkami @ = 0, = 1 (ze zadan{ intervalu) a y = 0, y = 1 (ze spocitaného
maxima a minima na intervalu). Proto provedeme nésledujici véc: budeme generovat dvojice (x,¥)
z tohoto ¢tverce a budeme testovat, zda patii do nasi oblasti. Pokud provedeme n pokusu a m-krat
se ,trefime”, muzeme pii dostatecné velkém poétu pokusu prohlasit, ze plocha integralu je rovna
S =

Podobné 1ze samoziejmé pocitat i ndsobné integraly — napi. pro dvojny integral generujeme misto
dvojic trojice a opét testujeme.

3.2.5 SmiSené generatory

Smérujeme k vylepseni kongruenénich generatoru. Idea je takova, Zze se pokusime dvojim spusténim
generdtoru dostat ,ndhodné&jsi ¢isla. Avsak pokud bychom takto spustili jeden generétor, vysledky
nebudou nezavislé.

Pouzijeme proto generdtory dva: jeden generuje ndhodnd éisla s rozdélenim R(0,1) (z celého
intervalu), druhy mé rozdéleni R[0, 1,...,n — 1] (tedy generuje diskrétni hodnoty, indexy). Déle zalo-
zime n-prvkové pole, které zpoc¢atku zaplnime ¢&isly z intervalu (0, 1). Generdtorem indext vygeneruji
index, prectu pifslusny prvek pole a prepisu jej novym &islem generovanym z intervalu (0, 1).

Pouziti dvou kongruenénich generdtoriu dava dobré vysledky proto, ze plati

Véta. Necht nezdvislé ndhodné veliciny Y, Z maji rovnomérné rozdéleni R(0,1). Potom ndhodna
velicina X =Y + 7 (mod 1) mé& rovnéz rovnomérné rozdéleni R(0,1).
3.2.6 Neékteré pouzivané generatory

7 kongruenénich generétorii, které se pro své dobré vlastnosti skuteéné pouzivaji v praxi, uvedeme
alespoii nékteré:

X,1 = 65539 X, (mod 2°%) Xo musi byt liché; pouzivaji poc¢itace IBM
X, = X2+ X,_3 (mod 3137) vyhodou je rychlost

Xo1 = 8192-X, (mod 67099547) ma dlouhou periodu

Xps1 = 24298 - X, +9991  (mod 199017) pouzivaji napi. kalkulacky TI

Obecné se doporucuje, aby pro koeficient @ a modul M platilo zhruba a ~ /M.

3.2.7 Kongruence, prvociselné rozklady

V piedchozim textu jsme si ukdzali moznosti generovani ndhodnych ¢isel (éfslic) na zaklade teorie
¢isel, kokrétné kongruenci. Zde si uvedeme nékteré jeji vlastnosti.
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Definice 3.1
Definujeme relaci kongruence modulo M takto: dvé éisla jsou kongruentni, pravé kdyz jejich
rozdil je délitelny modulem. Piseme

a=1>b (mod M)**

Véta 3.2
Relace kongruence modulo M zavedenda v definici 3.1 je reflexivni, symetrickd a tranzitivni. Je
tedy relaci ekvivalence.

Véta 3.3

(i) Jellia=b (mod M)ac=4d (mod M), pak také a+c=b+d (mod M)

1)
(ii) jelia=b (mod M), pak a—b=0 (mod M)
1)
)

(iii) je-lia =0 (mod M), pak Mla

(iv) jelia=b (mod Mi)aa=10>b (mod My),paka=1> (mod NSN(M;y,Ms)) (NSN je nejmensi
spole¢ny néasobek)

(v) jsou-li moduly my,...,my po dvou nesoudélné a a = b (mod m;) pro kazdé i = 1,.., k, pak

a=>b (mod mims...my)

Definice 3.4
Necht m je pfirozené ¢islo. Pak zavedeme tzv, Eulerovu funkei p(m) jako pocet piirozenych ¢isel
mensich nez m, nesoudélnych s m. (Pro prvocislo p je p(p) =p —1.)

Véta 3.5 EULEROVA VETA
Jsou-li @, m nesoudélnd, pak a*™ =1  (mod m). 0

Uvazme nyni ¢islo a nesoudélné s modulem a zkoumejme, pro kterou jeho mocninu nastane a" =
1 (mod m). 7 Eulerovy véty vime, Ze toto pro koneéné n nastane; staci totiz polozit n = p(m).
Rovnost (kongruence) muze ale nastat difve: «® = 1 (mod m) a piitom n < m. Pak ¢&islo n je
exponent pifslusny éislu a; pokud dale ™ = 1 (mod m), plati n|N.

Véta 3.6
Pro kazdé pfirozené a existuje n tak, ze plati a” =1 (mod m)

Definice 3.7

Necht m je pfirozené &islo. Pokud pro &islo M plati, ze pro kazdé a je a™ =1

(mod m), pak
M navyvame univerzdlnim exponentem pro modul m.

Definice 3.8
Cislo a se nazyva primitivni koren modulu m, pokud prvni n, pro které a® =1 (mod m), je
rovno n = @(m).

50bvyklejsi byva zépis a = b; my se pridrzime a = b.
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Poznamka. Kazdy modul nemusi mit primitivni kofen.

Definice 3.9
Oznac¢ime nyni A(m) minimdln{ univerzalni exponent pro modul m; zfejmeé kazdy nasobek uni-
verzalniho exponentu je opét univerzdlnim exponentem:.

Véta 3.10
Necht (b, M) =1, necht a =1 (mod p) pro kazdy prvocinitel p prvoc¢iselného rozkladu ¢isla M.
Necht dadle a = 1 (mod 4), je-li M nasobek 4. Potom generdtor X, 11 = a- X, +b (mod M)

ma maximalni periodu M pro kazdé pocatecéni Xj.

Dukaz: Predpokladejme a = 1.
Je X, = Xo +nb (mod M); ukdzeme, ze perioda H = M.
Ptredpokladejme opak, tedy ze H < M.
Necht ng < M. Je

XO + nob = XO (mod M)
nob = 0 (mod M)
Protoze (b,M) =1, je ng =0 (mod M), tedy predpoklad neplati a H > M.
Piedpoklddejme naopak ¢ # 1. Mame

X, = a*Xg+a-b+b (mod M)
X, = a"Xo+ad" b+ ... +ab+b (mod M)

1
! b (mod M)

n

X, — a"Xo+ L=
a_

Hleddme tedy takové nejmensi n, ze X,, = Xy (mod M). Chceme dokazat, ze vztah pro X, je

ekvivalentn{ % =0 (mod M). Mame tedy

n

ClnXo + ¢

_ll-b—Xo = 0 (mod M)

1

a —

(a" = 1)(Xo(a—1)4+b) = 0 (mod M)

a jiz staci ukazat, ze d = (Xo(a — 1) + b, M) = 1. K tomu uvdzime prvociselny rozklad M = ﬁ pit.
=1
7 predpokladil véty mame a =1 (mod p;); odtud pak

(@=1) = 0 (mod p)
Xola=1) = 0 (mod p)
Xo(a—1) = 0 (mod pr...p,)

Pokud nyni pfedpoklddame d > 1, existuje v prvoéiselném rozkladu M prvoéislo, feknéme p; takové,
ze p1|Xo(a — 1), a tedy i p1|b. Ale (a,b) =1, a to je spor. Odtud d = 1.
Nyni dokdzeme, ze M je nejmensi takové n. Rozlisime tii piipady:

I. M = p®, kde p je liché prvocislo
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II. M —2¢
ML M = ] p
=1
Dokézeme pouze tvrzeni I, dalsi analogicky.
a=1 (mod M)= X, =aX,_1 + b(mod p) = (a — 1) X,,_1 + X,o1 + b(mod p) = a =1

Dalsi dukaz se opira o:

(i) n = p® spliiuje
(ii) n = p® spliiuje, prave kdyz n je ndsobkem H
(iii) n = p~! nespliiuje

Budeme déle potiebovat

L(ltay—1=3(")a

j=1
2. (1) =2()
3. jeli(a—1)=0 (mod M), pak lze psét a = 1 + kp® kde B> 1, (k,p)=1
Nyni dokdZzeme i. Dosadime do 3:

th kgggp“ — - k;ﬁi (p;) (kp’) = i (p ) (kp)'~

J=1 J

Zde pro 7 = 1 dostaneme p® — jasné. Pro j > 1 lze psat
P (P — 1) Brio
— (kp”)’
J ( Jg—1

a toto je délitelné p, nebot rozepsanim

p* (p =1 (p® =37 +1)

j G—1)..1

Jestlize j|(p® — 1)...(p~ — j + 1), pak j déli cely s¢itanec, jinak je j v prvociselném rozkladu p®.
Proj >2ap>2jep’~! > j. V prvoéiselném rozkladu é&fsla j se nemiize p vyskytnout v mocniné

vy$si nez 7 — 1. 7 toho, ze j déli ¢itatele jiz plyne dikaz 1.
Ad iii: vyraz se analogicky rozepise, viechny sé¢itance kromé jednoho jsou délitelné, tedy nespliiuje

(37). O
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Véta 3.11 )
Necht (a, M) = (Xo, M) = 1. Necht prvociselny rozklad ¢isla M je roven M = 2% [] P kde
=1

p; jsou navzajem ruznd lichd prvocisla. Polozme

Mp') = TN p—1) pliche

1 a-01
2072 a4 > 2

Necht a”™ # 1 (mod p;" ) pro0 < n < )\(pfi), necht a = 1 (mod 2),a = 3 (mod 4), a = 3nebo 5 (mod 8).

Potom perioda generatoru X, .1 = a- X,, (mod M) je nejvétsi a je rovna
AM) = NSDA2"), My ), s A(p7))

Dukaz: je zalozen na pojmu maximalni univerzalni exponent. a

3.3 Testovani hypotéz

Uvedli jsme si tedy moznosti, jak generovat ndhodné éisla. Nyni stojime pied problémem, jak ovéfit,
ze generator je dobry. Budeme se tedy zabyvat tzv. testovanim hypotéz, které maji samoziejmeé irsi
uplatnéni.

Provadime jednak testy vyznamnosti, kdy zndme typ rozdéleni a zkoumdame jeho parametry, déle
pak tzv. testy shody, kdy naopak zkoumame typ rozdéleni.

Myslenka je takovd, ze nechame generdtor pracovat po urcitou dobu, a potom testujeme vysledek.

3.3.1 Zakladni pojmy

Vypoéteme z vygenerovanych dat aritmeticky primér py = X = % - >~ X;. Nastdva otdzka, zdali je
toto ¢islo dobrym odhadem st¥edni hodnoty p.
Hovotime pak o hypotézach:

Ho: p = po tzv. nulova hypotéza
Hi: p # po tzv. alternativni hypotéza

Nasim ikolem tedy bude rozhodnout se pro jednu z téchto hypotéz. Provedeme tedy test, na jehoz
zékladé pak hypotézu zamitame (nevyhovuje testovacimu kritériu), resp. nezamitame.'®

P#i testovani se pfitom muzeme dopustit chyby, a sice:
chyba 1. druhu - hypotézu Hy zamitneme, ackoli je spravna
chyba 2. druhu - hypotézu H; nezamitneme, ackoli spravné neni

Test pfitom provadime na uréité hladiné vyznamnosti «, coz je pravdépodobnost chyby 1. druhu.
(Pravdepodobnost chyby 2. druhu pfitom musi byt minimalni.)
Nyni je tieba urcit testovaci kritérium.

16Rikdme, 7e pouze hypotézu nezamitdme, nikoli ze ji prijmdme; hypotéza se pouze pii daném testu neukdzala jako
nepiipustna.
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P#iklad 3.1

Méjme generdtor normélniho rozdéleni N(u,o?). Typ rozdéleni (normélnf) a rozptyl o? zndm,
chei ovéfit sttedni hodnotu.

Vygeneruji tedy éisla 21, ..., zx; pokud potom X > k (kde k je testovaci kritérium), pak zamfité-
me Hy, pokud X < k, pak Hy nezamitame.!”

Jak uréime k:

e Kazdé z; podléhd normalnimu rozdéleni N(ug,c?).

e Aritmeticky primér X méa rozdéleni N (po, %)

e Veli¢ina \/n - @ ma rozdéleni N(0,1).

Nyni uréime ¢éislo u(a), které ndhodné velic¢ina s rozdélenim N(0, 1) prekroéi s pravdépodobnos-
t{ a. Protoze 1 — Flu(a)] = a, je u(a) = F~*(1 — «); tuto hodnotu nazyvame kritickou hodnotou
rozdéleni N(0, 1) na hladiné vyznamnosti o (kvantil). P¥itom F~! je tzv, kvantilova funkce (inverzn{
k distribu¢ni) a byva tabelovana.

Testovaci kritérium tzce souvisi s kvantily:

g

P(sz)P[ﬁ X —po) >\/n- i ”O)]l—F(ﬁ-M)

Ma-li byt P(X > k) = «, musi byt

\/gw — FY(1-aq)

g

a odtud
o-u(a)

kiﬂo+7

Tim jsme nalezli testovaci kritérium. Celkoveé tedy:

X > po + \/(—) hypotézu Hy zamitame na hladiné vyznamnosti «

X < po+ U\u/(—) hypotézu Hy nezamitdme na hladiné vyznamnosti «

3.3.2 Test dobré shody

Test y? dobré shody se pouZivé zejména pro test shody, tedy pro test typu rozdéleni. Spoéiva v tom,
ze soucet kvadratii n veli¢in s normalnim rozdélenfm ma y?-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti.
Test se provadi nasledovné:

1. uréime néjakou veli¢inu X s rozdélenim y2_,

2. hypotézu zamitneme na hladiné «, pokud plati y* < x2_, (1 — %) nebo x* > y2_, (%)

o

hypotézu nezamitame, je-li Y2_, (1 — %) <xP< i, (5)

17Jedn4 se o tzv. jednostranny test.
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3.3.3 Kolmogoroviv—Smirnoviv test

Mame ndhodnou proménnou, jeji (teoretickou) distribuéni funkei F'(X') a empiricky naméfenou dis-
tribu¢ni funkei £,(X).
Testovaci kritérium /n - D,, mé Kolmogorov-Smirnovovo rozdéleni a plati
lim P(v/n-D, < X) = Fgs(X)
kde D,, = sup|F(X) — F.(X)|.
Pokud Fgs(y/n-D,) > 1 — a, hypotézu zamitdme na hladiné viznamnosti a.

3.3.4 Frekvenéni test

Obor hodnot rozdélime na N intervali, spo¢itame pocty cisel, které do jednotlivych intervalu spa-
daji, a poté ovéfujeme rovnomeérnost rozdéleni ndhodnych éisel. Testujeme tedy, zda x € (o, 3)
s pravdépodobnosti p(f) — p(a).
Oznaéme nyni o; ocekdvany pocet ¢isel v intervalu ¢, e; pak pocet skuteény. Polozme dale
N
- Z (0; —¢;)?

71=1 0-]
a na tuto veli¢inu pouzijeme test dobré shody.

Ptiklad 3.2
Testujeme tfi generdtory A,B,C, kazdym z nich vygenerujeme 100 ¢&isel z intervalu (0,1) a
testujeme hypotézu, ze se jedna o rovnomérné rozdéleni. Udaje usporddame do tabulky:

12 3 4 5 6 7 8 9 10 2
gener. A 9 10 11 11 10 9 9 10 11 10 0,60
gener. B 5 7 8 12 18 17 13 11 5 7 21,67
gener. C 8 7 12 8 13 12 13 7 8 12 6,00

interval ¢.

Test provedeme na hladiné vyznamnosti o = 0,05. Dostaneme x?(0,975) = 2,7, x*(0,025) = 19,0,
tedy generatory A,B na zakladé frekvenéniho testu zamitame, C nezamitame.

3.3.5 Test ndhodnosti vyskytu ¢islic

Generujeme posloupnost dekadickych éislic, a zajima nas, jakd je pravdépodobnost, Ze mezi dvéma
stejnymi éislicemi je pravé k éislic jinych. Tato pravdépodobnost ma ziejmé geometrické rozdélent
pr = P(X = k)=0,9-0,1

Daéle pouzijeme Kolmogorov-Smirnovuv test: spo¢teme pro jednotliva k pravdépodobnosti i hod-
noty distribu¢ni funkce (prakticky vzato po jistou ,rozumnou hodnotu k), s pouzitim relativnich
cetnosti spocteme experimentéalni pravdépodobnosti, ziskdme pj, F'(k). Nyni najdeme maximalni
rozdil a porovname s kvantilem.
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3.3.6 Poker test

Timto testem zkoumame skuteéné to, jak ,vhodny* by zkoumany generator byl pro popularni ka-
retni hru: testujeme posloupnosti ¢islic rozdélené na pétice. Uvazme tedy pétici (a, b, ¢, d, e), kde
a,b,c,d,e € {0,1,...,9}. Mohou nastat tyto piipady s témito pravdépodobnostmi:

[. abede  vsechny é&islice jsou ruzné  0,3024

I1. @abed  jedna dvojice 0,5040
ITI.  aabbc  dveé dvojicky 0,1080
aaabe  trojicka 0,0720

IV. aaabb fullhouse 0,0090
aaaab poker 0,0045

V. aaaaa (pro &slice to mozné je)  0,0001

7 téchto pravdépodobnosti pak spoctu ocekavané cetnosti, spoc¢tu skutecné (experimentalni) cetnosti
jednotlivych skupin a provedu y*-test.
Pravdépodobnosti jsme pfitom snadno uréili pomoci elementarni kombinatoriky.

Poznamka. Pro pouziti y?-testu je tieba, aby v kazdé skupiné (podle poé¢tu riiznych ¢&islic) bylo
alespon pét pétic, tedy celkem musime vygenerovat 20000 pétic.

Pravdépodobnost se piitom spocte jako

d(d—l)..;l(kd—r+1)‘{l:}

kde {f} je tzv. Stirlingovo &islo:

Definice 3.12
Stirlingovo éislo {f} je pocet moznosti, jak rozdélit & prvkia pravé do r neprazdnych disjunktnich
podmnozin. a

Stirlingova ¢isla se daji generovat podobnym zpusobem jako ¢isla kombinaéni: zatimco (Z) =

(n;l) + (2:1)7 Je {ZL} = m: {n;bl} + {:L__ll}, dale {g} = 1, {?} = 1. Odtud jiz vyjdou hod-
noty pravdépodobnosti.

3.3.7 Test vyskytu dplnych sad ¢islic

P#i tomto testu zkoumdme, jak daleko musime jit, aby ve vygenerované posloupnosti byla kazda
¢islice zastoupena aspon jednou. (Tak napt. v posloupnosti 1321407315648092345... je
r=15.)

Dostdvame tak délky posloupnosti; zajima néas pravdépodobnost, s jakou méa posloupnost délku
prave r:

e pro d <r <t dostaneme

-2
Pr="g " \d-1



3 NAHODNA CISLA 45

e pro delsi posloupnosti pak
B d! t—1
w1 )

Toto jsou teoretické pravdépodobnosti; pii testovdni dostaneme experimentdlni, pak pouzijeme Kol-
mogorov—Smirnovuv test.

3.3.8 Test minima a maxima

Na ¢isla se nedivime jako na posloupnosti ndhodnych éisel: vygenerujeme ¢t N-tic éisel

{r§1)7rg1)7 “‘7r§\17)}7 {7"§2)7 “‘77,.5\3)}7 ety {Tét)? 77,.5\2;)}

a uréime ndhodnou veli¢inu

m; = max rl(»])
K3

Déle mame distribuéni funkei (teoretickou) F(x) = 2V (pro = € (0, 1)), tu srovname s empirickou a
pouzijeme Kolmogorov-Smirnovuv test.

Analogicky lze testovat minimum: 4

m; = mjin rz(»])

a distribu¢ni funkce

F(:Jc):l—(l—x)N

3.4 Generovani ndhodnych veli¢in

Ukézali jsme si tedy postupné, jak vygenerovat nahodné ¢&islo (éfslici) s rovnomérnym rozdélenim
R(0,1), uvedli jsme si rovnéz ¢ast teorie ¢isel, o kterou jsme se opirali, a také jsme si ukdzali, jak se
da testovat spravnost nasich generdtori. Nyni se dostavdame k tomu, k ¢emu celd kapitola sméfovala,
a sice ke generovani ndhodnych veli¢in riuznych typu rozdéleni.

3.4.1 Metoda inverzni transformace

V této metodé vyuzijeme popis ndhodné veli¢iny pomoci distribuéni funkce, resp. pomoci funkce k ni
inverzni — F'~'(y). Néhodné zvolime (vygenerujeme) ¢islo y a spoéteme F'~'(y). To je samozfejmé
mozné jen tehdy, pokud 1ze inverznf funkei k distribuéni nalézt. (Napft. takto nemizeme vygenerovat
néhodné rozdéleni — vime, ze kvantilova funkce F~'(y) byva nejcastéji tabelovana.)

Ptiklad 3.3

Pokusime se pomoci metody inverzni transformace vygenerovat exponencidlni rozdéleni.

Mame distribuéni funkei F'(x) = y = 1—e™* a funkeci inverzni x — —ﬂ&;yl. Vezmeme tedy funkei
z = —lnTl’. (Pfitom vime, Ze A je tzv. koeficient pFeskoku a ze nés systém ma vlastnost bezpamétovosti

(kompetitivn{ inhibice); kdy pieskod¢i, to zavisi na veli¢iné s exponencidlnim rozdélenim.)

d
/—x:lnx
T

Jak nyni vypocteme In x: je totiz
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a ddle mame soucet geometrické fady

— 4o+ +22+ ...

1l —=a

ktera konverguje pro |x| € (0,1). Protoze tato fada je absolutné konvergentni, muzeme ji integrovat
¢len po ¢lenu

In |1 | = +x2+x3+
n | =2 5 3
a ddle mame
i I, 3
S TR T

ktera konverguje rychleji (a navic konverguje pro kazdé x € R). Pro |z| > 1 pak dostanu In H;—i

In|l — 2|+ In|l + 2|, odtud tedy vypocteme ¢islo x a logaritmy secteme.

3.4.2 Zamitaci metoda

Mame interval (a,b), funkci hustoty f(x) a jeji maximum na tomto intervalu — ozna¢me M. Vyge-
nerujeme dvé ndhodnd ¢&sla rq,re, poté uréime « = (b—a)ry +a ay = M - ry (tedyse ,trefujeme”
¢islem x do intervalu < a,b > a ¢islem y do < 0, M >). Rozhodneme se nyni podle toho, zda
y < f(x): jestlize tento vztah plati, pfijmeme hodnotu x za ndhodnou veli¢inu, v opa¢ném piipadé
¢isla r1, 79 ,,zahodime™ a generujeme znovu.

3.4.3 Interpolaéni metoda

Tuto metodu vyuzijeme, pokud je funkce hustoty (resp. distribuéni funkce) zadéna tabulkou

T ‘ anq (8% (7%

F(:z:)‘F(ozl) Flaz) ... F(an)

a mame vygenerovat spojitou ndhodnou veli¢inu. Vygenerujeme tedy ¢islo r a zjistime x pfes interpo-
la¢ni pfimku — z podobnosti trojihelnikia. Pokud jsme tedy vygenerovali ¢islo r € (F/(a;), F(ait1)),

mame
r—a; Qi — @

r—F(ei)  Flag) — F(a)

a po tpravach dostaneme
i1 — Oy

Flaiz) = Fle)

r=o;+ (r—Flay)) -

coz je hledané ndhodné ¢&islo.

3.4.4 Normadalni rozdéleni

Nyni se pokusime generovat ndhodnou veli¢inu s normalnim rozdélenim. K tomu ndm poslouzi

Véta 3.13 CENTRALNI LIMITN{ VETA

Necht X7, X5, ... jsou nezavislé ndhodné veli¢iny se stejnym rozdélenim, které ma stiedni hod-
notu p a (koneény) rozptyl o. Oznac¢me ¢, = \/Lﬁ (Xi+ Xo+ .o+ X, —n-p)pron =1,2,... Pak
¢, konverguje v distribuci k rozdéleni N(0,0?). O
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Nyni vyuzijeme centralni limitni véty k sestrojeni generdtoru ndhodné veli¢iny s normalnim rozdéle-
nim N(u,o?).
Jestlize generdtor ndhodnych ¢isel generuje rozdéleni R(0, 1), pak jeho stfedni hodnota je E[X]| =

% a rozptyl % = 11—2 Sec¢tenim n hodnot dostaneme ndhodnou veli¢inu Y X, se stfedni hodnotou
=1

n 2

E[X]| = 2 a rozptylem o

- = 15. Odtud pak dostaneme, ze

12 n n
e ()

konverguje k N(0,1). Pro praktické pocitani je vhodné volit napt. n = 12 (popf. n = 144, ale to
12
je diky generovani vice hodnot pomalejsi), pak mame vztah Yo = 3> X; — 6, resp. YV =Yz -0 + p,
=1
které jiz dava rozdéleni N(p, o).
Nastava ovsem ndsledujici problém: jak jisté snadno nahlédneme, tento generator nikdy nevypro-

dukuje hodnotu mimo interval (—6, 6) — ,,chvosty* normélniho rozdéleni. Ty pak musime aproximovat
napi. takto:

1. Z, =Y, + 2(1)—n Y2 —3-Y,], ktery jiz pro n = 5 dobfe aproximuje normaln{ rozdéleni, nebo

2. pouzit vztahy

Ly = \/TH)Q'SHIQTFX;
Loiy1 = \/TD)Q'COSQT&'X;

kde pfitom pro X;, X! pouzijeme dva riizné generdtory, napi-.
Xi+1 — 5XZ (mod 235)
L= 131X (mod 2%)

3.4.5 Geometrické rozdéleni

Mame geometrické rozdéleni Ge(p) dané vztahem P(X = x) = p - ¢*, kde ¢ = 1 — p; nasi snahou
bude vygenerovat ¢islo z.

Zajisté nas napadne trivialni algoritmus — pomoci iterace: v kazdém kroku vygeneruji r a zkou-
méam, zda r > 1 — p: pokud ano, ddm na vystup pocet iteraci jako x, jinak pokracuji ddl (nastal
netspéch) a zvétsim o jednicku pocet iteraci. Obecné potfebuji v praméru % + 1 iteraci, ale muze se
stat, ze generovani bude probihat potencidlné do nekonec¢na. Je-li p malé, pocet iteraci roste; v tom
piipadé pouzivame vztah

llog r]
T =
log g

kde r je vygenerované &islo.

3.4.6 Binomické rozdéleni

Generovat binomické rozdéleni Bi(n, p) vygenerujeme nejsnaze podle jeho definice — pocet ,ispéchu
po provedeni n pokusu. Vygenerujeme tedy n ndhodnych éisel, testujeme, zda r < p, pokud ano,
piicteme jedni¢ku k ¢éitaci uspéchi, jehoz hodnotu nakonec prohldsime za veli¢inu s binomickym
rozdélenim.
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3.4.7 Poissonovo rozdéleni

Vime, 7ze Poissonovo rozdéleni ma pocet udalosti v urcitém intervalu (pevné délky), pokud casové
intervaly mezi udélostmi maji rozdéleni exponencidlni. Proto by se dalo generovat Poissonovo rozdé-
leni tak, ze postupné generuji veli¢iny s exponencidlnim rozdélenim (jak jsme si jiz ukdzali), s¢itdm
je tak dlouho, az v sou¢tu ptrekro¢i onu pevnou délku intervalu, a pocet iteraci prohldsit za veli¢inu

s Poissonovym rozdélenim.
1

. R . . . A ‘ .
exponencialni rozdéleni (pouzili jsme inverzni transformaci). Pokud povazujeme délku toho intervalu

Tato metoda je vsak neefektivni: proto vytvoiime nejprve proménnou y = —5 - Inr, které ma

za jednotkovou, dostdvame!'®
T r+1
ot <1< >
1 T 1 r+1
——-Zlnri < 1 < ——-Zlnri

A =1 A =1

T r+1
Z Inr, > =X > Z Inr;

r+1

T
H ro> et > H r;
=1 =1

Podle tohoto vztahu jiz poéitame x: vyjdeme z jednicky, ke které postupné piindsobujeme vygene-

A

rovand nahodnd ¢isla r;, az dostaneme ¢islo mensi nez e=*; vysledkem je pocet ndsobeni. (Vyhodou

je fakt, Ze jsme se touto dpravou zbavili jinak nepifjemnych logaritmi.)
3.4.8 Obecné metody generovani

Nyni si rozmyslime, jak vygenerovat ndhodnou veli¢inu s obecnym rozdélenim, které neodpovida
zédnému z popsanych typi — funkce pravdépodobnosti je napi. zadana tabulkou:

2 7 11 14
0,23 042 0,30 0,05

Zi
Pi

Zde mame dvé moznosti:
e bud vygenerujeme &islo a rozhodneme se — je-li r < 0,23, polozime = 2 atd.,

e nebo vytvoiime pole o sto prvcich, do jehoz prvnich 23 prvka dédme 2, do dalgich 42 ddme 7
atd., pak jen vygenerujeme ¢éislo r € (0, 1), vyndsobime jej stem, tim dostaneme index do pole
a piec¢teme vysledek.

Metoda pouzivajici pole je samoziejmé rychlejsi (zejména je-li pravdépodobnost v tabulce dana pro
vice hodnot a rozhodovani by bylo pomalé), aviak nastava problém s paméti, zvldsté je-li pravdépo-
dobnost uddna napf. v tisicindch (a jemnéji). Mame-li napi. tabulku

2 7 11 14
0,307 0211 0,179 0,303

Zi
Pi

18Proménnd X mé Poissonovo rozdélenf — tu generujeme.
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pak provedeme nésledujici kroky: vypocteme

mi= 9 ... sectenf ¢fslic na misté desetin

me= 8 ... secteni ¢&islic na misté setin

m3=20 ... sectenf ¢&fslic na misté tisicin

>=37 ... atoto je rozmér pole, které potiebuji

Nyni vytvofime ono 37-prvkové pole. V ném prvnich devét prvki odpovida desetinam ¢isla r, dalgich
osm setindm, a poslednich dvacet tisicindm. Pole A tedy vypadé nasledovné:

4 5 6 7 8 9 10

0 3
2 77 11 14 14 14 7 11

1 2
2 2
Nyni vygenerujeme ndhodné ¢islo, které rozdélime na desetinné éislice

r = [(1 . 10_1 -+ [(2 . 10_2 -+ [(3 . 10_3 (‘\*)

a vytvoiime vysledek (pro pravdépodobnosti v tisicinach)

A(I(l) je—li [(1 < my
A(l() . [(1 ‘\*[(2 —9. ml) je—li 10 -my < 10 - [(1 ‘\*[(2 <10 - my +m2
A(K —99-mq1—9-my) jinak; pfitom K =100 Ky + 10 - Ky + K3

Podobné by se postupovalo, pokud by byly pravdépodobnosti uréeny na vice desetinnych mist.

4 Markovovské procesy

4.1 Markovovské fetézce

Na tdvod kapitoly o Markovovskych fetézcich si uvedeme piiklad, pomoci néhoz si piiblizime pojmy.

Predstavme si hippieho (héska, tuldka, somrdka, pobudu...), ktery cestuje stopem do rtuznych
mést. V ¢ase t = 0 se nachdzi v jednom uréitém meésté. Uvazujeme pfitom o konecném poctu mést,
do nichz se muze dostat. Pfitom to, do kterého mésta dale cestuje, zalezi na pocasi, ndladé, atd.,
tedy pro nas budou tyto jevy ndhodné. Budeme vsak predpoklddat, ze zndme pravdépodobnosti, se
kterymi se v urcéity okamzik dostane z jednoho mésta do druhého. Tyto pravdépodobnosti pfechodu
budou pfitom v ¢ase neménné, tedy systém je homogenni. Necht se hippie nachdzi na pocatku
v mésté 0 a necht jsou dalsi dvé mista, kam se muze dostat (viz obrazek 5). Pravdépodobnosti
prechodu budou tyto: pg; = %,poz = i,plo = i,plg = %,pzo = i,pgl = i,pzz = % Zkusime
nyni spocitat pravdépodobnosti 71'2(”), s nimiz se nachdzi n-ty den v mésté 7, a to potencidlné az ,,do
soudného dne* — do nekonecna:

n 0 1 2 3 4 .. 00
)1 0 L 0187 0203 .. 0,20
o0 2 L0359 0254 .. 0,28
a0 L L0454 0543 .. 0,52
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3/4

14

14 3/4
14
va

12

Obrézek 5: Cestujici hippie

Vsimnéme si, Ze v nekone¢nu (resp. po dostateéné dlouhé dobeé) nezélezi na pocdtecénim stavu:
nas systém se stabilizoval a muzeme tedy spocitat pravdépodobnosti pg, p1, p2, se kterymi se hippie
nachézi v jednotlivych méstech. Dostaneme tak homogenni systém linedrnich rovnic

Po ipl + ipz
P %po + ipz
D2 ipo + i}h + %pz
ktery dale upravime na
4po — p — ps = 0
—3po + 4pr — p2 — 0

0

a piiddme dodatec¢nou podminku, aby systém byl jednoznacné fesitelny, a aby &isla po, pr, p2 byly
pravdépodobnostmi

—po — 3;m + 2ps

Regenim tohoto systému jsou pak pravdépodobnosti, které jsme si oznadcili jako ﬂ'l(oo).
Méame tedy nésledujici rovnice, které upravime a provedeme limitni pfechod:

Ty — 7.y
ﬁ(n+1) _ W(n)'p
ﬁ(n+1) _ 7T(o)_pn

lim T = i T p
0 - Mp

Pokud nynf uvdzime posloupnost mést, v nichz se hippie nachdzi (posloupnost stavi systému),
mame posloupnost {X;} ndhodnych veli¢in. MiZzeme se na ni divat rizné — napi. jako délku fronty
v urc¢itém systému hromadné obsluhy; jeji pribéh (napi. 010 2 1 2 2...) je ndhodny, nazveme tedy
tuto posloupnost stochastickou.
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4.2 Diskrétni markovovské retézce

4.2.1 Definice pojmi

Definice 4.1
Diskrétni Markovovsky fetézec je posloupnost ndhodnych veli¢in {X;}, pro kterou plati

P[Xn — ]|X1 — il,XQ — iz, ---aXn—l — in—l] — P[Xn — j|Xn_1 — in—l]

a to pro kazdé n a pro kazdé 11 < 15 < ... < 1,,.
Slovni vyjddieni definice: znalost nékolika minulych stavii ndm davd stejnou informaci, jako
znalost stavu posledniho. Budoucnost je zavisla pouze na piitomnosti.

Definice 4.2

Uvéazime nyni cas jako diskrétni veli¢inu, a oznacime p;; pravdépodobnost piechodu ze stavu :
do stavu j (v urcitém kroku). Pravdépodobnosti prechodu se pfitom mohou ménit — pak hovoifme
o nehomogennich fetézcich; pokud se nemeéni, nazyvame fetézec homogenni.

Definice 4.3
Mé&jme Markovovsky fetézec s mnozinou stavic A = {Fy, E4,...}. Je-li |A] < oo, Fikdme, ze
piislugny Markovovsky fetézec je koneény; v opa¢ném piipade, tedy pokud |A| = oo, hovoiime

o nekonecném fetézci.

Definice 4.4
V Markovovském fetézci zavedeme pravdépodobnosti (jednokrokovych) prechodu takto: P|X, =
J1 X1 = ¢] = p;;. PFitom u homogennich fetézct nezavisi tyto pravdépodobnosti na indexu n.
Déle definujeme vicekrokové piechody:

1
pg]‘) = Pij (17)
m . . m—1
i = PlXa =1 =il = P ey (2 2) (1)
k
Vsimnéme si, ze vicekrokovy ptechod je interpretovan jako ptechod ptes libovolny jiny stav k, prav-
dépodobnosti jsou sec¢teny.

Definice 4.5

Mnozina stavit A1 € A se nazyva uzaviend, pokud z ni neexistuje pfechod (ani jedno-, ani
vicekrokovy) do stavu z mnoziny A{ = A — A;.

Stav F; se nazyva absorbujici, pokud mnozina {F;} je uzaviend, jinymi slovy, p; = 1 (tedy ze
stavu nenf tniku, je to jakdsi ,cernd dira®).

Definice 4.6

Markovovsky fetézec se nazyva reducibilni, pokud existuje vlastni uzaviend podmnozina mnozi-
ny A (tj. tuto mnozinu stavu lze sledovat zvlast).

Analogicky fetézec je ireducibilni, pokud kazdy stav muze byt dosazen z libovolného jiného, tedy

(mo(d.5)) > 0.

g

pokud Vi, 7 : Imo(e, ) : p
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Definice 4.7
Oznaéme nyni f](n) jako pravdépodobnost, ze prvni ndvrat do stavu E; se objevi pfesné n takti

po opusténi F;. Daéle oznacime f; = 3 f](n), tedy pravdépodobnost, Ze se do stavu viibec vratime.
n=1

Nyni
e pokud f; = 1, nazveme stav E; rekurentni,
e pokud f; < 1, nazveme stav F; tranzientnd.

Stredni dobu rekurence stavu E; definujeme jako

df n
M]:an]()
n=1

piicemz pokud je M; = oo, je stav E; rekurentné prazdny, zatimco pro M; < oo se nazyva rekurentné
neprazdny.

Definice 4.8
Stav E; nazyvame periodicky, je-li ndvrat do E; mozny pouze po v, 27,37, ... krocich (y > 1).
Je-li ndvrat mozny kdykoliv (tedy plati-li to i pro v = 1), nazyva se stav aperiodickyj.

Definice 4.9

Stav FE; se nazyva ergonicky, pokud je zaroveil aperiodicky, rekurentni a rekurentné neprazdny
(tedy fj =1, Mj <00, Y = 1)

Markovuv fetézec je ergonicky, pravé kdyz je kazdy jeho stav ergonicky.

Poznamka 4.10
Uvazme nyni systém rovnic

T 2mipigs J 0,12 (19)

Z T = 1
J
Vyslovime nyni o ergonickych fetézcich nékolik tvrzeni:

Véta 4.11
Plati:

1. Vgechny stavy kone¢ného aperiodického ireducibilniho Markovovského fetézce jsou ergonické.

2. Ireducibilni aperiodicky Markovovsky fetézec je ergonicky, jestlize systém 19 m4 nenulové te-
seni, pro které plati ) |7;| < oo.
J

3. Limity 7; ergonického fetézce, které se nazyvaji pravdépodobnosti rovnovdiného stavu, nezdvisi

(0)

na pocdtecni hodnoté m;



4 MARKOVOVSKE PROCESY 53

Véta 4.12
Stavy v ireducibilnim Markovovském fetézci jsou vSechny bud’ tranzientni, nebo rekurentné
prazdné, nebo rekurentné nepréazdné; pokud jsou periodické, maji stejnou periodu ~.

Véta 4.13
V ireducibilnim aperiodickém Markovovském fetézci existuji limity 7; = lim F;n) nezavislé
na F;O). Navic bud’
a) viechny stavy jsou tranzientni nebo rekurentné prazdné a w; = 0 pro kazdé j a neexistuji

staciondrni distribuce pravdépodobnosti (systém se neustéli)

b) vsechny stavy jsou rekurentné neprazdné, a pak 7; > 0 pro kazdé j, navic 7, je staciondrnf

distribuce pravdépodobnosti, pro niz plati =; = kde M; je stfedni doba rekurence).

1
i (
4.2.2 Chapman—Kolmogorovovy rovnice

Pravdépodobnost, Ze systém zustane ve stavu F; piesné n krokiu po prechodu do E; je rovna P =
(1 — pi) - p, podléhd tedy geometrickému rozdéleni.

Snadno rovnéz spoc¢teme pravdépodobnost p;;j(m,n) jako pravdépodobnost prechodu, kdy v m-
tém kroku je systém ve stavu ¢ a v n-tém kroku ve stavu j:

pis(mon) = Y PIXy = AX, = KX, =i

k
— SP[X, = kX, =] PIX, = X =i A X, = k]
k

=P[Xp=j|Xq=Fk]

Odtud jiz dostaneme rovnice popisujici systém — Chapman—Kolmogorovovy rovnice:

pij(m,n) = Zk:pik(ma q) - prj(q,n) (20)

Vytvoime nyni matici H(m,n) = [p;;(m,n)|, P = |p;j(m,n+1)]; dédle H(m,n+1)= P a H(m,m +
n) = P". Odtud dostaneme Ch-K rovnice v maticové forme:

H(m7n) - H(m7Q) ) H(Qvn) (21)

Poznamka. Cislo ¢ v rovnicich 20 a 21 piitom volime libovolné mezi m a n, nejsnaze m + 1 nebo
n — 1. Dostavame potom

g=n—1 H(m,n)=H(m,n—1)-P Ch-K rovnice dopiedu
g=m+1 H(m,n)=P-H(m+ 1,n) Ch-K rovnice dozadu

4.3 Markovovy procesy

Nyni nechdme ¢as téci spojité a budeme pocitat ,spojité” pravdépodobnosti. Nejprve si zavedeme po-
jem Markovovského procesu, ktery ma stejnou vlastnost bezpamétovosti jako diskrétni Markovovsky
fetézec:
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Definice 4.14
Néhodny proces X () tvori Markovovsky proces se spojitym ¢asem (Markovovsky proces), pokud
pro kazdé n a pro kazdou posloupnost 1,15, ..., 1,11 takovou, ze t; < ty < ... < t,.1 plati:

P(X(tp1) =71 X(t1) =ta A X(t2) =12 A e A X (L) = 1) = P(X(tny1) = 7|1 X (t0) = 10)
Ekvivalentné 1ze napsat

P(X(t)=g|X(r)promn <7< <t)=P(X(1)=j|X(r2))

4.3.1 Pravdépodobnosti pifechodu

Ve stavu E; musime mit nyni distribuci pravdépodobnosti zdvisejici jen na F; a ne na tom, jak dlouho
jiz systém v tomto stavu je. Mé&jme tedy

Plri>s+tln> s 2 )

pritom
Plr; >s+tnm > s

Plri> s+ tln > s] = Pl > 5]

déle vzhledem vztahu pro podminénou pravdépodobnost P(A|B) = ﬂ},fzﬁTJfl dostavame dpravami

Pl >s+t] = Pl >s|-h(t)
Plr; > s+t] = Plr>s|- Pln >t
Déle plati P|r; > t|] = h(t), protoze pro s = 0 je P[r; > 0] = 1. Mame tedy

d d

— Pl >t = —(1=Plr; <t
gllni>t = Z - Pln<t])
:f‘ri (t) :f‘ri (t)

Plizs 0y o) P>

ds
t dP[TZ > t] /t
el LR B (0
o Plr>t] ofl()
InPlr, >t] = —f.(0)-¢
Plr, > t] = eI (0)t
%P[Ti >t = —fr(0)- eI

a dostavame tak exponencidlni rozdélent

Fr(t) = fr(0) - 7/ (O (22)

Nyni zavedeme pravdépodobnosti p;;

pii(s,1) L P[X(t) = j|X(s) = ]
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piicemz plati

pw@ﬁ):é;mﬁ&UWPMWJ)

Zapsédno maticovou formou pak
df
H(Svt) - [pij(svt)]
a opét plati H(s,t) = H(s,u) - H(u,t). Dale pak plati H(t,t) = E (jednotkovd matice, pokud
nedochazi ke zménam).

Definice 4.15
Zavedeme nyni matici P(t) = |p;;(t,t + At)] a provedeme limitn{ pfechod At — 0. Dostaneme

o bl A

) Jim,

a toto ¢islo nazveme intenzitou piechodu ze stavu ¢ do stavu j.
Déle zavedeme intenzitu vystupu ze stavy ¢

Pii t,t + At)—1
() — Pl )

At
a matici P(t) 5
Q(t) - Al}sr—{lo At

(jinak zapsdno, Q(1) = [¢;;(1)], a to véetneé ¢;;(1)); piitom plati, ze 3 ¢;;(t) = 0.
j

4.3.2 Chapman—Kolmogorovovy rovnice.

Méame tedy matice H, pro které plati

H(m,n) = H(m,n—1)-Pn—1)
H(m,n)— Hm,n—-1) = Hm,n—1)-Pln—1)—H(m,n—-1)=H(m,n—1)-(P(n—1) - F)

Nyni opét provedeme limitni pfechod At = (n — 1,n) — 0 a dostaneme

0H(s,1)
2T (s, 1) Q(t
0~ s -u)
coz rozepsano do slozek je
6p2~ S,t
# = qij(1) - pij (s, 1) + D qry - pir(s, 1)

k#j

kde ptitom
1 e=y
p”(s,t){ 0 i

Takto jsme tedy ziskali Chapman—Kolmogorovovy rovnic, jejichz feseni je

H(s,t) = exp (/: Qu) du)
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Zavedeme nyni vektor 7(t) g (wo(t), m1(1),...), coz jsou pravdépodobnosti, Ze celo¢iselnd ndhodna veli-
¢ina, predstavujici stav systému, nabyva hodnoty 0, 1, .... Pfitom zavedeme7(0) g (70(0),71(0),...) =
(1,0,0,...), tedy systém je na pocatku prazdny.

Nyni chceme spoéitat x(t), zndme-li #(0): mame

7(1) — w(0)- H(0,1)
7(t) = 7(0) - exp ( / Q(u)du)
T = ) X almin

dw(t)  _
" wm-Qu)

4.4 Procesy vznikia a zaniki

Méjme opét ndhodnou proménnou X(t), predstavujici stav systému. Budeme nyni vysetiovat systé-
my, v nichz se za dobu At zméni nejvyse o 1 (pfibude nebo ubude jednicka). Systém charakterizujf
tzv. intenzity pfechodu A, y; znézornujeme je v tzv. prechodovém grafu (obrézek 6).

Obréazek 6: Prechodovy graf procesu vzniki a zaniki

Do stavu E} se piitom mohu dostat témito zpusoby:

o ze stavu Fjiq — ,zanik“, nastane s pravdépodobnosti pyy1 x(t + At)
e ze stavu Fj) — nestane se nic, s pravdépodobnosti py i (t + At)

e ze stavu Fj_; — ,vznik“, nastane s pravdépodobnosti py_1 x(t + At)

Znamena to tedy, ze pii zkouomani stavu Fj, potiebuji znat pouze Fyiq.
Pravdépodobnost vzniku udélosti v intervalu (¢, + At) za predpokladu, ze v ase ¢ byl systém
ve stavu k, je rovna

o(At)
At

kde o(At) je veli¢ina fddové mensi nez At (piesnéji Alim = 0). Nyni uvdzime, ze ve vyrazu
t—0

2 M v v ~ e ’ 7z p— .
e™" = 1— 4+ 5 — ... jsou viechny ¢leny az na prvni dva malé, mame tedy 1 —e™ = & = x a odtud

prk—1(t + At) = P|zénik udalosti| = pAt + o(At) (23)
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Vidime tedy, ze markovovské systémy jsou matematicky snadno zvlddnutelné. Déle méame
Plnedojde k vzniku] = 1 — XAt + o(At) (24)
Plnedojde k zaniku] = 1 — pAt+ o(At) (25)

Plnic se nestane| = pgi(t + At)
= [1 = AAt+ o(AD)] - [1 — pAt +o(At)] =1 = (p + VAt + o(At) (26)
pfi¢emz k jinému prechodu dochdzi s malou pravdépodobnosti p;;(t + At) = o( At).
Necht nyni systém byl ve stavech Ej_1, Fy, Epi1 s pravdépodobnostmi pg_q(t), pe(t), prs1(t).

Spoc¢teme dale pravdépodobnosti v ¢ase t + At:

pr(t+ AL = pet) - pra(t + AL) + proa () - pr—rp(t + A + pra (8) - pr e (t+ AE) - (27)
polt + At) = po(t) - poo(t + At) + pi(t) - pro(t + At) (28)

Méme tedy nekoneény systém rovnic, jehoz ipravami dostdvame
polt+ A1) = polt) = AAL- poft) + At pr(1) — o A)
Pt = AL = pult) £ AAL - pit (1) — (3 + NAE- pe(t) + g - pra (1) + o A1)
t+ At) — po(t
PR =)~y () + e ()

At
t+ At) — 1
PE SO =P () = i+ ) ) e 0)
Nyni provedeme limitni pfechod At — 0 a dostaneme
po(t) = —Apo(t) + ppi(1)
pe(t) = Api-a(t) — (e + A)pi(t) + pprra (1) (29)

io:pk(t) = 1

a to jsou Chapman—Kolmogorovovy rovnice pro proces vzniku a zéaniku. Matice () pak vypada

nésledovné:
—A I 0
A —(Atp) p
Q- A —(A ) p
0 ‘. ‘.

Krome ti{ diagondl hlavniho sméru ma tedy matice nulové prvky.

5 Systémy hromadné obsluhy

5.1 Uvod do problematiky

Nyni vyuzijeme pfedeslé teorie k modelovani systému hromadné obsluhy, neboli systému s frontami.
Jako prakticky ptiklad muzeme uvést napi. frontu na posté, u vycepu, ale také frontu tiskovych
pozadavkii na tiskdrné, a mnoho jinych. Nadefinujeme si tedy pojmy, které budeme pouzivat, veli¢iny,
které systém charakterizuji, a posléze probereme jednotlivé typy systému hromadné obsluhy.
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5.1.1 Zakladni pojmy

Do systému pFichdzi uréity vstupni proud (zakaznici), pozadavky se postupné fadi do fronty, odkud
je vybira linka obsluhy. Poté zdkaznici systém opoustéji.

Systém miize mit rozlicnou formu'?, fronta miize byt (potencidlné) nekone¢néd nebo koneénd
(omezeny pocet mist na ¢ekani), frontovy rezim miuze by rozli¢cny (obvykly FIFO, zasobnik LIFO,
priority,...), vstupni proud a obsluha se muze rovnéz chovat rtaznymi zptusoby.

Cas je v systému spojity; doba obsluhy je ndhodnd velidina s uréitym typem rozdéleni a para-
metrem p, ktery vyjadiuje stiedni pocet obslouZenyjch zakazniku za jednotku ¢asu. Podobné tzv.
parametr vstupniho proudu A pfedstavuje pocet prichozich zéakazniki za jednotku c¢asu.

Déle si definujeme:

to — pocétek sledovani (viceméné uméld hodnota)

to, 11,12, ... — piichody zdkazniku (t; < t;11); pravdépodobnost piichodu vice zdkazniki v jediném
okamziku je zanedbatelné mald (rovna o(t))

71 — interval mezi zakazniky, 7, = Tr1 — T
N(t) — pocet zakazniktu doslych v case ¢

N(s,1) — pocet zdkazniki doslych v intervalu délky ¢ od okamziku s, tedy N(s,t) = N(s+1)— N(s);
pritom N(0,t) = N(t)

pr(t) = PIN(t) = k|
X(t) bude zpravidla znacit pocet zakaznikt v systému.

(Ostatni charakteristické velic¢iny si zavedeme pozdéji.)

5.1.2 Radové srovnavani funkeci

Definice 5.1
Necht f(z),g(x) jsou redlné funkce, necht déle a € R*. Pokud plati, ze lim % = 0, fekeneme,

rT—C

ze f(x) je pro @ — a Fddove mensi nez g(x) a piseme f(x) = o(g(x)) pro x — a.

Ptiklad 5.1

Pro z — oo je a® = o(€”

).
(%),

Pro z — 0 je také z° = o

Definice 5.2

. Jel—li flz) —g(x) = o(g(x)), a zaroven f(x)— g(x) = o( f(x)), pak funkce f(x),g(x) se nazyvaji
ekvivalentnd.

19Na Slovensku bychom fekli: kazdy m4 svoje &pecifika.
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5.1.3 Kendallova klasifikace

Pro systémy hromadné obsluhy je zavedena tzv, Kendallova klasifikace, kterd tiidi systémy podle

téchto hledisek:
e piichod zakazniku do systému,
e proces obsluhy zdkazniki,
e pocet linek obsluhy.

Podle téchto ukazatelt se zapisuje typ systému ve tvaru X/Y/C, kde C je ¢islo (pocet linek, muze
byt i nekone¢ny), vyznam pismen je v tabulce 1. Nejjednodussi systém je M/M/1 (pokud chce-

Tabulka 1: Kendallova klasifikace systému hromadné obsluhy — vyznam zkratek.

Pismeno | Vijznam na misté X Vijznam na miste Y
M Poissontuv proces piichodu exponencialni doba obsluhy
Ey intervaly mezi ptichody zédkaznikiu | doba obsluhy ma Erlango-

maji Erlangovo rozdéleni s k stupni | vo rozdéleni (opét toto slo-
volnosti (tzv. skupinové piichody — | Zenf nékolika rozdélenf expo-
odpovida tomu totiz to, ze zakazni- | nencidlnich lze interpretovat
ci piichdzeji po skupinkach: vojen- | tak, ze zdkaznik je postup-
sky 1ékat prohlidne dalsich deset; ji- | né obsluhovdn na k& linkdch
né interpretace — obsluhovan je jen | obsluhy)

kazdy k-ty zdkaznik)
D doby pfichodt jsou deterministické | doba obsluhy jednoho poza-

(kdyz se do ndhody strkd determi- | davku je deterministicka
nismus, je to vzdycky prusvih — ja-
ko kdyz se do determinismu strkd

néhoda...)

G o ¢asech piichodi, resp. obsluhy, nevime viibec nic (zcela obecny

systém)

me zduraznit i potencidlni délku fronty a frontovy rezim, zapiseme M/M/1/oc/FI1FO), kterym se
budeme zabyvat jako prvnim.

5.1.4 Charakteristické veli¢iny

Zékaznik piijde do systému v c¢ase t; a opusti systém v Case x;; v systému stravi dobu w; = x; — ;.
Déle méame interval 7, = t; — ¢;_1, distribu¢ni funkei P(7, < 7) = A,(7), funkd B(z) = 1 — A(x),
Al(z) = a(x) = —b(z).

Posloupnosti {¢,},{x,} (tedy kdy zdkazici pfisli a odesli) pfitom jednoznacné popisuji konkrétni
chovéani systému v case.

Oznac¢ime nynf{

a(t) — pocet zékazniki, ktefi dosud prisli,
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6(t) — pocet zakazniki, ktefi byli dosud obslouzeni (pfitom je-li a(t) = 6(t), systém v okamziku ¢
stoji),

y(t) — celkovy ¢as straveny zakazniky v systému, spocte se

1) = [ (alr) — s(0)) di

to

A¢ — intenzita piichodu, A\; = ot)

P
p — intenzita obsluhy,

o —intenzita provozu p = %,

1 f , . t
stfedni doba stravend zdkaznikem v systému, T; = vt

a(t)?

e
!

sttednf pocet zdkazniki v systému, Ny = @ = A - 15,

=
|

A — intenzita ptrichodu, A = lim A4,

T — stiedni doba stravend zdkaznikem v systému, T' = lim T}; piitom plati tzv. Littliv vztah

n—oo

(Little’s formula) N = X - T
Déle budeme pocitat tyto velic¢iny (resp. jejich stiedni hodnoty):
L — pocet zékaznikt v systému,
() — délka fronty,
W — doba stravend zdkaznikem ve fronté,

R — doba stravend zdkaznikem v systému.

Rovnéz je mozné uvazovat tzv. busy period — délku nepfetrzitého chodu linky obsluhy. V jednotlivych
piikladech systému pak budeme zavadét podle potieby dodateéné parametry — napt. pravdépodob-
nost rezignace zédkaznika.

5.1.5 Obvykly postup pii analyze

Obecné p#i vypocétu parametri systému hromadné obsluhy lze doporucit nésledujici postup:

1. Ze vieho nejdifve je tfeba urcit, o jaky systém se vlastné jednd (tady napf. zjistit, zdali ma
Markovovskou vlastnost apod.).

2. Mame-li X (t), muzeme sestrojit pFechodovy diagram, kde mame spoc¢teny intenzity prechodu
a intenzity vystupu.

3. Sepiseme Chapman—Kolmogorovovy rovnice systému.

4. Vypocteme pravdépodobnosti py(t), resp. tlim pr(t) (tedy budeme systém analyzovat az v ne-

koneénu — ve stabilizovaném stavu).

5. Spoc¢teme hodnoty L, Q, W, R (viz vyse).
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5.2 Systém M/M/1

Jako prvnf si uvedeme nejjednodussi systém hromadné obsluhy M/M/1, kde piichody zékazniki i
doby obsluhy jsou markovovské, fronta ma potencidlné nekonec¢nou délku (muze rist nade vSechny
meze), a je v ni zaveden obvykly frontovy rezim F1FO. Vychdzime z hodnot parametri A, u a
z ndhodné proménné X (1).

5.2.1 Ptechodovy diagram

znazoriuje stavy systému a intenzity prechodu mezi nimi (obrazek 7). Pfitom, jak jsme jiz uvedli,
Ize realizovat pfechod pouze do sousedniho stavu.

----- -----

Obrazek 7: Piechodovy graf systému M/M/1

5.2.2 Reseni systému

Vsimnéme si v pfechodovém grafu, ze zmény pravdépodobnosti stavu odpovidaji sipkdm, které vedou
ven ze stavu a dovnit¥; dostaneme tak nekoneény systém linedrnich diferenecidlnich rovnic 1. fadu

po(t) = —X-po(t) + p-pi(t)
Pt) = Apea () — (A w)pr() + e pra(t), k>1 (30)

s pocateénimi podminkami

Po(0)
pk(O) — 0, kZl

Obecné feseni tohoto systému by bylo piilis slozité, proto takto nepostupujeme a provedeme nasle-
dujici dvahu: systém se po jistém case (potencidlné v nekoneénu) stabilizuje; je-li Fetézec ergonicky,
miuzeme prohlésit, ze se ,za urcitych podminek® stabilizuje. To je mozné samoziejmé jen tehdy,
nepfichazi-li do systému vice zdkazniki, nez je systém schopen obslouzit, tedy g > A, neboli pokud
pro intenzitu provozu plati o < 1.

Protoze pro stabilizovany stav jsou pravdépodobnosti s ¢asem neménné, mame pravdépodobnosti
P = tliglo pr(t) pro kazdé k, a také tliglo pi(t) = 0, &imz se ndm systém 30 zjednodusi na

= —Apotpep
= Xpeor — (A p)pe + o pea, k21 (31)

coz je jiz nekoneény homogenni systém obycejnych linedrnich (algebraickych) rovnic. Tento systém
mé vzdy nulové feeni; pokud je popisovany systém ergonicky, mé systém 31 i1 feSeni nenulové.
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Proto — aby byl jednoznac¢né fesitelny — doplnime podminku, kterd musi platit, aby ¢isla pp byly

dopk =1 (32)

Systém by se dal simulovat na poé¢itaci a po jeho dostate¢né stabilizaci odecist pravdépodobnos-

pravdépodobnostmi, tedy

t1 pr; uvidime vsak, Ze je mnohem snazsi hodnoty spocitat.

Zavedeme substituci zp = —A - pp + f - pri1, @ tim systém 31 piejde na
0 = 20
0 = 2zp— 2k

odkud jiz zp = 0 pro kazdé k£ > 0. Potom ale X - py = p - pry1, a tedy

A A\*
PE == pro1 = (—) “po = 0" po (33)
[ [

Zbyva jiz jen ur¢it pravdépodobnost pg, a to s pouzitim podminky 32:

1
1:p0+9‘p0+92'p0+---:p0'ﬂ

a odtud
p=1-0 = p=(1-0- 0 (34)
tedy stav systému podléhd geometrickému rozdéleni (které je ,diskrétnim piipadem rozdéleni ex-

ponencidlniho). Odtud se jiz daji spoc¢itat ostatni veli¢iny, jako stiedni délka fronty, stfedni pocet
zékazniki v systému apod.

5.2.3 z-transformace
Ukézeme si nyni jinou univerzalni metodu pouzitelnou k feseni Chapman—Kolmogorovovych rovnic.

Vyjdeme ze systému 31: fekneme, ze z je néjaké komplexni ¢islo, rovnice postupné vyndsobime
k

mocninami z° a se¢teme:
0 = —Apo +  pp |- 2°
0 = Apo — (Atppm +  ppo |- 2!
0 = Ap1 = (A+wp2 + pps |- 27 (35)
0 |- 27

Ap2 — (At pps + ppa

Rekneme déle, 7e G(z) = S pg - 2%, Zname-li nyni funkci G(z) a rozlozime ji do mocninné fady,
hledané pravdépodobnosti nalezneme jako jeji koeficienty. Daéle vime, ze GG(1) = 1. Po dpravach
systému 35 dostdvame:

Mz = Dpo+ [n(1 = 2) + M2 = 2)lpy 4 oo+ [u(z57 = 29 2 AT =M pe 40 =
M1 = 2)po+ [p(l = 2) = Az(1 — 2)]p1 + ... + [,uzk_l(l —z)— )\Zk(l —2pr+ ... =
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coz za piedpokladu z # 1 zkrdtime na
Ao+ (= A)py + e TN (= A2)pr . =0
a déle upravime na

(1 —Az) Zpk 27— Apo =0

(p—Az) & w— Az w— Az

. Zpk o+ b “po — po =0
(g —A2) Zpk 2 —;-po
a odtud jiz s vyuzitim M—MAZ = 1_1%2 dostavame
ipk'zk:%'po: Po
M_AZ 1 — Q -z

z

P#itom posledné uvedeny vyraz je raciondlni lomend funkce proménné z, navic parcidlni zlomek.
Posledni rovnost muzeme dale pfepsat na

G(z) = po+po-0z+po- 0’2"+ ...

G(l) = potpo-o+po-0°+..=1
S = p=1-0
I —o

a tak jsme opét (jiny zpiisobem) ziskali p, = (1 — p) - o".

5.2.4 Ostatni charakteristické veli¢iny

Podaiilo se ndm tedy spocitat pravdépodobnosti py = P(X = k). Nyni spocteme ostatni nahodné
veli¢iny, které jsou uréitym zptsobem od veli¢iny X odvozené.

Poéet zakaznikd v systému. Zacneme s poctem zdkazniku v systému L, resp. jeho stiedni

hodnotou E(L). Mame

Zpk k—Zl—@) k=(1-p0)o- Zk@

k=1

Nyni zbyvéa uréit onu sumu . = 1+2-p+3- 02 +4- 0%+ .... Pro ergonicky systém je o < 1, a proto
je fada absolutné konvergentni. Poé¢itame tedy

1+2-0+3-0%+ ... (1+o+0"+.)+o(ltoto*+.)+o*(1+o+0°+..)

SR L. L totett.)
. 1, 0 T, 1, o+ 0"+ ..
1 1 1

I—o 1—0 (1—p)
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Jiny zpusob vyuziva derivovani fady

1

lto+o*+...=—
I—o

¢len po ¢lenu, ¢imz opét dostaneme
5 1

14+2-p+3-0"+ ... = (1= o
Celkem tedy mame
B(L) = -2 (36)

Rozptyl spoéteme

D(L) — B2~ BAL) ~ Sk pe— BAL) ~ 311 — o) - ot — 2

= (1—0)?
00 2
— 1 _ . k2 . k-1 — o e ¢ 37
of 0) 1; Y (1—0)2 (1—p)? (37)
(analogicky)= (11+:;3

Délka fronty. Spocéteme opét jeji stiedni hodnotu

EQ) = X (k—1)p = Zk Pht1
k=1

= Y (=00 (k=1

k=1

= (1-0) Zk@ : (38)

a rozptyl

l—o
Pl+o) ot o (lro—0%)
(I—03? (1—0) (1-0)?

Vidime tedy pomérné ziejmou véc, a to ze pokud p — 1, roste délka fronty do nekonecna.

o) 2 2
D(Q) = Z k- prer — ( 0 ) = (po dpravach)
k=1

Doba ¢ekani. Pro vypocet prumeérné doby cekani zdkaznika ve fronté pouzijeme jesté jiné ukaza-
tele, a to Wy, coz bude doba, stravena ve fronté zdkaznikem, ktery se zafadil na k-té misto do fronty.
Protoze pravdépodobnost, ze se zdkaznik zafadi na k-té misto ve fronté, je totozna s pravdépodob-
nosti, ze je v systému prave k zdkazniku, mame

P(W > w) Zpk (Wi > w)
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Toto je tedy doplnék distribuéni funkce; ddle mame P(W = O) =po = 1 — 0, a odtud déle

HW>miQuw )

k=0

Doba ¢ekdni Wy ma totiz Erlangovo rozdéleni s £ stupni volnosti: zdkaznik musi ¢ekat na obslouzeni
k zékazniktu pfed nim, z nichz kazdy bude obsluhovdn po exponencidlni dobu.
Nyni spoé¢teme sumu v poslednim vztahu: jednotlivé ¢leny prvni (vnéjsi) sumy jsou rovny

o . — pw 0 (Iuw)o
w () (pw)’
s (pw)®  (pw)' (pw)?
=3 {-gree™ 92'[ o0 1
Protoze je o = %, méame také p = g a ¢asti vyrazi ,,vpravo* prechdzeji v
o (Aw)
¢
o[ 1wy
0! 0 1!
Ao)? 1T Qw)t 1 (Aw)?
P T YA A e
0! 0 1! 0 2!

a sec¢tenim ,,po sloupcich® prejdeme k sou¢inu dvou sum (namisto sumy dvojité)

P(W>w) _ (1_9) 0 e [(Aw) 'iQT+ ()\w)l -iQT+"']

0’ r=0 1' r=0
00 )\w / 00 .
oo ({0 (5
= r=0
—eAw :%

1-¢

Celkem tedy dostdvame kyzeny vztah
P(W > w) = g-e b (40)
Distribu¢ni funkee je pak F(w) = P(W < w) =1 — g - e~=Vw,
Pro vypocet stiedni hodnoty dale vyuzijeme ndsledujiciho tvrzeni:

Véta 5.3
Pro ndhodnou veli¢inu X, jeji stiedni hodnotu E(X) a distribu¢ni funkei F'(x), pro kterou plati
F(x) =0 pro kazdé x < 0 a navic lim x(1 — F'(x)) = 0, lze spocist stiedni hodnotu takto:

E(X) /0°°(1 — F(2)) de
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Dukaz: Integrujeme zminény integral per partes:

=1- F(x)

=Py e b= i)

‘ — [z(1 - F(:z;))]8°+/ooo - f(z)de = E(X)

P#itom prvni ¢len posledniho vyrazu je nulovy proto, ze v nekoneénu je to rovno nule dle piedpokladu,
a v nule to vyjde dosazenim. a
Pomoci této véty jiz snadno uréime stiedni hodnotu

E(W) — /0°°(1 ~ F(2))de — o- /OOO e~ =N gy — M% (41)
a rozptyl 2 2 o2 2)
DOW) = BV (W) = 2228 (42)

5.2.5 Shrnuti

Vsechny vypoctené veli¢iny, charakterizujici systém M/M/1, si nyni uspordaddme do piehledné ta-

bulky:

pe=(1—0)- 0

E(L) = ﬁ D(L) = ﬁ
2 - (te—¢)
BQ - 1 Q) -
i
B(R) = D(R) = D(W) +
p p

Tim jsme uzavieli kapitolu, ve které jsme se seznamili s nejjednodussim systémem hromadné obsluhy
a spocetli jeho parametry.

5.3 Busy period

Rekli jsme si, 7e tzv. busy period je doba, po kterou linka obsluhy nepfetrzité pracuje. Zavedeme
si tedy ndhodné veliciny X (t), predstavujici nepfetrzitou obsluhu, a Y(¢), reprezentujici stav, kdy
linka stoji. Mame Chapman—Kolmogorovovy rovnice a poc¢ateéni podminky

po(t) = p-pi(t)
pi(1) —(Atp) - pu(t) + g - pa(t)
Prt) = A-paea(t) = N+ @pe(t) + - praa(t),  k>1
po(0) = 1
)
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Pro busy period vsak nemuzeme pouzit ustaleny stav systému. Pfitom po(t) je distribu¢ni funkce
busy period; spocitat presné pravdépodobnosti py(?) neumime. Pro stfedni dobu busy period E(X),
druhy moment F(X?) a rozptyl D(X) plati

E(X) — ﬁ (43)
.22

(XY = o (1)
__ktA

Tyto vztahy odvozovat nebudeme.
Necht nyni T' je dostateéné dlouhy ¢casovy interval. Protoze ¢dst doby linka pracuje a ¢dst stoji,

mame
1 1 1 1
T =0 —— N
‘ (ﬂ—)\+)\) S

e =T 0 (j—\ (16)

coz je &islo, vyjadiujici, kolikrdt za ¢asovy interval T' se linka zastavi.

a odtud

5.4 Jiné frontové rezimy

Dosud jsme uvazovali pouze rezim obsluhy F'IFO, obvykly pro fronty, tedy prvni zdkaznik je nejdiive
obslouzen. Nyni si ukdzeme systémy, v nichz to neplati; zdkaznici jsou z fronty vybirani jinym
zpusobem. Uvidime, Ze nékteré z téchto rezimu maji sviij smysl.

5.4.1 Inverzni frontovy rezim

Zde méame na mysli obycejny zasobnik, ze kterého jsou polozky vybirdny, resp. zédkaznici jsou ob-
sluhovani, pfesné v opa¢ném poiadi, nez piisli. Posledni zdkaznik se proto dostava k obsluze jako
prvni.

Miuzeme uvazovat analogii busy period — je-li zdsobnik prazdny a nepfichédzi zaddny zdkaznik, linka
obsluhy se zastavi.

Chapman—Kolmogorovovy rovnice jsou stejné jako pti obvyklém rezimu obsluhy; dostaneme stejné
stfedni hodnoty charakteristickych veli¢in, ale jiné rozptyly.

Pravdépodobnost, ze zdkaznik necekd, je rovna pravdépodobnosti, ze zakaznik najde systém
prazdny, a tedy

PW=0)=p=1-0p

Dale
POV > w) = -1 — F(w)]

a odtud distribuc¢ni funkce doby cekdni

PW <w)=1—=p-[1 = F(w)]
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Ostatni veli¢iny jsou pak rovny

E(X)ﬂ%)\ E(W)M%A
s 2) W2
B e T e VR T
Cop=A B 2 2 2) 0 Mot —et2)
PR =t PO =B =B W) = e " - (=

Stiedni doba stravend v systému je stejnd — E(R) = E(W) + u% = ui—k; rozptyl je pak roven

e pro rezim FIFO: D(R) = fﬁ;)gz ’

e pro rezim LIFO: D(R) = %.

P#i libovolném jiném rezimu obsluhy je stfedni doba obsluhy stejnd, rozptyl doby obsluhy lezzi mezi
témito dvéma extrémy (pro obvyklou frontu je nejmensi, pro zdsobnik nejvetsi).

5.4.2 Obecny frontovy rezim

Je mozné zafidit 1 jiné frontové rezimy, které pi#i vybéru zakaznika na obsluhu postupuji jinym
zpusobem, zohlediiuji jind kritéria. Uvedeme si jeden takovy systém pi#imo z praxe; charakteristické
veli¢iny pocitat nebudeme.

Ptiklad 5.2

V opera¢nim systému pocitace je realizovdna fronta pozadavkiu na ptistup k disku. Spravce
systému vybird pozadavky tim zpusobem, pii kterém hlava disku bude co nejméné ,béhat* tam a
zpét: hlava jede jednim smérem, ve kterém sbird pozadavky (vybere vidy nejblizsi ve svém sméru),
pak jede zpét. Ziejmé nékteré pozadavky budou na zdkladé momentdlni situace (pozice hlavy)
upfednostnény, ale vsechny budou obslouzeny v koneéném case.

5.5 Teorie obnovy
5.5.1 Hromadna obsluha s pifednosti

V téchto systémech neplati, Ze jsou si viichni rovni, nybrz néktefi jsou rovnéjsi: k 1ékaii chodi znami
do ordinace zadem apod. V feci teorie to znamen4, Ze jedna linka obsluhy obsluhuje dvé fronty s pa-
rametry A, Az, resp. g, pio (obsluha prioritniho zdkaznika muze trvat jinou dobu). Schematicky tuto
situaci zachycuje obrazek 8. ,Protekce® je ovsem ,slabd™ v tom smyslu, ze pii pfichodu prioritniho
zékaznika se jesté dokondci obsluha rozpracovaného zakaznika, byt i obyéejného.

V redlném svété se pfitom miuzeme setkat se systémy, kde je vice skupin zdkazniki podle priority
(blizkd rodina lékafe, ptibuzni, zndmi, milenky,... obycejni pacienti); na druhé strané mize byt
systém s piednosti velmi uziteény napi. pro zpracovani poruch (poruchy maji prednost).
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2 Ho
Obréazek 8: Schéma systému s piednosti

n-1 n

Obréazek 9: Pojem zivotnosti

5.5.2 Zadakladni pojmy teorie obnovy

Budeme uvazovat piichody zakazniku, ozna¢ime piitom 7 okamzik piichodu k-tého zakaznika. Necht
doba mezi piichody zdkazniku je x, uréity okamzik ndm ji déli na xq, tedy dobu, kterd uplynula od
piichodu posledniho zdkaznika, a y, kterd uplyne do piichodu zédkaznika nédsledujiciho. Nazveme nyni
(viz schéma na obr. 9)

x —zivotnost (odpovidé to interpretaci, kdy si napt. v okamziku 7,_; koupim boty a v okamziku 7y
se mi rozpadly a kupuji si nové),

xo — vek (age) (tedy zivotnost je casovym tsekem mezi ,zrozenim* a ,smrti“),
y — rezidualni zivotnost.

Mame tedy P(ry — mp—1 = @) = f(x), distribuéni funkei F'(x). Zajima nds distribu¢ni funkce Fy(y)
rezidudlni zivotnosti a jeji hustota fy(y). Hustota rozdéleni Zivotnosti je imérnd délce intervalu a
Hrekvenci®

- f(x)

my

fx(@)=Plr<X<z+de)=K- -z f(z) =

a dostdvame . .
1:/ fX(:I;)d:I;:K-/ - fle)dr = K=—
0 0
N —

=m1
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Déle nas zajimé rezidudlni Zzivotnost, zndme-li Zivotnost. Mame

PY<ylX =2)=12
x
d . d
P(y<Y§y+dy/\x<X§x+d:1;):—y-m, 0<y<zx
T my

a odtud
e A T T R

—y my my

Tedy celkem
; 1 - F(y)

my
1 y
Fly) = — - [[(1= F(u)du
mi 0
(Odpovida to interpretaci, kdy k 1ékafi piijde pacient, a pté se, jak dlouho bude jesté ogettovat svého
znamého, kterého ma rozpracovaného.)

5.5.3 Systém s piednosti

Mame tedy dve fronty zdkaznik, parametry Ay, Ag, g1, pr2. Oznacime Y (1) pocet zakazniki v systému
(be zohledu na prednost); déle je A = Ay + Ay ¢ili (%1 + AA—2) = 1. Dale ozna¢ime intenzity provozu
v obou frontéch g; = 2—1, 02 = 2—; Pro stabilitu systému je podminka ¢ = o1 + 02 < 1.

Spoc¢téme nyni dobu obsluhy zakaznika:

a to je tedy distribu¢ni funkce doby obsluhy.

Parametry systému s prednosti. Nyni néds zajimaji dalsi parametry systému. Pfipomenme
jeste, ze
1 y
P(Y y) = Fly) = —- [ 'L = Flu)]du

my

a déle ze systém najdeme préazdny s pravdépodobnosti pg = 1 — 0.2° Tuto rovnost miizeme intuitivné
odvodit takto: uvazme dostateéné dlouhy ¢asovy interval 7. 7 toho po dobu 7 — 7 - py je systém
éinny s pravdépodobnosti 1. Pfitom obslouzi At = T_X# (v ¢itateli je doba, kdy systém pracuje,
ve jmenovateli stfedni doba obsluhy jednoho zdkaznika). Nyni provedeme limitni pfechod 7 — oo a
méme X - X =1 — po. Avsak X = %, atedy M- X = p=1—pg a jsme hotovi.
Nyni tedy vime, ze distribuéni funkce je rovna
1

F(u):l—x-[)\e R S

20Tento vztah plati naprosto ve vech systémech — dokonce i v G/G/1.
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Déle systém nachézime prazdny s pravdépodobnosti P(Y =0) = pg = 1 — p; vime, ze P(Y <y) =
(1 —po) - Foly) = 0 Fo(y). Odtud jiz spocteme, jak dlouho v praméru trva obsluha:

E(Y) = O—myéﬂi—ﬂwwy@AMP—%:KO—FWDM]@

= /OOO 0— /Oy ()\le—uw + )\ge“w) du| dy = /OOO [Q — o (1 _ e—my) — 0 (1 _ e—uzy)] dy

1—F(u)

:/ (Ql.e_“1y+92.e_u2y)dy:g+&:—2+—2
0 Hio M2 fn flo

Méme tedy stiedni dobu obsluhy
(47)

Doba ¢ekani ve fronté. Nyni budeme poéitat, jak dlouho bude ve fronté ¢ekat piednostni, resp.
nepiednostni zékaznik — W, Wy.

Spoéitame nejprve dobu Wi: uvazujeme opét dostateéné dlouhy ¢asovy tsek 7. Za tuto dobu
pfijde \;T' pfednostnich zakaznikii, kazdy z nich ¢ekd v prioméru W, celkem je tedy ve fronté A\ W,
zékazniki. Prumeérna doba obsluhy pfednostniho zdkaznika je rovna :—1

Nyni mame

Wi =FElY|+ oW,
a odtud jiz dostdvame
ElY]
1—o
Vypodcet doby W, bude ponékud slozitéjsi — doba ¢ekanf se totiz sklada z téchto polozek:

W1:

e Cekdni na dokoné¢eni obsluhy piedchoziho (rozpracovaného) zédkaznika,
e doba obsluhy pfednostnich zdkazniku, kteii jsou jiz ve fronté,
e doba obsluhy nepfednostnich zakazniku, ktefi jsou ve fronté,

e doba obsluhy pfednostnich zakazniku, ktefi pfisli, nez jsme se dostali na fadu.
Zapiseme tyto komponenty do rovnosti, kterou déle upravujeme
W, = EY)+ n Wi+ 09 Wot o1 - Wy
Wy—01-We—0s- Wy = EY)+p- W,y

(L=oi—0)- Wy = BE(Y)+E(Y)
a zavérecnou tpravou jiz ziskdme hledany vztah
— E(Y
(1—o)(1—a1)
Pokud je déle proces markovovsky, muzeme jesté dosadit E(Y) = 2—% + 2—% Tim jsme systémy

s prednosti uzavteli.
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5.6 Systém s rezignaci
5.6.1 Motivace

Uvazujme opét systém M/M/1, u ne¢hoz je ale porusena podminka stability a je % — 1, nebo se
dokonce A zvétsuje (zdkaznici prichédzeji castéji — fama se zdrazovanim, vybiraji vklady z Banky
Bohemia) natolik, ze % > 1. Co se v takovém piipadé miize stat:

1. Bud budeme zvysovat parametr g (zvysime produktivitu, musis bochat jak vo Zivot) a tim
vratime systém ke stabilité. (7 teoretického hlediska to neni p#ilis zajimavé.)

2. Fronta se zvétsuje, ale ne do nekonecéna — zékaznici se na to vykaslou a jdou doma.
3. Zvétsime pocet obsluznych linek — pak se ale jiz dostdvame k systému M/M /n.

Budeme fesit 2. pripad, a to tak, ze zdkaznik, ktery hodld vyuzit sluzeb systému, se rozhodne, zda
se zafadi do fronty, nebo odejde (rezignuje). Schematicky ndm tento pifpad vyjadiuje obrazek 10 —

u

— —O

rezignace

Obrazek 10: Schéma systému s rezignaci

cast zakazniku se k lince nedostava, ponévadz rezignuje.

5.6.2 Popis systému s rezignaci

Zékaznik tedy miize rezignovat pouze pied tim, nez do systému vstoupi — néjak se musi rozhodnout.
Zavedeme si proto posloupnost

kde b; vyjadiuje pravdépodobnost, ze se zakaznik zafadi na i-té misto ve fronté (nerezignuje). (Vsim-
néme si prirozeného faktu, ze posloupnost je nerostouci, tedy s rostouci délkou fronty se zdkaznikovi
chce ¢im dal méne cekat, a také ze by = 1, tedy pokud je systém prazdny, zdkaznik urcéité neodejde.)

Mohli bychom nyni fesit systém s rezignaci tak, jak jsme si jej pravé nadefinovali, tedy bez blizsi
specifikace toho, co plati pro by, napsat a vyfesit Chapman—Kolmogorovovy rovnice. (Ve vysledku

by se ndsobilo né¢im jako { IT by ), nebo co.) My si misto toho uréime né&jaké hodnoty by a systém
k=0

budeme Fesit pro né.
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5.6.3 Reseni systému s rezignaci

Uréime tedy napt. b; = ﬁ Vidime, ze to odpovid4 vychozi podmince, miizeme tedy sepsat rovnice

1t

po(t) = p-pu(t)— X po(t)
Pr(t) = A [bg—r - pe—a () = g pe(8)] — o [pa(t) — prra ()]

a piejit ke stabilizovanému stavu s tim, ze pravdépodobnosti se nemeéni, tedy p(¢) = 0, dostaneme
systém, v némz provedeme substituci

0 = p-p1—A-po

A A
0 = A A L A L

1+
Pk Zg—1
odkud dostaneme
N 1
=0 = p=5-p = TR
1
a=0 = pp=gm = P50
Dostaneme tedy
1
=77 ¢ Do
dale spocteme pq
o] ok
0 _
Zpkilipo'Zy:po-eg = po—¢€°
k=0 k=0 """
a odtud dostaneme .
A
m A
o — _(*;3 ceTH, YE>0 (49)

a to je tedy Poissonovo rozdéleni s parametrem % (Vidime, ze tedy meélo smysl volit pravdépodob-
nosti by prave takto — systém pak ,hezky* vychézi.)

5.6.4 Ostatni parametry systému s rezignaci

Spocéteme nejprve stiedni pocet zédkazniktu v systému: z Poissonova rozdéleni snadno uré¢ime N = %

Oznadili jsme si A jako intenzitu pifichodii; sposteme nyni tzv. stiedni pocet ptichodit A, ktery
jiz zahrnuje pouze ty zékazniky, ktefi nerezignovali a do fronty se zatadili. Zavedeme si proto A\, =

Aby = ﬁ; dostaneme pak

X:Z)\kpk j— _— e H
prt ktl k!

k=0
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_a > 0
= e =n )\-Z
k=0 k+1)’
DY 0 ol 1 1
= e Q.A.(Q_’+Q_’+ ] g+___)
1 o o0 0
_a I [o® of o® 1
S D Wl (S SRy SRR SR
‘ (g[m+u+2ﬁ 0
A A
= S-S (l—eTH) (50)
o 0

:i' ! X A X (51)
) )

Jesté spocitame pravdépodobnost toho, Ze zdkaznik rezignuje?'. Mame

o0

A=A pr

a odtud

Prez — Zpk I — bk

o" 1 2 O I U |
— _ R R N i =
Zpk Zpkk Zk' & e e L) e g]
1 -0
SR (52)
0 0

Tot vse k systémum s rezignaci.

5.7 Systém M/M/n

Nyni budeme uvazovat systém, v némz nemdme zijem na tom, aby zdakznici rezignovali, a proto
L,rozmnozime® linky obsluhy. D& se rovnéz uvazovat n — oo; pak mizeme pocitat, kolik linek musi
byt v ¢innosti, aby s ur¢itou pravdépodobnosti nebyla fronta, nebo naopak povazovat pocet linek za
vzdy dostacujici.

5.7.1 Popis systému M/M/n

Zékaznici piichédzeji s intenzitou A a rozdéluji se na n linek obsluhy se stejnym parametrem obslu-
hy p (obrdzek 11). Oznacime % = 3, intenzita provozu je pak p = ﬁ; pro stabilitu systému je
podminka ¢ < 1.

21Pozor: ,Todle jsou krdsny piikady na pisemky...“
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A

b

fronta linky obsluhy

() n
H
Obrazek 11: Schéma systému M/M/n

Zatimco v systému M /M /1 byly pravdépodobnosti p;x(7) pfechodu ze stavu j do stavu k za cas 7
(tedy X(t) = 5, X(t +7) = k) rovny

Pi-1(7) -7+ o(7)

pig(T) = 1=(p+A)-7+0(7)
Pig1(t) = A7+ o(7)

pik(T) = o(r) prol|j—k| >1

v systému M /M /n dostdvame nejprve pro j = 0
poo(7) = 1—=X-7+0(7)
por(7) = A-7+o(7)
por(T) = o(r), k>1

a déle pak (je moznéd zmeéna jen z j do j + 1)
S Ju-THo(r), j<n
PRmt = npr +o(r), j=m

kde prvni piipad odpovida tomu, ze linek je dostatek a vSichni zdkaznici jsou obsluhovéni, zatimco
druhy znamend, ze viechny linky jsou vytizeny a nékdo ¢ekd. Tedy déle
() = L—=XA-7—jpu-7+o0(r), j<n
Dj.j - l—=X-7—np-7+o(1), j>n
Pijra(T) = A-7+o(7)
pik(t) = olr), |j—k>1

Ptechodovy graf systému mame na obr. 12.

5.7.2 Reseni systému M/M/n

Dostavame tedy Chapman—Kolmogorovovy rovnice
polt) = —A-po(t) + p-pi(t)
A = Al — Ok k) () + (b4 D (), 1<k <n
pe(t) = Aeproa(t) = (A np) - prlt) + g pea(t), b =n
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A A A A A A
u 2y kp (k+1) p ny ny

Obrazek 12: Piechodovy graf systému M/M/n

Tento systém opét fesime tak, ze jej nechame ustélit, tedy polozime pi(t) = 0 a prohldsime py =
tlim pi(t), ¢imz dostaneme systém

= —Apotpep
= Xppor— (At k) pr (B D prpa, 1<k<n
= Aepemr — (A b np) pe b g pea, k>
piidame dopliiujici podminku § pr — 1 a systém feSime.
k=0

Regeni nyni provedeme takto: nejprve budeme Fesit prvnich n rovnic, pak zbytek. Provedeme
substituci z;, = A - pr_1 — kp - pr a dostaneme

= Zk 7 fk-1
a odtud jiz zx =0 pro £k =0,1,....,n — 1. Z toho pak uré¢ime

A
Apo—p-pp=0 = P

App—r —kp-pr=0 = pkim‘pkq:m‘po:ﬁ‘po

(Mimo jiné je také p, = i—? - po.) Dalsi rovnice pak jsou

n: OZApn—l_(A+nﬂ)pn+nﬂpn+l
ntl: 0=Apy— (At np) para +np - poge

ntr: 0= X Priro1 — (AT 0p)  Pagr + 1 Prgria
Secteme nyni tyto rovnice — viimnéme si, Ze se vétdina ¢lent vyhubi — a dostaneme
O0=Xpoot =Nt Po— A Pagr + L Prgrgr

odkud
MU Prgr1 T A Paot — R P = A Pryr

—=zp=0
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ke
tedy Ny Pptr4+1 — )"pn+r = Pntr41 — % “Pntr — g'pn+ra a odtud Pnt+1 — gpna Ptk — (g) *Pn —
P, - 0", Dostavame tedy vyjadieni

k
PE = i’ “po, k=0,1,....n
Prik = pn-0" (53)

Nyni zbyva vyjadiit po. K tomu rozepiseme podminku Z pr — 1 a mame tak
=0

e s(@))n

Druhou sumu v zavorce spoc¢itame jako

= 3\ pmo &\ s 1 g m
O R s

!
b—n, n n. E—0 n

odkud

S —mﬁm—ﬂﬂq o

A nyni jiz muzeme spocitat pravdépodobnosti py, py atd.

5.7.3 Ostatni parametry systému M/M/n

Pravdépodobnost toho, Ze po pifichodu budeme céekat:

=Y pe—pe S —L CA GRS A (55)
= = nl .- nr—k n! < nk 1—op
=n =" [ i
Pn ok

Pravdépodobnost obsluhy bez ¢ekdni — je komplementarni k 11:
n—1 gk

Zpkfpo k’ =1-1 (56)

Prameérny pocet zakazniku ve fronte:

o0 o0 Q
Q = D k-pok=pu-p ko =p.- . (57)
k=0 k=0 (1_9)
s B mB g
O Ty | ORI
Kolik linek pramérné pracuje:
n ﬂk 0 5k
Vo= Zk kaanpk*po‘Zk'FJrPO' Znﬁ
k=n+1 k=1 : k=n+1 0T
n ﬂk—l n" o] 6 k-1
= B |2 AP IR b= B (58)
o (k=1 al 2=\ n

=1 (viz po)
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Prameérny pocet zakazniku v systému:

gt
(n =1 (n—p)?

L=p5+po- (59)

Doba ¢ekani. Nyni spoc¢teme dobu ¢ekani: pravdépodobnost toho, Ze budeme ¢ekat, je, jak jsme
si fFekli,

PW>0)=1I=1-PW =0)
Budeme opét pocitat dobu Wy cekani v piipadé, Ze se zafadime na k-té misto ve fronté. Narozdil
od systému M/M/1 to viak odpovida tomu, ze v systému je n + k — 1 zdkazniku: vsech n linek je
v ¢innosti. Spocteme tedy pravdépodobnost P(Wj > w), tedy pravdépodobnost toho, Ze ze systému
odejde za ¢as w nejvyse k — 1 zdkaznik.

Viimnéme si, ze zdkaznici opoustéjici systém tvoiri Poissonovsky proces s parametrem ny, ¢ili
délky intervalii maji exponencidlni rozdéleni s parametrem nu. To znamend, Zze pro odchod k& —
1 zédkazniki dostaneme Erlangovo rozdéleni s parametrem npy a s k& — 1 stupni volnosti. Mdame tedy
doplnék distribuéni funkce Erlangova rozdéleni

nu - w)
P(Wy > w) = Ze_”“w-'uji!)

a odtud

P(W >w) = an+k_1 - P(W > w) = an+k - P(Wiyq > w)
k=1

— k=0
S (B e (e w)
- kzl(n) P2 J!
e NS (g w)’
o ;;);)() 7!

Sumu v tomto vyraze rozepiseme
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kde posledni fadek jsme ziskali pos¢itanim ,,po sloupcich®. Celkem tedy vyraz p,-e™™" -5 3" ptejde
ve

=0 ]! k=j \"
e o [ (w0} B (ﬁ)
L D (- R o it
7=0 ( ]’ n’ k=0 n
e S O0P 1
= ! 1—o
1
= P — Lo w e/\w
-0
—_————
=11
a odtud jiz zdvére¢nou tpravou
P(W > w) =11 ¢~ (=N (60)

Tedy W ma Poissonovo rozdéleni s parametrem np — A.
Nyni analogicky jako v systému M/M /1 spocitdme stfedni hodnotu doby ¢ekani

II
EW] = py—
I po B w B
(L=0)(np=2A) n! (—g)-,u-(n—ﬂ) g onl-Lo(n—p)2
_ ko p"
o (n=1l(n—p)? (61)
a rozptyl ( |
Ir-(2-1I
PG = )

Tim jsme spocetli nejdilezitéjsi parametry systému M /M /n.

5.8 Systém M /M /oo

Jako doplnék si uvedeme systém v némz nechame rist pocet obsluznych linek do nekonec¢na, n — oo,
a budeme sledovat jeho chovani. Pocet linek je dostateény pii jakémkoliv provozu, nemé tedy smysl
mluvit o fronté ani o pravdépodobnosti 1I ¢ekdni ve fronte.

Pravdépodobnosti pi jsou rovny pro kazdé k

5k
pk:po'ﬁ

pravdépodobnost pg pak spocteme
0 k

L= pe=po-3 m=p-e’ = p=c’
k=0 k=0 7"
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a celkem tedy

Vic si k systému M /M /oo uvadét nebudeme.

5.9 Systém se ztratami

Dosud jsme uvazovali systémy s frontou potencidlné nekonecénou; nyni uvdzime frontu, v niz je
omezeny pocet r mist na ¢ekdni — piijdou-li dalsi zakaznici, odchédzi neobslouzeni.

5.9.1 Popis systému se ztratami

Opét tedy studujeme pravdépodobnosti pi(t) = P|X (1) = k], opét jde o Markovovsky proces. Pfitom
mnoZina stavii je omezend — X(t) € {0,1,...,n +r} (resp. pi(t) = 0 pro kazdé k > n + r), omezeny
je rovnéz piechodovy graf (obrazek 13). Navic nemd smysl podminka stability systému A < npu,

A
A A \ A
— X — X — X — X — X
H 21 nu nu nu

Obréazek 13: Piechodovy graf systému se ztratami

ponévadz systém se nepfepliiuje, fronta roste jen do délky r.
Systém Chapman—Kolmogorovovych rovnic je rovnéz koneény:

po(t) = —=A-po(t) + - pa(t)

M) = Ao pia(t) — (b k) pel6) + (k4 D pra(t), 1<k <n
D) = Ao pia() — O ) pil6) g pea(t), m< k<t
p;wrr (1) = A papra(t) = npe - pre (1)

5.9.2 Reseni systému se ztratami
Systém opét Fesime tak, ze piedpokladdame stabilizaci, tedy tlim p,.(t) = 0, a polozime py = tlim P (1).

n+r
(Opét predpokladame dodatecnou podminku 3 pr = 1.) Dostaneme
k=0

= —Apotpepr
= Xeppor— (A +kp) ope+ (k+1Dp-pryr, 1<k<n
= Apeor— (A tnp) peFop e, n<k<ntr

0
0
0
0 = A poire1 — N Pryr
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Resenfm tohoto systému pak dostaneme (zde opét 3 = %)

5k

Pr = pO'ﬁ, 0<k<n
k—n
B I
Pr = Do — e | (63)
n+r

Déle pravdépodobnost py — spocteme z toho, ze > pp = 1:
k=0

n n4+r n k n r k
185 Bt w25 5 50

= k n+1 k:o n’ k:l n
—_———
=L (r pro o= 1)
a odtud .

k n 1—p"

E: %T‘+ %T' 1_97 0 721
p—1:: k=0 e

0 f: ﬁ + ﬁ - — 1

R D 0

5.9.3 Parametry systému se ztratami

Na zékladé vypoctenych pravdépodobnosti pak muzeme spocitat

pravdépodobnost ztraty (odmitnuti) p,,,

pravdépodobnost, Ze se zdkaznik neztrati 1 — p,,,

n—1
pravdépodobnost okamzité obsluhy Y py,
k=0

r—1
pravdépodobnost cekani 3" p,x,
k=0

n+r
sttedni pocet zédkazniki v systému E(L) = 3 k- py,
k=1

stredni délka fronty E(Q) = > k- pork.
k=1
Déle spoc¢teme stiedni pocet pracujicich linek

vo= Zk'pk+zn'pn+k

n T 6n+k

n—1 gk r—
= Do Zk +n Po - Zn!- kﬂ'pO'[ZﬁJr

-
SN
3 @
~—
3
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n—1 r—1
Po roznésobeni posledni zdvorky ¢islem pg méame > pr a > puyk, tedy
2 2

A
Z/:ﬂ'(l—pwﬂ):;'(l—pwﬂ)

Polozime-li nyni A = A- (1 —p,4, ), tedy hodnotu efektivniho vstupniho proudu, zjistime, ze zdkaznik,
ktery se neztrati, najde pfi prichodu do systému v priméru 3 obsazenych linek.

Nyni zbyva urcit dobu ¢ekani W. K tomu, abychom ji spoé¢itali, muzeme v zdsadé uplatnit dva
piistupy:

1. Pravdépodobnost toho, Ze neztraceny zakaznik se postavi na k-té misto ve fronte (pro k =

1,2,...,r) se rovna
Prn+k—1
Prtk—1 — 7 — € Pntk-1
I - Prtr
kde ¢ je konstanta.
2. Nebo to chéapeme tak, ze zdkaznik cekal, tedy
Prn+k—1
Prtk-1 = 77— — € Pnt+k-1
Z Prtj
J=0

kde opét ¢ je konstanta.

Kazdopadné miuzeme tedy vzit puvodni pravdépodobnosti, které jsou ,nééim normovany“. Vztahy
uvedeme vzdy pro oba piistupy:

1.

1—pn+rp0'<z + n'11__ggr)

k=0

O =

r—1 n

1
2. Z: Zopn+]:p0i—' T—o
]:

Déle pro dobu ¢ekani plati

r—1
P(W > w) = Zc-pn+k - P(Wiyq > w)

k=0

Zékaznik cekd na k + 1 zdkazniku ptfed nim, dostaneme tedy Erlangovo rozdéleni a odtud pak
EWi1] = k“ . Pro dobu ¢ekani pak dostavame

r—1

r—1 . po-Zr Y (k1)
LEW]= 3 e pur - 0 = —
k=0 nupo- (Z o4 e _9)

r—1 al r—1 ntk B r—1 6k
2 E[ ] 2 € Ptk rm ﬁ ' pLo g 11 o" 'kzo(kJr 1) 5% - ﬁ 11 - kzo(k+ 1)' H -
: - —~—
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Nyni se pokusime provést limitni piechod pro r — oo a uvidime, zdali dostaneme to, co v systému

M/M/n, tedy

Limitni pfechod dava

lim =—1
r—00 (1_9)2

r—1
o (k1)
E[W] - n—lkzl(cJ 671 1 — Q’/’
a (];J Elooonl 1—op )

-1
Po

B SN (1) . ok
- Po kZ::O( 1o po - 3"

B np ~onpenle (1= )?
B po - 3" B po - B"
- —

np-n!-

a jsme hotovi.

5.10 Systémy bez ¢ekani

V piedchozi kapitolce jsme zkoumali systém, v némz je pocet mist ve fronté omezen; nyni jej omezime
na r = 0, tedy zdkaznik vibec nemé kde c¢ekat, a pokud jsou vsechny linky obsazeny, odchézi

s nepofizenou.

Dostdvame zde systém n rovnic

= —Apotpep
= Aprr — (A +kp) pr+ (k4 g praas
= Appo1 —nppy

a dopliiujici podminku

dope=1
k=0

5.10.1 Reseni systému bez ¢ekani

Provedeme substituci z = A - pp_1 — kp - pr a dostavame

20

2k — Rk+1

Zn

1<k<n
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k
Méame tedy opét z;, = 0 pro kazdé k, odkud p; = po-%, P2 = pl-ﬁ atd., celkem tedy pr = po- (%) =
Po - i—? 7Zbyva dopocitat z dopliiujici podminky pravdépodobnost pg, odkud jiz ziskdme

k noQj -t
PE = % LZ% f—,] (64)

coz jsou tzv. Erlangovy vzorce. (Tyto systémy Erlang zkoumal.)
Prameérny pocet obsluhujicich linek je roven

n n k
2D DL TS ST
k=1 k=1 :

n—1 Qk n n
— pO'ﬂ‘(Z—+ﬁ—)—po‘ﬂ'%

| |
P k! n!

1

Po

= B=Bp.=8-(1—pa) (65)

éili opét to stejné — 3 zredukovano o zakazniky, ktefi odesli s nepofizenou.

5.10.2 Limitni pifechod

Budeme-li nyni zvétsovat intenzitu provozu p, roste pravdépodobnost ztraty. Jsou-li parametry A, u
konstantné dédny a zvétsujeme n, ztraty naopak klesaji. Piitom pro n — oo se rozdily mezi systémy
beze ztrét a se ztradtami stiraji.

Je-li tedy n — oo, jsou ztraty nulové; mame tak

A NN
i (55

—— ———
lim =e—#
n— 00

tedy pron — oo je pp = e P - B o jsme vskutku spocetli diive.

Ko

5.11 Systém M/E,/1

Nyni budeme zkoumat systém, v némz doba obsluhy je FErlangovska. Toto muzeme interpretovat tak,
7e zakaznik pii obsluze projde nékolika linkami obsluhy se stejnym parametrem, pfi¢emz obsluhovan
miuze byt jen jeden pozadavek, dalsi zdkaznik piijde na fadu, az ten piedchozi odejde z celého
systému. (Napft. policista fidice napted legitimuje, poté mu udéli pokutu.)

5.11.1 Metoda fazi

Systém budeme fesit pravé pomoci interpretace, kterou jsme uvedli v piedchozi pozndmce: kazdy
zékaznik bude piedstavovat r fazi (obsluhy); potom

X(t) > 0 vyjadiuje, kolik fazi je jesté v zasobé&“, k udeélan{
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X(t) = 0 znamend, ze linka stoji.

Znamenad to tedy, ze na kazdého ¢ekajiciho zdkaznika piipada r fazi a navic ,zbytek® od zdkaznika
rozpracovaného.
Pti pfichodu zékaznika ,posko¢ime* ve stavovém diagramu (obrazek 14) o r stavii; postup v ob-

ru ru ru ru ru ru

Obrazek 14: Stavovy diagram systému M/ E, /1 — metoda fazi

sluze zakaznika znamend jeden stav (jednu fazi). Pokud naopak pfi piichodu poskoc¢ime o jeden
stav a pii1 obsluze o r, dostdvame samoziejmé skupinové piichody, ke kterym se dostaneme pozdé;ji.
Ptitom pro r = 1 dostaneme systém M /M/1, ktery jsme jiz diskutovali.

Pozor: v metodé fazi nebudeme studovat p, — tlgglo pi(t), ale (opét po stabilizaci systému) prav-

k-r
dépodobnosti Py, Ze je jesté .k dodeldni™ k fazi; piitom py = Py a déle pp = > P;; piirozené
pak P; =0 pro 5 < 0.
Sepiseme tedy Chapman—Kolmogorovovy rovnice:

(0) A Py=ru- P tedy 0=X-Fo—ru-P
) O brm) B = A Pyt Py Y= 12,

SKlasicky* postup feseni se zde uplatnit nedd; zavedeme proto z-transformaci G(j) = Y. P; - 2/
=0
s dodatecnou podminkou G(1) = 1. Dale kazdou rovnici vynasobime z7 a dostaneme po secteni

o0

SAtpr) P2 =3 NP2 Y v Py - 2

i=1 i=1 i=1

odkud tdpravami dostdvame

i=0 i=1

A+ rp) - (ij.zj_po) :)“ZT'ZPj—T‘Zj_T+%'ZPj+1‘Zj+1
7=1

[ee)
Z Pjzd
=0

tedy
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G(z)- [)\ +orp— A" — w] APy +rubPy — % - Po— fuby

z
1 —1
— TIMPO<1__)T'IMPOZ
z
1 —1
G(Z)-—-[()\+T/L)Z—)\ZT+1—T/L] = r,u-Po-Z |-z
z
pritom
CP(] —
G(z) = rp - By (1—z)
rp 4 Az — (XA +rp)z
a ponévadz
: : —rp - Fo
lim G =1
P (2) Ak} Ar4+1) -z = (A+rp)
B ru - Py ru - Py 1o
A=A =M op— A
P, P,
f— 0/\ f— o f— 1 = PO f— 1 — 0
1—-2 1—p
n
5.11.2 Systém M/FE;/1
Dosadime-li nyni r = 1, dostavame klasické exponencidlni rozdéleni a systém M/M/1, tedy po
dosazeni
p-d—-ol—-2)  (I-9(l=2)

G(z) =

ptA2—(Atp)z Lo —(1+o)

14022 —z—pz=(1—2)—pz(1—2)

(1_9)(1_2)71—97 o0 ;
T—oi—s) 1-p 792l

Zde je Py = pi, a tedy pr = (1 — 0) - 0" (pi je koeficient u z¥, ponévadz G(z) = ioj P; - 29).
7=0

5.11.3 Systém M/FE,/1

Dosazenim r = 2 dostaneme systém M/ FE,/1, pro ktery mame

(-0
G(z) = 20+ Az3 — (A +2u)z

a protoze jmenovatel mé vzdy kofen 1, mdme

o) — 2p-1-—9l—2)  2ul—p)l-2) 2 (l-9p)

(=224 Az =2u) A1 —2z2)(z1—2)(z2—2) o (21— 2)(22—2)

kde

1 —
21,2 — —5 (1 +4/1 + 8Q_1)
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a po rozkladu na parcialni zlomky dostaneme

2 0 1 0 1
G =2 -0 |2 -£.
2 _ = _ =z 2 _ = -
¢ (1-2)(1-2) 2 (1-2)0-3)
a vzhledem k tomu, ze z 5 = % “QHS, miuzeme ,,pii trose pocitani* dospét k

Voet+s8—\o 1 +\/9+8+\/§‘ 1
2¢/0+ 8 1 o—+/e(e+8) 2¢/0+ 8 ..ot o(o+8)
4 4

— -

Tomuto se nékdy #kd zobecnéné geometrické rozdélend. Dale mame

P; = %, K\/E+\/@+78)Hl - (\/__\/m)jﬂ]

pro 7 = 1,2, ..., a odtud uzitim binomické véty dostaneme pravdépodobnosti
l—po N [2k+1 , ,
P _ . o 2kF2— 8 i—1
* 2k il(%—1) o et s)
l—po & 2k : :
P. _ . L 2k— ] i—1
2kt 1 S1h—2 ; (2@' B 1) 0" (0 +38)

5.12 Systém E,./M/1

Nyni se pokusime fesit systém £, /M/1, ktery, i kdyz vypada symetricky s piedchozim, mé ponékud

jiny smysl: vyjadiuje tzv. skupinové piichody, tedy méame-li intenzitu obsluhy u, pak r — 1 zdkazniki

zazeneme a vezmeme az r-tého, nebo na r -tého cekdme a vezmeme viechny najednou (ne méné).
D& se uvazovat téz systém F,,/F, /1, ale ten je jiz piilis komplikovany, a proto se jim zabyvat

nebudeme.

5.12.1 Popis systému £, /M/1

Pouzijeme opét metodu fazi: tentokrdt piichodem zdkaznika jedna faze pfibude, zatimco obsluhou
r tézi ubude. Dostaneme proto systém rovnic

rA- Py = ,UPT
rA-P = rA Py Py, 1< 5<r—1
(T)\_,U)P] = TA'Pj_1+/L'Pj+T7 ]ZT

ktery budeme dale Fesit.
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5.12.2 Reseni systému F,/M/1

Zavedeme funkci P(2)** = ioj P; - 20 pticemz P(1) = 1. Dostaneme tak
7=0

r—1 0 0
(rA+4p)- ZP e Z/L'P]"Zj = ZTA‘Pj—l‘Zj+ZH‘Pj+T‘Z]
j=1 7=0 i=1
TAZ'i Py.zd

J=0

(A4 ) [PE) = PO) = S Py 2 = rds P(e) 1

—ZPJ"Z]

T 7’

P(Z)-[r)\ir,uirr)\z—g] = ;-(r)\ir,u) P0+—T R ZP] Z]—— ZP -2

7=1

P(Z)'ﬁ'[(T'Q+1)ZT—T'Q'ZT+1—1] = (r)\-Po—,u-PT)Jrﬁ- [ZT'ZPj'Zj—ZPj'Zj
z" z" — —

=0

(ZT—1)~Z

T

Posledn{ rovnost déle zkrdtime vyrazem Z- a dostaneme

r—1
(1=2")- % P -2
7=0

P —
(2) ro-ztt—(1+rp) 27+ 1

piicemz vidime, Ze suma v ¢itateli jest polynomem stupné r — 1.

Méme tedy funkci komplexni proménné, kterd je v oblasti jednotkové kruznice |z| < 1 ohranicena,
proto viechny kofeny ¢itatele jsou 1 kofeny jmenovatele.

Vime, Ze funkce komplexni proménné, kterd je ohrani¢end v celé komplexni roving, je konstantni®,
zejména pak funkce

r@-/“—(lﬂ“@)%r*l—K-TZ_EP,.ZJ‘
p 7 J
(1—=)(1-2) =0

Odtud pak
R

K-(1-2)(1-2)
déle pak protoze lim P(z) =l a (1 —2") = (1 —2) (1 + 2+ 2% + ...+ 2"71), je

z—1

P(z) =

1—2" r
lim P(z) = lim =
i P(2) IR (1-2)(1-2) K(1-2)
a odtud pak
K= —
1 =

22 Totéz vyjadiovala v predchozi kapitolce funkce Gi(2); déle ji budeme znagéit jiz P(z), jak se obvykle znaéf.
Z3Nemyslf se tady ndhodou jen polynomidlnf funkce?
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Celkem tedy

5.13 Systém M/G/1

Vyfesili jsme tedy zdkladni parametry systému M/M /1, M/M/n, E,/M/1. Nyni budeme smé&fovat
k systému obecnéjsimu — M/G/1, kdy o délce obsluhy (resp. jejim typu rozdéleni) nevime nic. Pii
Feseni systému jiz nevystacime se z-transformaci.

5.13.1 Laplaceova transformace

O Laplaceové tranformaci jsme jiz hovotili v kapitole 2.3; zde si pojmy zopakujeme a ukdzeme si jeji
dalsi vyuziti.

Definice 5.4
Méjme funkci redlného argumentu f(#), kterd se chova ,rozumné”, tedy Ze je definovéna pro ¢t > 0,
Ze je spojitd, ze ma konecny pocet nulovych bodu, ze f(t) = 0 pro t < 0, a Ze je ohranicena

exponencidlou v tom smyslu, ze
AM >0, s0>0: [f(t)] < M- e

Vytvoiime nyni tzv. Laplaceuv intergél jako funkci komplexni proménné

F(p)= [ e f(t) i
0
Funkce f(t) se pak nazyva vzor (original), F(p) je obraz v Laplaceove transformaci. Piseme f(t) &
F(p).

Ptiklad 5.3

P#iklady vzori a obrazu v Laplaceové transformaci:

o 1l oL
P

1

o Mt o
p—Fk

o jestlize fi(t) & Fi(p) a [2(1) & (1), pak cifi(t) + c2fo(t) & erFi(p) + c2l%(p), pro kazdé
c,60 € R

o sinfjt & ﬁ, protoze

. eift _ e—ibt 1 1 1
sinfft = ——— = — -
21 21
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e analogicky cos ft & #, protoze

eift 4 =it
cos 3t = Z
o derivace: je-li f(t) & F(p), pak
[ e = | L | S e [T e = p P )= 1(0)

) f"f(7')cl7'<:>ﬂp22

o odtud pak 1" &

o —t-f(1) = F(p)

o (—1)" f(t) & FU(p)

o @ & ?F(u) du

e konvoluce: je-li f(t) & F(p)a g(t) & G(p), pak f(t) @ g(t) < F(p)- G(p).

P#iklad 5.4
Vime, 7e sint < —5. Déle pak

1+p2"
sin ¢ o /00 du farct = T ; ;
— = |larctan u|>® = — — arctan p = arcco

t o 1 +u? P2 P o r

a odtud

) tsinT arccot
st 1= / dr & &P
0o T P

Piiklad 5.5 RESEN{ DIFERENCIALNI ROVNICE
Méjme nyni zaddnu napf. diferencidlni rovnici y” +y = t s pocatecnimi podminkami y(0) =
y'(0) = 1. Tuto rovnici bychom snadno vyfesili zndmymi metodami; nyni si ukdzeme, jak se da fesit
pomoci Laplaceovy transformace.
Reknéme, ze y < Y. Pak mame

y & pY—f(0)=p-Y -1

"

y' & pt Y —p—1

tedy rovnice piejde ve tvar

1
pz-Y—p—1+Y:—2
p
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Odtud pak
1
(" + DY = 7
a dale po dpravach
1 p
Y = —
N

a protoze je t & ]% a cost & ]%H, méame celkem vysledek y =t + cos t.

5.13.2 Vypoéty momenti ndhodnych veli¢in

Nyni uvazujme ndhodnou veli¢inu, kterd je popséna distribu¢ni funkei F(x), resp. hustotou a(x);
predpoklddejme, ze a(x) spliiuje podminky Laplaceovy transformace, tedy a(x) > 0 pro « > 0,
a(x) =0 pro x < 0.

Protoze a(x) je hustota, mame

/ a(x)de =1
0
a déle stfedni hodnotu -
/ z-a(x)de =X
0
a n-ty pocatecni moment

/Oox”-a(x)dx:ﬁ
0

Nyni uvédzime laplaceovsky obraz hustoty

/OOO e a(x)de = A™(s)

a odtud snadno
A(0) = (1) - X7 (67)
a takto muzeme pocitat pocateéni momenty ndhodné proménné (jiz bez zpétné transformace).
Uvétit se tomu da takto:

821'2
2.2

2! T een
S°T

Ar(s) = /Om [a(:z;)—sx-a(:l:)+ . -a(:zﬁ)—...] dx

e = 1 —sz+

o) 52

— Ooa(:z;)d:z;—s- x-a(x)dx+—’- Oon-a(:zj)d:I;—...
J, / 5,

0

1 —s5-X ;_?ﬁ

Nyni jiz jen sta¢i po zderivovani dosadit s = 0 a vyjde vyse uvedend rovnost.
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Cn—l Cn

Sh
obsluha

Wh Xn
vstup

Tha T Cn—l Cn
tn
_—= _—
Vi
Cn—l Cn

Obrazek 15: Schéma ¢innosti systému M/G/1

5.13.3 Popis systému M/G/1

V systému M /G /1 predpokladdme markovovské pifchody zdkazniki, zatimco o dobé obsluhy nevime
nic. Vime opét, ze zdkaznici nepfichédzeji do systému soucasné. Schematicky si systém zndzornime
na obr. 15, kde mdme naznaceny vstupy zakaznikt do systému (spodni osa) a obsluhu (horni osa);
mpreskok® zdkaznika z dolni na horni osu znaci jeho pfijeti na linku obsluhy.

Oznacéime si nyni

C,, bude n-ty zakaznik,

s, doba jim stravend v systému,

w, doba ¢ekani,

x, doba obsluhy,

T, ¢as jeho piichodu,

t, interval od ptichodu n — 1-niho,

¢ délka fronty ve chvili, kdy opousti systém,
v, pocet zakazniki, ktefi pfisli behem obsluhy.

Zatimco totiz v Markovovském procesu popisovalo X (t) v libovolném okamziku stav systému, tady
to nejde: jak se systém chovd, muzeme fici jen v uréitych okamzicich. Tedy: kdyz to markovovské
Lneni poiad®, tak alespon nekdy — v okamziku, kdy zdkaznik opousti systém.

Ted budeme uvazovat, ze od doby, kdy zdkaznik (', opustil systém, do doby, nez skonéil C,, 4,
piilo v, 11 novych zédkazniktu. Pak je zfeymé ¢,.1 = ¢, — 1 + v,11.

Pokud zékaznik (., pfisel az poté, co C, systém opustil, je fronta prazdné, je obsluhovan
okamzité, tedy ¢, = 0. Pak také ¢,11 = v,11 = qp + vpi1.

Oba vztahy nyni slou¢ime

qn+1 — 4n — AQn + Vpt1 (68)
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1, k=1,2,.
kde Ak =1 "

Pokud nyni nechame systém pracovat, dostaneme

o lim ¢, = 7, stiedni délka fronty,

n—oo

e lim v, = T, stfedni pocet zdkazniku, ktefi pfijdou béhem obsluhy; pokud je ¥ > 1, systém se

n—oo

zahlti.
Plati ptitom Flq, 1] = Elg¢.] — E|Aq¢.] + E[v,i1]; v limitnim piechodu pak miuzeme fict, ze
Elq] = Elq] = ElAq] + E[] = E[Aq] = E[7]
Dale

ElAg] = S Ak Plg— K]

= A0-Plg=0]+Al-Plg=1] + ...
= Pl[g>0]=p

tedy systém je prazdny s pravdépodobnosti rovnou intenzité provozu g.
Déle pak (T je stiedni doba obsluhy jednoho zakaznika)

ElAg,| =FEol=0=X-T <1 (stabilita)
aodtud P[g=0]=1— p.

5.13.4 Reseni systému M/G/1
Nyni chceme spocitat E[q]. K tomu vztah 68 umocnime na druhou a déle uvazime, ze je A%q, — Aq,

a rovneéz ¢, - Aq, = ¢q,. Dostavame tak

qgﬁ»l - qz + (AQH)Q + v2+1 - QqHAqTL ‘\“ Qann+1 - QAQTLUTH»I

a déle pro limitn{ prechod (kde pak E[Aq¢| = E|[v])

Elgi ] = Elg]+ E[Aq] + Elv; (] =2 Elga] + 2 Elgn - vpi1] —2 - E[Aqy, - vn44]
E[¢*] = Elg+ ER] + E*]—2- E[q + 2 Elq] - E[v] -2 - E[v] - E[v]
Odtud pak

2. Elg] - (1 - E[e]) = E[5] + E[7*] - Elo]- E[5]

a ddle s vyuzitim E|[v] = o

o+ Ev*]| =20+ 0—0

Elq]

2(1— o)
20(1 — o) + E[*] — 0
2(1 — o)
E[v*] — E[7]

- 2(1 - o)
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Nynf je tfeba spoéitat F[v?], E[].

P#ipomenme si, ze pii po¢itani procesi vzniku a zanika jsme vychdzeli z toho, Ze systém se mohl
ze stavu ¢ pteklopit jen do ¢ £ 1 nebo zustat.

Zde mame v,1 = k, kde k£ = 0,1,2,... a zajima nds, kolik zdkazniki do systému pfislo, tedy
pravdépodobnosti Plv,.1 = k] = az. Po obsluze jednoho zdkaznika mize systém skon¢it ve stavu

i —1,1,0 + 1 atd. (viz obrazek 16).

Ui+

aq

e
@@ @ ..........

Obrazek 16: Prechodovy graf systému M/G/1

Ptitom pokud ozna¢ime P|X, < x| = P[z < x| = B(a) distribuéni funkei obsluhy, resp. jeji
hustotu b(x), hodnoty «j muzeme spocitat jako integral vyjadiujici tiplnou pravdépodobnost

ap = Plo—k = /OOOP[@:k,x<f<x+dx]dx

. /°° P[o = k|7 = 2] -b(x) da
0
)\.rk.e_)\m
k!

Mame tedy systém M/G/1, pro jehoz obsluhu zndame hustotu b(x), resp. distribuéni funkei B(x);

ptichody jsou markovovské, tedy tvoii Poissoniv proces (proto zde vystupuje (%)k —ATY,

Nyni budeme pocitat viechna «aj soucasné. Dostaneme mocninnou fadu, v niz koeficienty budou

- €

prave ay. Déle vyuZijeme, ze za piedpokladu konvergence je [~ = 3" [:

V(iz) = kf% (P[@ =k]- Zk) = /OOO e kf% (()\;)k : Zk) b(x) d
— /OOO e kf% ()\:;;’Z)k b(x) dx

Celkem jsme tedy dostali V(z) = B*(A — Az).

Tedy b(x) byla hustota, kterd popisuje dobu obsluhy v M/G//1 a B* jeji Laplaceova transformace;
V(z) je Laplaceova transformace jiného procesu, a sice markovovského procesu piichodt. Studujeme
oboji v Laplaceové transformaci; oba procesy se vzajemné ovliviiuji.

Plati:

e B*(0) = V(1) =1 (soucet pravdépodobnosti),
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o B*®)(0) = (=1)F - X* (k-ty pocatecni moment),
e prvni derivace V(1) = 7,

e druhé4 derivace V(z)(l) =2 —7.

Totiz
dV(z) dB*(A=Xz) dB*(A—=Xz) d(A—=Az) \ dB*(y)

dz dz d(A = )z) dz N dy

a tedy
V(l)(l):_)\.dB (y) =T =T=0p
dy -0

Déle protoze j—z = ), je druhé derivace

&V _df o dB(y)] ¢B(y) dy ., &B(y)

dz2  dz dy dy? dz dy?

cili
V(1) =A% BO(0) = A?X?2

coZ se rovna v?
Dostdvame se tedy ke stifednimu poc¢tu zdkazniku, ktery je po dosazeni roven

— .

A2X2
2(1 — o)

7=0+ (69)
Déle ukdzeme jesté jeden vztah.
Pro nahodnou veli¢inu s hustotou b(z) a rozptylem o} zavedeme tzv. normovany rozptyl C =

[

o o

Pak dostaneme

(X)2°
X7 = X7~ (X H(X) = o? + (X)2 = (X (C2 4 1)
2
a odtud
A2(X)2.(C%+1
S RERc
2(1 — o)
C?2+1
I 70
AN T (70)

coz je tzv. Pollaczek—Khinchinova formule.

5.13.5 Vyjadieni jednodussich systémia z M/G/1

Nyni si ukdzeme, Ze 1ze opét snadno dostat systémy, které jsme vyfesili diive, jako specidlni piipad
obecnégjsiho systému M/G/1.
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M/M/1. Tak pro systém M/M/1 dostaneme

1+1 0
— 0+ 0% —
T R

3

coz jsme spoceli difve.

M/D/1. Timto systémem jsme se nezabyvali — kazdy zdkaznik je obsluhovan stejné dlouho, rozptyl
je tedy nulovy, a dostdvame
2 1 0 0* 0

g=o+to- = - <
20=90) 1—=p0o 1—-0 1-yp

M/Hy/1. 7Zde mame piiklad systému, ktery jsme ani neuvazovali v Kendallové klasifikaci: systém
mé dvé linky obsluhy, ke kterym se piichozi zékaznici rozdéli v urc¢itém poméru (zafadi se s urcitou
pravdépodobnosti).

Napiiklad budeme uvazovat systém, v némz k prvni lince obsluhy, kterd mé& parametr A, piijde
¢tvrtina zdkazniki, ke druhé s parametrem 2X zbylé tii ¢tvrtiny (obrdzek 17). Dostaneme

va

3/4

Obrazek 17: Schéma systému M/H, /1

Y _ 5
o X =

2 28
o X? =35

2 31
¢ 0 = e

e (* =1,24 (pro exponencidlni rozdéleni je C'* = 1)

a odtud

0, 1202
o 012

qil—@ I —o

5.14 ZAavérem

Probrali jsme postupné nekolik zakladnich typu systému hromadné obsluhy az po pomérné obecny
M/G/1. V této teorii by bylo mozné pokracovat dédle — napf¥. se pokusit pocitat systém G/G/1; ten
vSak vede k integralnim rovnicim, které nejsou bez naroéného matematického aparatu zvladnutelné.

Dalsi véc, kterd by mohla byt zajimava, jsou sité linek obsluhy: zakaznik po obsluze u jedné
linky piechazi k jiné. Rovnéz tyto systémy jsou dosti obtizné, proto se zpravidla fesi vytvofenim
simula¢niho modelu.



