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� Odhad �	sla � pomoc	 Bu�onovy �lohy � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
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� Simulace

��� �vod do p�edm�tu

����� Slovo autora

Simulace obsahuj	 dvousemestr�ln	 p�edn��ku doc� Sedl��ka ze �koln	ho roku ������� a ��sti cvi�en	�
ve kter�ch se v podstat� p�edn��elo� TEX�oval a koment��i opat�il Dejva� �epr�no z pozn�mek z��sti
Dejvov�ch� z��sti od Aleny Kratochv	lov
�

����� Co jsou simulace

Simulace a po�	ta�ov
 modelov�n	 je jednou z velmi v�znamn�ch oblast	 vyu�it	 v�po�etn	 techniky�
vlastn� p�vodn	 motivace pro v�voj po�	ta�� vych�zela pr�v� z oblasti modelov�n	�

Simula�n	 syst
my n�m v z�sad� slou�	 k tomu� abychom s nimi prov�d�li experimenty� simulace
je modelov�n	 na po�	ta�i�

V n�kter�ch oblastech bychom se p�itom bez simula�n	ch experiment� neobe�li� a to zejm
na
z t�chto d�vod� �

� simula�n	 experiment je levn�j�	 ne� re�ln� pokus !drah� materi�l��"

� pokus v re�lu nen	 mo�n� !je nad technick
 mo�nosti"

�P��klady v z�vorce jsem pl�cal� jak m� napadly� ur�it� vymysl�te spoustu dal��ch	
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� origin�l simulovan
ho syst
mu neexistuje nebo je nedostupn� !simulace pochod� v kosmick
m
prostoru"

� skute�n
 pokusy jsou neetick
 !jadern
 zbran�"

� pomoc	 simulov�n	 mimo��dn�ch situac	 jsou tr
nov�ni zam�stnanci a jejich reakce na tyto
situace !jadern
 elektr�rny� t
� nap�� leteck
 simul�tory"

P�i tvorb� simula�n	ho syst
mu zpravidla uplatn	me tyto f�ze 

� sledov�n	 p�vodn	ho !re�ln
ho" syst
mu

� popis �innosti syst
mu � vytvo�en	 modelu� obr�zk�� rovnic

� form�ln	 popis syst
mu

� n�vrh simula�n	ho programu

� lad�n	 a veri�kace programu

� simula�n	 experimenty

� aplikace v�sledk��

Zji�#ujeme p�itom� �e origin�l m� svoji vnit�n	 strukturu� m��e se nach�zet v ur�it�ch stavech�
existuj	 v n�m rozli�iteln
 situace� a prob	haj	 v n�m jist
 d�je� kter
 jej p�ev�d	 z jedn
 situace do
jin
� P�itom soubor v�ech situac	 syst
mu je uzav�en v��i d�j�m !tedy je schopen reagovat na ka�dou
situaci"�

Simulace je tedy v�zkumov� metoda� kter� spo�	v� v tom� �e zkouman� dynamick� syst
m na�
hrad	me simul�torem a prov�d	me na n�m pokusy s c	lem z	skat informaci o p�vodn	m zkouman
m
objektu�

Krom� p�	klad�� kter
 jsme uv�d�li v odstavci o d�vodech� pro kter
 v�bec simulujeme� n�s
zajist
 napadnou dal�	 

K�i�ovatka� Na k�i�ovatku p�ij	�d�j	 auta z r�zn�ch sm�r�� a tak
 do r�zn�ch sm�r� odj	�d�j	�
Simulac	 proud� vozidel se sna�	me naj	t optim�ln	 re�im�

Fotosynt
za� Chemick
procesy fotosynt
zy z�vis	 na p�eskoc	ch elektron�� co� se op�t d� simulovat�

Bu�ky� Zn�m� hra ��$ivot%% je vlastn� tak
 jistou simulac	� abychom se p�ibl	�ili realit�� m��eme
simulovat podm	nky d�len	 bun�k apod�

Fronty� Syst
my hromadn
 obsluhy� ke kter�m postupn� v �ase p�ich�zej	 po�adavky� kter
 pak
linka obsluhuje� Budeme se jimi zab�vat podrobn�ji�
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��� Ilustra�n� p��klad

P�i tvorb� simula�n	ho programu stoj	 program�tor p�ed �kolem zejm
na navrhnout 

� datov
 struktury� reprezentuj	c	 stavy syst
mu

� oper�tory� reprezentuj	c	 zm�ny stav�

� �as v modelu !tzv� simul�rn	 �as"

� synchronizace stavov�ch zm�n�

Tyto �koly si ilustrujeme na p�	kladu� kter� se obvykle uv�d	 v �vodu do simulac	 p�edstavme si
lokalitu� na kter
 se t��	 p	sek� a stavbu� na kterou se p	sek voz	� K dispozici je ur�it� po�et aut�
ka�d
 z nich m� ur�it
 parametry !v z�sad� ka�d
 auto svoje vlastn	" � �nosnost� rychlost� �kolem
je zjistit� za jakou dobu jsme schopni t�mito auty odvozit jist
 mno�stv	 p	sku� P�itom u nakl�dky i
vykl�dky m��e b�t sou�asn� jen jedno auto� a na cest� je jedno �zk
 m	sto� kde nelze p�edj	�d�t�

����� �e�en	 orientovan
 na ud�losti

Uvedeme si nejprve �e�en	 na�eho p�	kladu� p�i kter
m ka�d
 auto bude ��mrtv�%% !pasivn	" objekt�
u kter
ho budou nast�vat ud�losti� my je budeme sledovat a prov�d�t ur�it
 akce�

type auto � record

rychlost�nosnost�nakladka�vykladka� integer�

stav� �nakladano�jededoC�jededoD�jededoB�

frontavB�vykladano�jededoA�frontavA��

vpredu�vzadu� �auto�

kdy�zmena� integer�

end�

fronta � record

prvni� posledni� �auto�

end�

procedure do�fronty�A� �auto� var F� fronta��

begin

if prazdna�fronta�F� then

begin

F	prvni��A�

F	posledni��A�

end

else

begin

A�	vpredu��F	posledni�

F	posledni�	vzadu��A�

F	posledni��A�

end�

end�
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procedure z�fronty�var F� fronta��

begin

with F do

if prvni�posledni then

begin

prvni��nil�

posledni��nil�

end

else

begin

prvni��prvni�	vzadu�

prvni�	vpredu��nil�

end�


 a je�t� u
ezat ukazatele u odebran�ho auta �

end�

Obecn� lze p�i psan	 simula�n	ch program� doporu�it n�sleduj	c	 sch
ma 

� deklarace

� inicializace

� simulace

� v�sledky�

Toto sch
ma pou�ijeme nyn	 v pokra�ov�n	 na�eho p�	kladu s p�ev��en	m p	sku�

procedure inicializace�

procedure inic�frontu�var F� fronta��

begin

with F do

begin

prvni��nil�

posledni��nil�

end�

end�

procedure inic�auta�pocet�aut� integer��

var i� integer�

begin

for i��� to pocet�aut do

begin

new�auta�i���

with auta�i�� do
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begin

readln�nosnost�rychlost�nakladka�vykladka��

vpredu��nil�

vzadu��nil�

stav��frontaA�

kdy�zmena��maxint�

end�

do�fronty�auta�i��A��

end�

end�


 vlastn� inicializace �

begin

simul�cas����

inic�frontu�A��

inic�frontu�B��

inic�frontu�C��

inic�auta�

end�

procedure zmena�a� integer��

var pom� integer�

begin

with auta�a�� do

begin

case stav of

nakladano� begin

z�fronty�A��

if not prazdna�fronta�A� then

A	prvni�	kdy�zmena����

kdy�zmena��round�vzdalAC��rychlost�krok���

stav��jededoC�

end�

jededoC� 			


 zm�ny ostatn�ch stav� �

end�

end�

procedure simulace�

begin

p�sek��cel��hromada�

nalo�en�ch����

auta����	kdy�zmena���� 
 Start� �
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while �pisek��� or �nalozenych��� do

begin

staci��false�

while not staci do

begin

staci��true

for i��� to pocet�aut do

begin

if auta�i��	kdy�zmena�� then

begin

zmena�i��

staci��false�

end�

end�

end�

simul�cas��simul�cas���

for i��� to pocet�aut do

with auta�i�� do

kdy�zmena��kdy�zmena���

end�

end�

Takto jsme tedy uplatnili ten p�	stup� kdy v ka�d
m kroku zv�t�	me simul�rn	 �as o jednotku
a zkoum�me� kter� auta podl
haj	 zm�n�� Pokud je ale tento krok dostate�n� jemn�� v�t�inou se
��nic ned�je%% � ve v�t�in� krok� k ��dn
 zm�n� nedojde� Proto m��e b�t vhodn
 prov�d�t simulaci
asynchronn�� tedy posouvat hodiny simul�rn	ho �asu nepravideln�� a to tak� �e si v�dy zjist	me� kdy
nastane nejbli��	 zm�na� a simul�rn	 �as nech�me skokem uplynout a� do tohoto okam�iku�� Proto
program uprav	me 

kdy�zmena��simul�cas�vzdalCD�rychlost� 
apod	�

			

procedure simulace�

begin

auta����	kdy�zmena��simul�cas� 
 Start� �

while 			 do

begin

prvni�zmena��auta����	kdy�zmena�

prvni����

for i��� to pocet�aut do

begin

with auta�i�� do

begin

�P�edchoz� zp
sob se pak naz�v� synchronn�� m
�e b�t vhodn� zejm
na pokud chceme pr
b�h simula�n�ho expe�
rimentu zobrazovat v re�ln
m �ase � typicky nap�	 ji� vzpom�nan
 leteck
 simul�tory	
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if prvni�zmena�kdy�zmena then

begin

prvni�zmena��kdy�zmena�

prvni��i�

end�

end�

end�

simul�cas��prvni�zmena� 
 skok simul�rn�ho  asu �

zmena�prvni��

end�

end�

����� �e�en	 orientovan
 na procesy

Nyn	 se na n�� p�	klad pod	v�me jin�m zp�sobem budeme pova�ovat auta za procesy� tedy za aktivn�
komponenty simula�n	ho syst
mu�

Prototyp procesu� Vezmeme nejprve obecn
 sch
ma takov
hoto procesu� kter
 m��e vypadat
nap�	klad takto 

process jm�no�parametry��

			

while true do

begin

ud�lost��

 ekej�

ud�lost��

po kej� as	interval��

ud�lost!�

aktivuj�jin� proces��

ud�lost"�

end�

Tyto procesy se nechovaj	 jako klasick
 podprogramy �	zen	 se p�ed�v� obecn� ��n�kam doprost�ed%%�
tedy ne nutn� na za��tek� P�i implementaci se pak pou�ije strojov� instrukce BALR reg��reg��
kde v registru � je adresa� odkud je vol�n jin� proces� a v registru � adresa� kam se sk��e�

Proces p�itom m��e prov�d�t zejm
na tyto �innosti 

 ekej � proces �ek�� dokud ho n�kdo nevyzve k pokra�ov�n	

po kej � proces se zastav	 na ur�itou dobu simul�rn	ho �asu

aktivuj � proces ��vzbud	%% jin� proces� kter� je ve stavu  ekej

Jak tedy m��eme implementovat na�e p�ev��en	 p	sku pomoc	 proces� ka�d
 auto bude p�ed�
stavovat proces zhruba n�sleduj	c	ho tvaru 
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process auto�nosnost�rychlost�nakl�dka�vykl�dka� real��

var vp
edu�vzadu��auto�

procedure nalo��

begin

if hromada�p�sku�� then

begin

hromada�p�sku��hromada�p�sku�nosnost�

nalo�en�ch��nalo�en�ch���

po kej�nakl�dka��

end

else  ekej�

end�

procedure po kej�ve�front��kter�� fronta��

begin

za
a#�se�kter���

if vp
edu$�nil then  ekej�

end�

procedure odejdi�z�fronty�kter��fronta��

begin

if vzadu$�nil then aktivuj�vzadu���

vy
a#�se�kter���

end�


 uje# �  ek�  asov� interval�

vylo� je podobn� nalo� �

procedure j�zda�CD�

begin

za
a#�se�fronta�CD��

if vp
edu$�nil then

begin

if vp
edu�	pl�n�simul�rn�� as�round�vzd�l�CD�rychlost� then

po kej�vp
ed�	pl�n�simul�rn�� as�

else

uje#�vzd�l�CD��

end

else

uje#�vzd�l�CD��

vy
a#�fronta�CD��

end�


t�lo procesu�
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begin

po kej����

while true do

begin

po kej�ve�front��fronta�v�A��

nalo��

odejdi�z�fronty�fronta�v�A��

uje#�vzd�lenost�AC�

j�zda�CD� 
 %zk� m�sto�

uje#�vzd�lenost�DB��

po kej�ve�front��fronta�v�B��

vylo��

odejdi�z�fronty�fronta�v�B��

uje#�vzd�lenost�BA��

end�

end�

Stavy proces�� Procesy� jak zn�mo� mohou nab�vat n�kolika z�sadn	ch stav�� Nejinak je tomu
v simula�n	ch syst
mech � uvedeme si tedy stavy proces� s jejich interpretac	 ze simula�n	ch syst
m� 

aktivn	 � simul�rn	 �as dosp�l do okam�iku� kdy se n�co m� prov
st� resp� se prov�d	

suspendovan� � plynut	m �asu dosp�jeme k okam�iku� kdy m� n�co d�lat !tedy nap�� p�i vyvol�n	
po kej"

pasivn	 � nen	 napl�nov�no� ve kter
m okam�iku se stane aktivn	m !nap��  ekej"

ukon�en� � um�l� stav� kter� nelze rozli�it od pasivn	ho !ukon�en� proces se ji� nevzbud	� ale to
��zvenku%% nepozn�me"

Uvedeme si nyn	 p�	klad p�eskok� elektron� mo�n
 stavy jsou pak obsazen�� neobsazen�� p�eskakuje�
Procesy p�edstavuj	 cesty� p�i p�eskoku jsou aktivn	�

begin 
 cesta �

while true do

begin

 ekej�

odkud�	stav��p
eskakuje�

kam �	stav��p
eskakuje�

zru��pl�ny�odkud�	prvn��od�test�kam��

zru��pl�ny�kam �	prvn��do�test�odkud��

nov��pl�ny�odkud�	prvn��do�test�odkud��

nov��pl�ny�kam �	prvn��od�test�kam��

odkud�	stav��voln��

kam �	stav��obsazen��

end�

end�
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��	 Kompartmentov
 anal�za

����� Nast	n�n	 probl
mu

Kompartmentov� anal�za se objevuje nap�� v l
ka�stv	� kdy �e�	me probl
m tohoto typu !viz ob�
r�zek �" sledujeme ukl�d�n	 v�pn	ku v organismu� pokusn� osoba polyk� pilulky� z nich se v�pn	k
vst�eb�v� do krve� z krve pak p�ech�z	 do kost	 a do m�kk�ch tk�n	 !a zp�t"� a kone�n� z krve se
tak
 p�es ledviny vylu�uje z organismu ven�

�

��
��

�

�

�

�

�

kostn�
tk�� krev

za��vac�
trakt

vylou�� se

pilulka

m�kk�
tk�n�

ledviny

ven

Obr�zek � Ukl�d�n	 ��inn
 l�tky v organismu

Syst
m pon�kud zjednodu�	me !viz sch
ma na obr� �"� uv��	me pouze t�i ��sti A�B�C� Tyto ��sti�
kter�mi l�tka proch�z	� nazveme kompartmenty� Zaj	m� n�s mno�stv	 l�tky� kter
 projde� budeme
p�edpokl�dat� �e l�tky jsou rozprost�eny rovnom�rn� a �e konstanta k� kter� popisuje p�el
v�n	 l�tky
mezi kompartmenty� nez�vis	 na mno�stv	 l�tky v kompartmentech�

����� Diferenci�ln	 rovnice

Popisem syst
mu dostaneme n�sleduj	c	 syst
m diferenci�ln	ch rovnic 

dmA

dt
& K �

� �mB �K� �mA

� � �
��

K K K

K' K'

� �

� �

�

A B C

m
A

m
B

m
C

Obr�zek � Zjednodu�en� syst
m pro kompartmentovou anal�zu
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dmB

dt
& K� �mA ( K �

� �mC � !K �
� �mB ( K� �mB"

dmC

dt
& K� �mB � !K �

� �mC ( K� �mC"

kde hodnoty mA�mB�mC p�edstavuj	 mno�stv	 sledovan
 l�tky v jednotliv�ch kompartmentechA�B�C�
a konstanty K��K��K��K

�
��K

�
� vyjad�uj	 ��p�el
v�n	%% l�tky mezi kompartmenty�

Dopln	me nyn	 po��te�n	 podm	nky !jsou to v�choz	 hodnoty mA�mB�mC"� a pokud je po�et
kompartment� roven n� m�me syst
m diferenci�ln	ch rovnic

dmi

dt
&

nX
j��

kji �mj �
nX
j��

kij �mi

kter� mus	me vy�e�it�
Takto popsan� syst
m nyn	 nech�me b��et od �asu t & �� v ur�it�ch okam�ic	ch budeme p�id�vat

do syst
mu l�tku�� syst
m se nech� b��et !i po skon�en	 u�	v�n	 l�tky"� nakonec se zastav	 a zji�#uje
se koncentrace l�tky v jednotliv�ch kompartmentech� pop�� se sleduje pr�b��n��

�e�en	 diferenci�ln	ch rovnic� Diferenci�ln	 rovnice m��eme �e�it jednoduchou aproximac	� a to
podle n�sleduj	c	ho sch
matu 

M�me diferenci�ln	 rovnici y� & f!x� y" a po��te�n	 podm	nku y!�" & a� Zvol	me �	slo h !krok
aproximace" a budeme po�	tat

y!x ( h" & y!x" ( h � f!x� y"� �z �
�y�

Jinak zaps�no�
yn�� & y!xn��" & y!xn" ( h � f!xn� yn"

kde y� & a� Pr�b�h funkce tak aproximujeme lomenou �arou� kter� se naz�v� Euler�v polygon�
Takto dostaneme tabulku hodnot� kter� je pochopiteln� zat	�ena ur�itou chybou !je to p�ibli�n

�e�en	"�

����� Metoda Runge�Kutta

Uvedeme si medodu Runge�Kutta �� ��du !t	m m�me na mysli� �e ka�d� bod se po�	t� ze �ty�� a to
z p�edchoz	ho spo�ten
ho a t�	 dal�	ch� o ur�it� krok posunut�ch"� Z�kladem je vztah

yn�� � yn &
�


� !k� ( �k� ( �k� ( k�"

kde ki jsou

k� & h � f!xn� yn"

k� & h � f
�
xn (

�
�
h� yn (

�
�
k�

�

k� & h � f
�
xn (

�
�
h� yn (

�
�
k�

�
k� & h � f!xn ( h� yn ( k�"

Tato metoda je velmi vhodn� pro �e�en	 kompartmentov
 anal�zy� d� se to takto simulovat po
ur�it�ch �asov�ch okam�ic	ch budeme sledovat� pokud p�itom p�ijde ��inn� l�tka� zm�n	me to apod�

�To jako kdy� doktor �ekne� ��budete to br�t r�no� v poledne a ve�er��	
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����� Metoda prediktor�korektor

Metody prediktor�korektor spo�	vaj	 v my�lence� stanovit ur�it�m zp�sobem hodnoty a pak je zp�es�
)ovat�

Milnova metoda� N�kolik prvn	ch hodnot spo�teme nap�� metodou Runge�Kutta� D�le pokra�
�ujeme n�sledovn� !zde y�j	n zna�	 j�tou aproximaci hodnoty yn� z�pisem yn rozum	me ji� kone�nou
hodnotu" prediktor bude

y
��	
n�� & yn�� (

�
�
h � !�y�n � y�n�� ( �y�n��" !�"�

y
��	
n��

��
& f

�
xn��� y

��	
n��

�
!�"

a korektor �
y
�j��	
n��

��
& f

�
xn��� y

�j	
n��

�
!�"

y
�j��	
n�� & yn�� (

�
�
h �

��
y
�j	
n��

��
( �y�n ( yn��

	
!�"

Vztahy � a � se p�itom nechaj	 pracovat sou�asn� !st�	daj	 se� v iteraci se po�	taj	 ob� rovnice"� a to
tak dlouho� a� je 



�y�j	n��

�� � �
y
�j��	
n��

��



 � �

Jin� metoda� Nahrzen	m vztah� ��� dostaneme jinou metodu typu prediktor�korektor 

y
��	
n�� & yn�� (

�
�
h!y�n ( y�n��" !�"

y
�j��	
n�� & yn (

�
�
h
�
y
�j	
n�� ( y�n

�
!
"

����� Diferenci�ln	 rovnice �� ��du

M�me rovnici y�� & f!x� y� y�" a po��te�n	 podm	nky y!�" & y� a y�!�" & y��� Polo�me nyn	 y� & z a
z� & f!x� y� z"� co� jsou dv� diferenci�ln	 rovnice prvn	ho ��du s po��te�n	mi podm	nkami z!x�" & y��
a y!x�" & y�� D�le ji� m��eme pou�	t v��e uveden�ch metod�

����� �e�en	 kompartmentov
 anal�zy

Shrneme nyn	 poznatky o diferenci�ln	ch rovnic	ch a vyu�ijeme je k naps�n	 programu� kter� �e�	
kompartmentovou anal�zu !procedury vlastn	ho �e�en	 diferenci�ln	ch rovnic jsme zde neuv�d�li �
sta�	 vhodn� pou�	t uveden�ch metod" 

begin

 as��t�� 
 simul�rn�  as �

for k��� to vstupy do 
 vstupy � po et pilulek �

begin

with vp�k� do 
 k�t� kompartment �
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begin

while  as$n do

begin

 as�� as�krok�

Diferential� 
 
e�en� dif	 rovnic �

end�

m�j���m�j��i�

end�

end�


 a d�le bez l� en� a bez nam� en� �

repeat

 as�� as�krok�

Diferential�

until  as��konec�

end	

��� Simula�n� kalend
�e

V p�edchoz	m �e�en	 na�eho ilustra�n	ho p�	kladu jsme mohli pou�	t p�	kaz jako new�auto�� nebo
new�cesta�� !p�	padn� i s dal�	mi parametry"� kde ov�em auto a cesta nejsou datov
 struktury�
n�br� procesy� Tyto procesy si udr�uj	 sv�j pl�n� tedy stav� �as pl�nu !zm�ny"�

Odtrhneme nyn	 pl�n od auta !d�le je budeme spojovat pointerem"� a pl�ny se pokus	me n�jak�m
zp�sobem zorganizovat� Mno�inu pl�n� pak nazveme kalend���

����� Z�kladn	 typy kalend���

Nejjednodu��	 p�	klady kalend��� 

Bezkalend��� Kalend�� v programu nen	� pl�ny organizujeme jin�m zp�sobem � jako v na�ich
prvn	ch p�	kladech�

Pole� Kalend�� implementujeme jako pole� vyhled�v�me v n�m ud�lost s minim�ln	m pl�nem� !Pole
je pou�iteln
 jen pro konstatn	 po�et proces��"

Seznam� Vytvo�	me liner�rn� z�et�zen� seznam se zar��kou� kalend�� je vlastn� ukazatel na seznam
pl�n� aut�

Rozebereme nyn	 podrobn�ji kalend�� de�novan� jako line�rn	 seznam 

inicializace bude ��nil� tedy existuj	c	 pl�n neexistuj	c	ho auta

organizace kalend��e bude respektovat vzestupn
 set�	d�n	 podle �asu�

Auta pak budeme deklarovat n�sledovn� 

type auto � record

nosnost�rychlost�nakl�d��vykl�d�� real�

m�j�pl�n� pl�n�ptr�
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vp
edu�vzadu�auto�ptr�

end�

pl�n�auta � record

moje�auto�auto�ptr�

stav� stav�auta�

 as�pl�nu� typ�sim� asu�

dal��� pl�n�ptr�

end�

typ�sim�kalend�
e � �pl�n�auta�

Pokud m�me procedury pro kalend�� naps�ny� zbytek syst
mu se s pou�it	m kalend��� programuje
sn�ze 

procedure zmena�a� auto�ptr��

begin

with a� do

begin

case m�j�pl�n�	stav of

nakl�d�no�

begin

m�j�pl�n�	stav��jede�do�C�

z�fronty�fronta�v�A��

if not pr�zdn��fronta�fronta�v�A� then

aktivuj�fronta�v�A�prvn���

po kej�vzd�lenost�AC�rychlost��

end�

jede�do�B�

begin

m�j�pl�n�	stav��fronta�v�B�

do�fronty�a�fronta�v�B��

if vp
edu$�nil then  ekej�

end�

			

end�

end�

end�

V seznamu budou p�itom pouze jezd	c	 auta !ne auta �ekaj	c	 ve front�"� *ek�n	 !procedura  ekej"
p�itom funguje tak� �e prvek se ze seznamu odstran	�

procedure  ekej�

var aktivn�� typ�sim�kalend�
e�

begin

aktivn���kalend�
�

kalend�
��kalend�
�	dal���

with aktivn�� do

begin
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 as�pl�nu��maxint�

dal����nil�

end�

end�

procedure aktivuj�f�fronta� a�auta�ptr��

begin

with a�	m�j�pl�n do

begin

 as�pl�nu��simul�rn�� as�

dal����kalend�
�	dal���

end�

kalend�
�	dal����a�	m�j�pl�n�

end�

procedure po kej�doba� typ�sim� asu��

var pom�uk� typ�sim�kalend�
e�

begin

pom��kalend�
�

with pom� do

begin

 as�pl�nu�� as�pl�nu�doba�

if  as�pl�nu�dal���	 as�pl�nu then

begin

kalend�
��dal���

uk��kalend�
�

while uk�	dal���	 as�pl�nu$ as�pl�nu do

uk��uk�	dal���

dal����uk�	dal���

uk�	dal����pom�

end�

end�

end�


 suspenduj�proces� as� � za
azen� na m�sto podle  asu �prvek nen� v hlav��

pasivuj�proces� � vypustit prvek ze seznamu �

Kalend��e p�itom mohou b�t vytvo�eny jako jedno��elov
 !pro dan� program"� nebo univerz�ln	
!m��e b�t pou�it t
m�� libovoln�m programem"�

����� Kalend�� jako abstraktn	 datov� typ

Pokud odhl
dneme od konkr
tn	 implementace a budeme pokl�dat kalend�� za abstraktn	 datov�
typ� vid	me� �e mus	 um�t n�sleduj	c	 z�kladn	 operace 

�� zjist	� zda je ud�lost !proces" napl�nov�na
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�� v�b�r ud�losti !procesu" s minim�ln	 hodnotou �asu pl�nu

�� napl�nov�n	 moment�ln� nenapl�novan
 ud�losti !procesu" � vytvo�en	 jej	ho pl�nu podle za�
dan
 hodnoty simul�rn	ho �asu

�� zru�en	 pl�nu moment�ln� napl�novan
 ud�losti !procesu"�

Nad simula�n	m kalend��em se p�itom prov�d�j	 tyto operace !maj	 souvislost se stavy proces� a
jejich zm�nami" 

�� aktivn	 � aktivn	

�� aktivn	 � suspendovan�

�� aktivn	 � pasivn	

�� suspendovan� � aktivn	

�� pasivn	 � aktivn	

�� suspendovan� � pasivn	


� pasivn	 � suspendovan�

�� suspendovan� � suspendovan�

�� ukon�en	 procesu�

����� Simula�n	 j�dro

Pokud program vyu�	v� v	ce proces� !obecn�� v opera�n	m syst
mu"� m� jednu z t�chto vlastnost	
!aby v�bec mohl fungovat" 

�� je reentrantn	 � nekop	ruje se p�i op�tovn
m spu�t�n	 !ale data mus	 b�t odd�lena"

�� kop	ruje se�

Z�le�	 p�itom na hardware � zda umo�)uje reentrantnost�
Pokud se takov�mto zp�sobem m� chovat ��st simula�n	ho syst
mu !hovo�	me ji� o simula�n	m

j�dru"� implementujeme prototyp procesu !s parametry"� vznik� ot�zka� jak realizovat kalend���

����� Kalend�� jako bin�rn	 strom

Jako velmi vhodn� se jev	 implementace kalend��e jako bin�rn	ho stromu� kde

kalend�� obsahuje ukazatel na ko�en a na ��nejlev�j�	%% prvek�

uzel obsahuje ukazatele na lev� a prav� podstrom� ukazatel ��nahoru%% a �as�

Nap�� proceduru  ekej pak map	�eme takto 
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procedure  ekej�

var aktivn��pom� pl�n�ptr�

begin

with kalend�
 do

begin

aktivn���prvn��

with aktivn�� do

begin

if ko
en�prvn� then 
 odstra&ujeme ko
en �

begin

ko
en��prav��

pom��prav��

while pom�	lev�$�nil do pom��pom�	lev��

prvn���pom�

ko
en�	nahoru��nil�

end

else

if prav�$�nil then 
 odstra&ujeme vnit
n� uzel �

begin

pom��prav��

while pom�	lev�$�nil do pom��pom�	lev��

prvn���pom�

nahoru�	lev���prav��

prav���nahoru�

end

else

begin

prvn���nahoru�

nahoru�	lev���nil�

end�

end�


 te# aktivn�mu u
ezat ukazatele a zm�nit  as na maxint �

end�

end�

D�le nap�� procedura po kej vezme proces� ��vytrhne%% jeho uzel a za�ad	 jako list se zm�n�n�m
�asem�

� Z�klady teorie pravd�podobnosti

V t
to ��sti nast	n	me z�kladn	 pojmy t�kaj	c	 se pravd�podobnosti a jej	 nejd�le�it�j�	 vlastnosti�
Budeme je pot�ebovat d�le � zejm
na v syst
mech hromadn
 obsluhy� Z�jemce o podrobn�j�	 studium
odkazuji na literaturu� pop�� na Makub� Mich�lek Pravd�podobnost� jestli to ov�em Makub naTEX�
uje�
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��� Pravd�podobnost

����� De�nice pravd�podobnosti

Na �vod si o�iv	me klasick
 pojet	 pravd�podobnosti jako relativn	 �etnosti opakovan�ch pokus� 
opakujeme ur�it� pokus� a to n�kr�t� a zkoum�me� kolikr�t nastal ur�it� jev A� Toto �	slo ozna�	me
mn!A" a nazveme �etnost� jevu A�

Tzv� relativn� �etnost jevu pak dostaneme jako fn!A" & mn�A	
n

� je p�itom fn!A" � h�� �i� a to
pro ka�d� jev A� V limitn	m p�echodu n � � pak relativn	 �etnost nazveme pravd�podobnost�
jevu A�� P�itom relativn	 �etnost !a pravd�podobnost" nemo�n
ho jevu je rovna �� relativn	 �etnost
jevu jist
ho je ��

M�me tedy ur�it� prostor element�rn�ch jev� � & f��� ���� �ng� jejich pravd�podobnosti� kter


jsou d�ny zobrazen	m p  � � h�� �i� tedy � � p!�i" � �� D�le plat	
nP
i��

p!�i" & �� Opa�n�m

postupem tedy z	sk�me axiomatickou de�nici pravd�podobnosti 

De�nice ���
Nech# � & f��� ���� �ng je kone�n� prostor element�rn	ch jev�� Nech# d�le p je zobrazen	� kter


ka�d
mu �i � � p�i�ad	 p!�i" tak� �e plat	 � � p!�i" � � a
nP
i��

p!�i" & �� Potom �	slo p!�i" nazveme

pravd�podobnost� element�rn	ho jevu �i�
Dost�v�me tak kone�n� pravd�podobnostn� prostor !�� p"�
Ka�dou podmno�inu A � � pak nazveme n�hodn�m jevem� element�rn	 jevy �i � A se naz�vaj	

jevy p��zniv� jevu A� P�itom � je tzv� jev jist�� zat	mco 	 je jev nemo	n��
P�irozen�m zp�sobem de�nujeme 

� sjednocen	 a pr�nik jev� !nastoup	 alespo) jeden� resp� v�echny jevy"

� dopl)kov� jev A & ��A

� ekvivalentn	 jevy A & B

� disjunktn	 jevy A 
B & 	�
�

����� Vlastnosti pravd�podobnosti

V�ta ���
M�jme kone�n� pravd�podobnostn	 prostor !�� p"� Pak plat	 

�� p!�" & �

�� p!A" � �� �A � �
�� je�li A 
 B & 	� pak p!A 
B" & p!A" ( p!B"

�� je�li A � B� pak p!A" � p!B" a p!B �A" & p!B"� p!A"

�Slovn� vyj�d�en� klasick
 de�nice� Pravd�podobnost se rovn� po�et p��pad
 p��zniv�ch lomeno po�et p��pad

mo�n�ch	
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�� p! +A" & � � p!A"


� p!	" & �

�� � � p!A" � �

�� p!A 
B" & p!A" ( p!B"� p!A 
B"

�� jsou�li A�� ��� An n�hodn
 jevy !n � �"� potom

p!
n�
i��

Ai" &
nX
i��

p!Ai"�
n��X
i��

nX
j�i��

p!Ai
Aj"(
n��X
i��

n��X
j�i��

nX
k�j��

p!Ai
Aj
Ak"(���(!��"np!A�
���
An"

!princip inkluze a exkluze"

��� pro ka�d� n�hodn� jev A plat	

p

�
n�
i��

Ai



�

nX
i��

p!Ai"

Dukaz
 je jednoduch�� a proto jej ponech�v�me sv�domit
mu �ten��i jako cvi�en	� �

����� Podm	n�n� pravd�podobnost

De�nice ���
Nech# A�B jsou jevy� Podm�n�nou pravd�podobnost� nastoupen	 jevu A za podm	nky� �e nastal

jev B� nazveme �	slo

p!AjB" &
p!A 
B"
p!B"

Plat	�li p!AjB" & p!A"� �	k�me� �e jevy A�B jsou nez�visl��

V�ta ���
Nech# A�B jsou nez�visl
 jevy� Pak p!A 
B" & p!A"p!B"�

V�ta ��� V�ta o celkov� pravd�podobnosti�

Nech# !�� p" je kone�n� pravd�podobnostn	 prostor� A�� ���� An jevy tvo�	c	 rozklad �� tedy jsou

po dvou disjunktn	 a
nS
i��

Ai & �� nav	c ��dn� jev nen	 nemo�n�� tedy p!Ai" � ��

Pak pro libovoln� jev B � � plat	 

p!B" &
nX
i��

p!Ai"p!BjAi"�
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����� Jevov
 pole

Dosud jsme uva�ovali kone�n� prostor �� Jestli�e v�ak roz�	�	me pravd�podobnostn	 prostor na
nekone�n�� s dosud zaveden�mi de�nicemi ji� nevysta�	me� Pravd�podobnost proto zavedeme n�sle�
duj	c	m zp�sobem 


De�nice ���
Nech# A je nepr�zdn� syst
m podmno�in mno�iny �� pro kter� plat	 

�� je�li A � A� pak +A & � �A � A
�� je�li d�na posloupnost podmno�in A�� A�� ��� � A� pak tak


��
i��

Ai � A

Pak syst
m A se naz�v� �mno	inov�� 	
algebra� Jej	 prvky se naz�vaj	 n�hodn� jevy� !��A" pak
naz�v�me jevov� pole�

Nech# nyn	 !��A" je jevov
 pole� Pravd�podobnost� nazveme libovolnou mno�inovou funkci P �
de�novanou na 	�algeb�e A� a vyhovuj	c	 n�sleduj	c	m axiom�m 

�� P !�" & �

�� P !A" � � pro ka�d� jev A � A
�� pro ka�dou posloupnost jev� A�� A�� ��� � A� kter
 jsou po dvou neslu�iteln
 !po dvou disjunkt�

n	"� plat	 

P

� ��
i��

Ai



&

�X
i��

P !Ai"�

*	slo P !A" pak naz�v�me pravd�podobnost	 jevu A� trojici !��A� P " je pravd�podobnostn	 prostor
s pravd�podobnost	 P �

����� Geometrick� pravd�podobnost

Uk��eme si je�t� jednu mo�nost interpretace pravd�podobnosti� a sice pomoc	 oby�ejn
 geometrie�
H��eme nap�	klad kam	nkem na plo�e� kter� je vydl��d�n� na zp�sob �achovnice� Plocha je

omezen�� kam	nek je tak mal�� �e v�dy jednozna�n� ur�	me !pokud padl na vydl��d�nou plochu�
kter� p�edstavuje n�� z�kladn	 prostor"� zda padl na b	lou nebo �ernou dla�bu� Pravd�podobnost� �e
kam	nek spadne na b	lou dla�dici� pak zcela p�irozen� spo�	t�me pou�it	m m	ry� tedy P !B" & m�B	

m�D	�
kde B je plocha b	l�ch dla�dic a D je celkov� plocha dla�by�

Stejn� snadno nap�� m��eme ur�it pravd�podobnost� se kterou se p�i z�sahu ter�e tref	me ��do
�ern
ho%%� !Zde je z�kladn	m prostorem plocha ter�e� n�� jev p�edstavuje �ern� plocha� a m	ra je
vlastn� obsah kruhu�"

P�ipomeneme zde ji� jen zn�mou Bu�onovu �lohu� kdy pomoc	 h�zen	 jehly na pap	r� opat�en�
s	t	 rovnob��ek !obr�zek �"� ur�	me �	slo �� Rovnob��ky jsou od sebe vzd�leny o stejnou vzd�lenost d�
pozici jehly pop	�eme x�ovou sou�adnic	 jej	ho st�edu a �hlem� tedy !x� 
"� D
lku jehly si ozna�	me l�
Kdy jehla prot	n� rovnob��ku 

�Zav�d�me tak vlastn� Lebesqueovu m�ru	
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� �

��
�
�
���

jehla

l

d

Obr�zek � Bu�onova �loha

�� � � x � �
�
l sin


�� d� l

�
sin
 � x � d

Pozici jehly tedy vyj�d�	me v sou�adn
m syst
mu !x� 
" !obr�zek �"� Z�kladn	m prostorem bude cel�

0 d

φ

π

2

1
l

Obr�zek � Odhad �	sla � pomoc	 Bu�onovy �lohy

obd
ln	k� kter� m� plochu �d� p�	zniv� jev � jehla protne jednu z rovnob��ek � je vyj�d�en plochami
dvou sinusoid� z nich� ka�d� m� plochu l� Celkem tedy p & �l

�d
� a odtud ,� & �l

�pd � kde ,p je odhad
pravd�podobnosti a ,� odhad ��

��� N
hodn
 veli�iny

Nyn	 nebudeme sledovat pouze pravd�podobnost jev�� ale tak
 jin
 veli�iny� jejich� hodnota je n��
hodn� !typicky nap�� p�i zvolen	 libovoln
ho �lov�ka jeho v��ka� v�ha� po�et vlas�� jsou veli�iny

�No jen si to p�edstavte� zastav�te chlap�ka na ���e a zept�te se ho� ��Promi�te� kolik m�te vlas
 na hlav�			���
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podl
haj	c	 jist�m zp�sobem n�hod�"� Zformulujeme tedy tyto �vahy precizn�ji 

De�nice ��

M�jme prostor element�rn	ch jev� �� P�i�ad	me nyn	 ka�d
mu element�rn	mu jevu n�jakou

�	selnou hodnotu z mno�iny M � tzv� obor hodnot n�hodn
 veli�iny X�
*	seln
 ohodnocen	 element�rn	ch jev� nazveme n�hodnou veli�inou� nade�nujeme nyn	 pro ka�d


x �M mno�inu
-X & x.

df
& f�  X!�" & xg � �

N�hodn�m jevem pak rozum	me nabyt	 veli�iny X ur�it
 hodnoty x� jeho pravd�podobnost p!x" &
p-X & x.�

Funkci p pak nav�v�me pravd�podobnostn� funkc� zobrazen	 X� dvojice !M�p" rozd�len� pravd�

podobnosti n�hodn
 veli�iny X� �

Pozn�mka� N�hodn� veli�ina je pops�na pr�v� funkc	 hustoty pravd�podobnosti f!x"� nebo dis�
tribu�n	 funkc	 F !x"�

Pravd�podobnostn	 funkci m��eme p�itom zadat tabulkou� nebo p�edpisem� Jestli�e n�hodn�
veli�ina je d�na v�sledkem n�jak
ho n�hodn
ho pokusu� pak st�edn	 !o�ek�van�" hodnota n�hodn

veli�iny X je d�na vztahem

E-X. & EX
df
&

nX
i��

xip!xi" !�"

����� Distribu�n	 funkce

De�nice ���
Pro ka�dou n�hodnou veli�inu X de�nujeme distribu�n� funkci F !X" jako pravd�podobnost� �e

n�hodn� veli�ina X nep�ekro�	 hodnotu x� tedy

F !x" & P !X � x"

V�ta ���
Pro ka�dou distribu�n	 funkci F !x" plat	 

�� F !X" je neklesaj	c	

�� F !X" je zprava spojit�

�� lim
x��� & �

lim
x�� & �

�� �x � R  � � F !X" � �

�� �x�� x� � R� x� � x� plat	
P !x� � X � x�" & F !x�"� F !x�"


� P !X & x" & F !x"� lim
y�x�

F !y"� �x � R

�

Distribu�n	 funkce tedy m��e obsahovat body nespojitosti !skoky"� v p�	pad�� �e n�hodn� veli�ina
nab�v� pouze diskr
tn	ch hodnot� je skok ve v�ech t�chto hodnot�ch� mezi n�mi je distribu�n	 funkce
konstantn	�
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����� Charakteristick
 veli�iny

N�hodnou veli�inu a jej	 pravd�podobnost charakterizuj	 vedle pravd�podobnostn	 funkce !funkce
rozd�len	 hustoty pravd�podobnosti" tak
 dal�	 veli�iny ji� jsme se v �vodu kapitoly � vztah � �
zm	nili o st�edn	 hodnot�� Nyn	 si zavedeme dal�	 veli�iny� nejprve pro n�hodn
 veli�iny diskr
tn	�

Ozna�en	� V p�	pad� diskr
tn	 n�hodn
 prom�nn
 budeme zna�it jednotliv
 hodnoty� jich� tato
prom�nn� nab�v�� x�� ���� xn� odpov	daj	c	 pravd�podobnosti pak stru�n�ji p�� ���� pn nam	sto p�esn�j�
�	ho p!x�"� ���� p!xn"�

Pozn�mka ����
Pro ka�dou !diskr
tn	" n�hodnou veli�inu plat	X

k

pk & �

De�nice ����
Nech# X je diskr
tn	 n�hodn� prom�nn�� Pak zav�d	me

� st�edn	 hodnotu� prvn	 !po��te�n	" moment n�hodn
 veli�iny X


X
k

pkxk & E-X. & X

� n�t� !po��te�n	" moment� X
k

pkx
n
k & E-Xn. & Xn

� rozptyl jako druh� centr�ln	 moment� tj�

D-X. & 	� &
X
k

pk!xk � E-X."�

&
X
k

pkx
�
k � � � E-X.

X
k

pkxk ( E-X.� �X
k

pk� �z �
�

& X� � � �X�
( X

�
& X� �X

�

V�ta ����
Pro ka�dou konstantu c � R a pro n�hodn
 prom�nn
 X�Y plat	 

�� E!c" & c

�� E!c �X" & c �E!X"

�� E!X ( Y " & E!X" ( E!Y "

�M�sto E�X� budeme �asto ps�t E�X�	
�Pozn�mka pro z�jemce� Obecn� moment se de�nuje jako mn�a� �

P
k
pk�xk � a�n� pro a � � hovo��me o

po��te�n�m momentu� pro a � E�X� o centr�ln�m momentu	
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�� E!X � Y " & E!X" � E!Y "

�� D!c �X" & c� �D!X"


� D!X � Y " & D!X" ( D!Y "

De�nice ����
Pro p�	pad spojit
 n�hodn
 prom�nn
 zav�d	me n�sledovn� 

� hustota pravd�podobnosti !frekven�n	 funkce" f!x" & dF �x	
dx

� resp�

� distribu�n	 funkce F !x" &
xR

��
f!y" dy

V�ta ����
Pro spojitou n�hodnou prom�nnou X� jej	 hustotu pravd�podobnosti f!x" a distribu�n	 funk�

ci F !x" plat	 

�� �x � R  f!x" � �

��
��R
��

f!x" dx & �

�� P !a � X � b" &
R b
a f!x" dx

De�nice ����
Pro spojitou n�hodnou veli�inu zav�d	me st�edn	 hodnotu n�sledovn� 

E-X. &
Z ��

��
x � f!x" dx

Analogicky pak zav�d	me dal�	 charakteristick
 veli�iny� zejm
na 

� n�t� !po��te�n	" moment 

Xn & E-Xn. &
Z ��

��
xnf!x" dx

� rozptyl

D-X. &
Z ��

��
f!x"!x� E-X."�

V�ta ����
Pro st�edn	 hodnotu spojit
 n�hodn
 prom�nn
 plat	 je�li pro x � � F !x" � � a plat	�li

lim
x��x!� � F !x"" & �� lze spo�	tat st�edn	 hodnotu jako

E-X. &
Z �

�
!�� F !x"" dx

Dukaz
 Spo�t�me integr�l na prav
 stran� metodou per partes Z �

�
!�� F !x"" dx

�
u� & � v & � � F !x"
u & x v� & �f!x"

�
& -x!�� F !x"".��� �z �

��

(
Z �

�
x f!x" dx� �z �
�E�X�

a jsme hotovi� �
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����� S�	t�n	 n�hodn�ch veli�in

Uva�ujme nyn	 dv� n�hodn
 nez�visl
 veli�iny X��X� a n�hodnou veli�inu Y & X� ( X�� P�itom
veli�ina X� m� hustotu pravd�podobnosti f�!x" a distribu�n	 funkci F�!x"� veli�ina X� podobn�
f�!x"� F�!x"� Zaj	m� n�s nyn	 f!y"� F !y"�

Distribu�n	 funkce F !y" je z�ejm� d�na p�edpisem FY !y" & P !Y � y" & P !X� ( X� � y"�
!P�ipome)me znovu� �e uva�ujeme spojit� p�	pad�

Z nez�vislosti dost�v�me f!x�� x�" & f�!x"�f�!x"� Ke spo�ten	 FY !y" pou�ijeme n�sleduj	c	 �vahu 
jev X� ( X� � y p�edstavuje v rovin� polorovinu ohrani�enou p�	mkou y & x� ( x�� kde ov�em y je
konstanta� a sou�adnice jsou zna�eny x�� x�� Po�	t�me tedy integr�l p�es plochu 

FY !y" &
Z Z

f!x�� x�" dx�dx�

&
Z ��

��

Z y�x�

��
f!x�� x�" dx� dx�

&
Z ��

��

�Z y�x�

��
f�!x�" dx�

	
f�!x�" dx�

&
Z ��

��
F�!y � x�"f�!x�" dx�

!D�le symetricky�" Pro funkci hustoty pravd�podobnosti pak m�me

fY !y" &
dFY !y"
dy

&
Z ��

��
f�!y � x�"f�!x�" dx� &

Z ��

��
f�!x�"f�!y � x�" dx� & f�!x�"� f�!x�"

kde v�raz f� � f� p�edstavuje tzv� konvoluci funkc��

����� Charakteristick� funkce

De�nice ���

Pro !diskr
tn	" n�hodnou prom�nnou� nab�vaj	c	 hodnot x�� ���� xn s pravd�podobnost	 p�� ���� pn

!p�i�em�
P
pi & �" de�nujeme charakteristickou funkci �!t" takto 

�!t" &
nX

k��

eit�xk � pk

V�ta ����
Pro charakteristickou funkci �!t"� zavedenou jako v de�nici ����� plat	

!i" �!�" & �

!ii" �!t" &
nP

k��

�
� ( it � xk ( i�t�x�

k

�� ( i�t�x�
k

�� ( ���
	
� pk

!iii" ��!�" & i � nP
k��

xkpk & i � E-X.

!iv" ���!�" & i� � nP
k��

x�kpk & i� � E-X�.

!v" obecn� ��n	!�" & in � E-Xn.
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��	 Laplaceova transformace

M�jme funkci a!x"� pro kterou plat	 a!x" & � �x � �� D�le uva�ujme komplexn	 funkci A�!s" &R�
� e�sxa!x" dx� Jak tyto funkce souvis	 vezm�me nap�� a!x" & � a dostaneme

A�!s" &
Z �

�
e�sx dx &

�
e�sx

�s

��
�

&
�
s

P	�eme a!x" � A�!s"� a!x" je vzor� funkce A�!s" je obraz v Laplaceov� transformaci !L�transformaci"�
N�kter
 p�	klady 

�� a�!x" � s �A�!s"

�� a�n	!x" � sn �A�!s"� pokud a!�" & �

��
R t
� a!x" dx� A��s	

s

�� !�x"na!x" � A��n	!s"

�� a�x	
x
� R�

p A�!s" ds


� konvoluce a!x"� b!x" � A�!s" �B�!s"

�� f!x" & �e��x� F �!s" &
R�
� e�sx � �e��x dx & �

s��

��� Typy rozd�len� pravd�podobnosti

Nyn	 si uvedeme nejobvyklej�	 typy rozd�len	 pravd�podobnosti n�hodn�ch veli�in� kter
 pak budeme
vyu�	vat v dal�	m textu�

Z�kladn	 tvar rozd�len	 n�hodn
 veli�iny !tvar k�ivky" je v z�sad� d�n typem rozd�len	 !norm�ln	�
binomick
����"� konkr
tn	 podoba� zejm
na posunut	 v��i sou�adn�m os�m� strmosti k�ivek !velikosti
rozptyl� a st�edn	ch hodnot" jsou pak d�ny jedn	m nebo v	ce parametry rozd�len	�

Podle hodnot� kter�ch m��e n�hodn� veli�ina nab�vat� pak hovo�	me o diskr�tn�ch !binomick
�
geometrick
� Poissonovo" a spojit�ch typech rozd�len	 !norm�ln	� exponenci�ln	� Erlangovo"�

����� Exponenci�ln	 rozd�len	

Pokud nap�� stoj	me u silnice� kde n�hodn� proj	�d�j	 auta� a m��	me intervaly mezi jejich pr�jez�
dy� dostaneme exponenci�ln	 rozd�len	� To m� jednu d�le�itou vlastnost� naz�vanou �asto princip
bezpam�#ovosti z toho� jak dlouho �ek�m� neplyne� jak dlouho je�t� �ekat budu��

Exponenci�ln	 rozd�len	 m� jeden parametr �� funkce rozd�len	 hustoty pravd�podobnosti je
zavedena n�sledovn� ��

f!x" &

�
�e��x x � �
� x � �

	Vysv�tlen�� je toti� P �X � x
 ��xjx � x
� � P �X � �x�	
�
Pokud uv���me klesaj�c� exponenci�lu e��x� dostaneme

R
�



e��x dx � �� �

�
e��x��
 � �

�
� tedy aby mohla b�t funkce

pravd�podobnost�� mus�me ji vyn�sobit �� aby byl
R ��
��

f�x� dx � �	
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Odtud pak distribu�n	 funkce

F !x" &
Z x

�
�e��x dx & -�e��x.x� & � � e�x

St�edn	 hodnota exponenci�ln	ho rozd�len	

E!X" &
Z �

�
�� !� � e��x" dx &

Z �

�
e��x dx &

�
��
�
e��x

	�
�

&
�
�

za p�edpokladu !abychom mohli pou�	t v�tu ���
"� �e

lim
x��

x

e�x
& lim

x��
elnx

e�x
& �

����� Norm�ln	 rozd�len	

Tento typ se vyskytuje v �ad� ��obvykl�ch%% aplikac	� jako nap�� p�i sledov�n	 v��ky a v�hy lid	�
p�i sledov�n	 j	zdn	 doby z jednoho m	sta na jin
 a podobn�� Norm�ln	 rozd�len	 je d�no v z�sad�

p�edpisem�� y & a � e�x�

� � Nyn	 se pokus	me zjistit hodnotu �	sla a tak� aby tato funkce mohla b�t
prohl��ena za hustotu pravd�podobnosti�Z ��

��
e�

x�

� dx �
Z ��

��
e�

y�

� dy &
Z ��

��

Z ��

��
e�

x��y�

� dx dy &




 x & � � sin

y & � � cos







 &
Z ��

�
d
 �

Z �

�
e�

��

� � d� & ��
�
�e� ��

�

	�
�

& ��

odkud pak plyne� �e Z ��

��
e�

x�

� dx &
p

��

a odtud ji� hustota norm�ln	ho rozd�len	��

f!x" &
�p
��

e�
x�

�

Distribu�n	 funkce je

F !x" &
Z x

��
�p
��

e�
x�

� dx

Tento integr�l nelze rozumn� spo�	tat� proto jej ponech�me v tomto tvaru�
Ze symetrie funkce hustoty pravd�podobnosti d�le plyne� �e st�edn	 hodnota E!X" & �� !Kdo

tomu nev��	� nech# si to ov��	�"
Rozptyl 

D!X" & X� �X
�

& X�

X� &
�p
��

Z ��

��
x�e�

x�

� dx &







 u & x v� & x � e�x�

�

u� & � v & �e�x�

�








��Graf t
to funkce je zn�m� Gaussova k�ivka� kter� m� charakteristick� zvonovit� tvar	
��Zde zat�m uva�ujeme tzv	 normovan� norm�ln� rozd�len� N ��� ��	
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&
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S normovan�m norm�ln	m rozd�len	m samoz�ejm� nevysta�	me� v p�	padech� kter
 jsme uvedli
na po��tku t
to podkapitoly� se vyskytuje obecn
 norm�ln	 rozd�len	� Zat	mco normovan
 norm�ln	
rozd�len	 N!�� �" m� st�edn	 hodnotu � !prvn	 parametr" a rozptyl jednotkov� !druh� parametr"�
obecn
 norm�ln	 rozd�len	 se st�edn	 hodnotou 
 a rozptylem 	�� kter
 budeme d�le zna�it N!
� 	�"�
m� hustotu pravd�podobnosti

f!x" &
�p

�� � 	 � e
� �x����

���

!Snadno se uk��e� �e st�edn	 hodnota takto de�novan
 funkce hustoty je skute�n� 
 a rozptyl �e
je 	�"

����� Binomick
 rozd�len	

se vyskytuje !nap��" v p�	padech� kdy n�hodn� pokus m� dva mo�n
 v�sledky� a sledujeme po�et
�sp�ch����

Nech# nyn	 �sp�ch nast�v� s pravd�podobost	 p� a ne�sp�ch s pravd�podobost	 � � p� Pokus
opakujeme n�kr�t� a budeme sledovat� jak jsme si �ekli� po�et �sp�ch�� tedy pk & P !X & k"� kde
X je n�hodn� prom�nn�� vyjad�uj	c	 po�et �sp��n�ch pokus�� Ozna�	me�li nyn	 pravd�podobnost
ne�sp�chu jako q !kde q & �� p"� dostaneme

pk &

� �
n

k

�
pkqn�k � � k � n

� jinak

!T	m je vyj�d�ena pravd�podobnost nastoupen	 X & k jako pravd�podobnost k �sp�ch� a n � k
ne�sp�ch��"

Pro st�edn	 hodnotu a rozptyl plat	 !m��eme to spo�	tat nap�� p�es charakteristickou funkci �
pou�it	m v�ty ����"

E-X. & np !�"

D-X. & np!� � p" !�"

Binomick
 rozd�len	 je tedy charakterizov�no dv�ma parametry � p a n� Budeme je zna�itBi!n� p"�

����� Geometrick
 rozd�len	

Op�t uva�ujeme pokus� kter� m� dva mo�n
 v�sledky � �sp�ch a ne�sp�ch� Nyn	 jej v�ak budeme
opakovat po neomezenou dobu tak dlouho� a� nastane prvn	 �sp�ch� budeme p�itom sledovat po�
�et ne�sp��n�ch pokus�� kter
 �sp�chu p�edch�zely� Ozna�	me nyn	 pravd�podobnost �sp�chu p�
geometrick
 rozd�len	� kter
 m� tento jeden parametr� pak Ge!p"�

��V�raz ���sp�ch�� a ��ne�sp�ch�� z�vis� samoz�ejm� na interpretaci� v dal��m textu takto budeme naz�vat ony dva
mo�n
 v�sledky	
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Pro pravd�podobnosti pk plat	 

p� & p

p� & !�� p"p

p� & !�� p"�p

pk &

�
!�� p"kp� k � �
�� k � �

P�itom se snadno uk��e� �e
P
pk & � 

nX
k��

pk & p ( !� � p"p ( !� � p"�p ( ��� &
p

�� !�� p"
&
p

p
& �

Op�t s vyu�it	m charakteristick
 funkce m��eme odvodit� �e

E-X. &
�� p

p
!��"

D-X. &
�� p

p�
!��"

Pozn�mka� Na pokus m��eme tak
 hled�t z opa�n
 strany � zji�#ujeme� kolikr�t se pokus zda�	
p�ed prvn	m ne�sp�chem� Potom dost�v�me pon�kud odli�n
 v�sledky 

pk &

�
pk!� � p" k � �
� jinak

!��"

E-X. &
p

� � p
!��"

D-X. &
p

!� � p"�
!��"

Toto m��eme spo�	tat n�sledovn� 

E-X. &
�X
k��

k � pk &
�X
k��

k � pk &
�X
k��

pk!� � p"k & !�� p"p
�X
k��

k � pk��

Posledn	 sumu p�itom spo�teme takto 
�X
k��

k � �k�� & � ( �� ( ��� ( ��� ( ���

p�i�em� pro � � � je �ada absolutn� konvergentn	� Rozlo�	me ji d�le na sou�et 

& !� ( � ( �� ( ���" ( �!� ( � ( �� ( ���" ( ��!� ( � ( �� ( ���" ( ���

&
�

�� �
!� ( � ( �� ( ���" &

�
�� �

�
� � �

&
�

!� � �"�

Jin� v�po�et vyu�	v� derivov�n	 �ady �len po �lenu �
�

� � �


�
& !� ( � ( �� ( ���"�

�
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����� Poissonovo rozd�len	

Op�t budeme sledovat ud�losti� kter
 se vyskytuj	 v �ase� Ji� jsme si �ekli� �e �as� kter� uplyne mezi
dv�ma ud�lostmi� m� exponenci�ln	 rozd�len	� Sledujeme�li naopak ud�losti po ur�it� interval pevn

d
lky a zaznamen�v�me po�et ud�lost	 za tento interval� dostaneme tzv� Poissonovo rozd�len	� kter

m� jeden parametr � budeme zna�it Po!�"���

Pro pravd�podobnost plat	 vztah

pk & P !X & k" &

�
�k

k� � e�� k & �� �� �� ���
� jinak

Snadno uk��eme� �e
P
pk & �� a tedy �e pravd�podobnostn	 funkce je de�nov�na korektn�� D�le

!op�t nap�� s vyu�it	m charakteristick
 funkce" odvod	me

E-X. & � !��"

D-X. & � !�
"

Limitn	 p�echod� Uva�ujme nyn	 znovu binomick
 rozd�len	 Bi!n� p"� prohl�s	me d�le p & �

n
a

provedeme limitn	 p�echod n � �� Pak dostaneme rozd�len	 Poissonovo� V praxi p�itom m��eme
tuto n�hradu prov
st pro n � ��� p�itom mus	 b�t � & np ���

Sou�et Poissonov�ch rozd�len	� Uva�me dv� n�hodn
 veli�iny s Poissonov�m rozd�len	m� tedy
pk & P !X & k" & e�� � �k

k�
a qm & P !Y & m" & e�� � �m

m�
a spo�t�me nyn	 funkci pravd�podobnosti

pro n�hodnou veli�inu ur�enou jejich sou�tem 

P !Z & m" &
X

j�k�m

e�� � �
j

j/
� e�� � 


k

k/
& e��e�� � X

j�k�m

�j
k � �
k/j/

& e�����	 �
mX
j��

�j
m�j � �
j/!m� j"/

� m/
m/

& e�����	 � �
m/

�
mX
j��

�
m

j



�j
m�j & e�����	 � !� ( 
"m

m/

& Po!� ( 
"

Tedy sou�tem dvou Poissonov�ch rozd�len	 je op�t Poissonovo rozd�len	� p�i�em� jejich parametry
se s�	taj	� Matematickou indukc	 m��eme toto tvrzen	 roz�	�it na libovoln� po�et�

Vztah mezi exponenci�ln	m a Poissonov�m rozd�len	m� Pokud tedy sledujeme ur�it� jev�
jako nap�� p�	jezdy automobil� do k�i�ovatky� nebo p�	chody z�kazn	k� k obsluze� a d
lky interval�
mezi p�	chody maj	 exponenci�ln	 rozd�len	� m� po�et ud�lost	 za jednotku �asu rozd�len	 Poissonovo�
!Tato vlastnost n�s op�t bude zaj	mat zejm
na v syst
mech hromadn
 obsluhy�"

��D� se ��ct� �e parametr � charakterizuje provoz syst
mu � tato interpretace nabude na v�znamu zejm
na v syst
�
mech hromadn
 obsluhy	
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����� Erlangovo rozd�len	

Pokud se�teme dv� !nebo v	ce" veli�iny s exponenci�ln	m rozd�len	m� dostaneme nikoli exponenci�ln	�
ale Erlangovo rozd�len	� Vezmeme tedy k veli�in s exponenci�ln	m rozd�len	m a jejich sou�et Y &
kP
i��

Xi� kter� bude m	t Erlangovo rozd�len	 s k stupni volnosti� a pokus	me se ur�it funkci hustoty a

distribu�n	 funkci� Vyu�ijeme k tomu Laplaceovy transformace� kterou jsme popsali v ��sti ����
V	me� �e hustota pravd�podobnosti n�hodn
 veli�iny� kter� je sou�tem jin�ch n�hodn�ch veli�in�

je rovna konvoluci jejich rozd�len	� v Laplaceov� transformaci p�ech�z	 konvoluce vzor� na sou�in
obraz�� m�me tedy 

X  f!x" & � � e��x F �!s" & �

s��

Y  0 F �!s" &
�

�

s��

�k
Pomoc	 pravidla o konvoluci funkc	 nyn	 zjist	me vzor f!x" pro veli�inu Y  

f!x" &

�
� � e��x � ��x	k���k��	� x � �
� x � �

a distribu�n	 funkce

F !x" &

���
��

� � e��x � k��P
j��

��x	j

j� x � �

� x � �

Pozn�mka� Erlangovo rozd�len	 m� smysl pro k � �� pro k & � p�ech�z	 v rozd�len	 exponenci�ln	�
S�	tejme nyn	 nekone�n� mnoho nekone�n� mal�ch veli�in

f!x" &
r
!r
x"r��

!r � �"/
� e�r�x

tedy r �� a 
� �� a to tak� �e r
 & konst� Dostaneme

F �!s" &

�
r


r
 ( s


r

a v Laplaceov� transformaci spo�teme limitu

F �!s" & lim
r��

�
r


r
 ( s


r

& e�
s
�

tedy distribu�n	 funkce !vzor" m� v bod� �
�

tzv� jednotkov� impuls�

� N�hodn� ��sla

V t
to ��sti se budeme zab�vat t	m� jak n�hodn
 veli�iny s r�zn�mi typy rozd�len	 vygenerovat�
zpravidla na po�	ta�i� a tak
 jak ov��it� �e na�e generov�n	 funguje tak� jak m��
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	�� Generov
n� n
hody

Z�kladem pro na�e gener�tory bude gener�tor rovnom�rn
ho rozd�len	 R!�� �"� tedy obvykl� ge�
ner�tor poskytuj	c	 n�hodn
 �	slo z intervalu h�� �i� Takto vygenerovan
 n�hodn
 �	slo pak d�le
zpracujeme podle po�adavku na�	 aplikace� Nap�	klad 

P !X & i" pravd�podobnost� �e n�hodn� veli�ina nabude hodnoty i
P !X & �" & �

�
p�i h�zen	 kostkou

P !X & i" & ���� generov�n	 �	slic� tedy i & �� �� ���� �

P�itom je z teoretick
ho hlediska jedno� zda hovo�	me o n�hodn�ch ��slech� anebo ��slic�ch� oboj	
m��eme vz�jemn� p�ev
st jedno v druh
�

	�� Generov
n� n
hodn�ch ��slic

Jak jsme si �ekli� budeme nejprve hovo�it o generov�n	 n�hodn�ch �	slic� pop	�eme jednotliv
 metody�
kter
 p�ich�zej	 v �vahu�

����� Neprogramov
 generov�n	

Nejjednodu��	 metodou ��generov�n	%% n�hodn�ch �	slic je m	t tyto p�ipraven
 ve zvl��tn	m souboru
a postupn� z n�j �	st� vid	me v�ak� �e tento pseudon�hodn� gener�tor d�v� po ka�d
m spu�t�n	
od za��tku stejn
 v�sledky�

Proto si uvedeme na �vod nap�� h�zen	 kostkou pro vygenerov�n	 �	slice v �estkov
 soustav� a
hod minc	 pro soustavu bin�rn	� Vid	me ale� �e tyto metody jsou technicky nepou�iteln
�

Fyzik�ln	 gener�tor� Tento gener�tor se skute�n� pou�	val� a to ve druh
 generaci po�	ta���
Princip spo�	val v tom� �e se nechal b��et vyza�ova� ��stic po dobu �t na detektor� kter� se po
dopadu ��stice p�eklop	 v�dy do druh
ho ze dvou stav� !tj� po dopadu nap�� p�ti ��stic se p�ekl�p	
�� �� �� �� �� �"� Pravd�podobnost� �e dopadlo n ��stic� podl
h� Poissonovu rozd�len	

P !X & n" & e���t � !��t"n

n/
a pravd�podobnost� �e z	sk�me sud
 �	slo

P !�jX" &
�X
k��

e���t � !��t"�k

�k/
&

�
�

(
�
�
e��x�t

!odvozen	 jsme provedli pomoc	 funkce hyperbolick
ho kosinu cosh x & ex�e�x

� a odtud e�x cosh x &
�
�

( �
�
e��x"� podobn� zjist	me pravd�podobnost lich
ho �	sla

P !� � jX" &
�X
k��

e���t � !��t"�k��

!�k ( �"/
&

�
�
� �

�
e��x�t

Z�ejm� je sou�et t�chto pravd�podobnost	 roven jedn
� av�ak nem�me zaru�enu tu vlastost� kte�
rou od gener�toru n�hodn�ch �	slic po�adujeme � aby byly v�echny �	slice stejn� pravd�podobn
/
Pravd�podobnost sud
ho �	sla !tedy bin�rn	 nuly" je o e��x�t v�t�	� Abychom dos�hli stejn
 pravd��
podobnosti� museli bychom zvy�ovat �t� �	m� by se gener�tor ne�m�rn� zpomaloval� nebo zv��it ��
co� ov�em sni�uje spolehlivost�

Proto se tyto metody nad�le v praxi nepou�	vaj	�
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����� Metoda kvadratick
ho st�edu

Jednou z klasick�ch metod je von Neumannova metoda kvadratick
ho st�edu� kterou si nejl
pe uk��
�eme na p�	kladu� Generuje postupn� �ty�m	stn� �	sla 

����� & �
������

����� & ����
���

��
�� & �
���
��

���
� & ���

Posledn	 vygenerovan
 �	slo tedy umocn	me na druhou� �	m� vznikne osmim	stn
 �	slo !pop�� dopl�
n	me zep�edu nulami"� Z n�j vyjmeme prost�edn	 �ty��	sl	 jako nov
 �	slo� Precizn� zaps�no 

Xn�� &

�
X�
n

��a

�
�
�
X�
n

���a

�
� ���a

p�i�em� v na�em konkr
tn	m p�	pad� bylo a & ��
Je z�ejm
� �e po ur�it
 dob� se �	sla za�nou opakovat� perioda je rozhodn� men�	 ne� �� ����

v praxi pak podstatn� men�	� My ale pot�ebujeme periodu co nejv�t�	� proto ani tato metoda nen	
pro praktick
 pou�it	 vhodn��

����� Kongruen�n	 metody

Tyto metody vyu�	vaj	 poznatk� z teorie �	sel� Generujeme cel
 �	slo z intervalu h��M" !tedy o de�
setinn
 ��sti hovo�	me jako o cel
m �	sle"� Obecn� vzato pou�	v�me vztahu

Xn�� & a�Xn ( a�Xn�� ( ���( anX� ( b !mod M"

p�i�em� zpravidla vyu�	v�me pouze n�kolik posledn	ch �	sel� jako nap� 

� Fibonacciho gener�tor !je rychl�" 

Xn�� & Xn ( Xn�� !mod M"

� multiplikativn	 gener�tory 
Xn�� & a �Xn !mod M"

� sm	�en� gener�tor 
Xn�� & a �Xn ( b !mod M"

Kongruen�n	 metody jsou rovn�� dob�e pou�iteln
 p�i programov�n	 gener�tor� n�hody ve strojov
m
k1du modul M je d�n �	�kou registr� !tedy je roven �n� kde n je �	�ka registru v bitech" a operace
modulo se realizuje trivi�ln	m zp�sobem � co je nav	c� to p�ete�e a ztrat	 se�
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����� Metoda Monte Carlo

je zalo�ena na opakovan�ch n�hodn�ch pokusech� Proto ji uv�d	me na tomto m	st�� p�esto�e nepat�	
mezi gener�tory� ale naopak vyu�	v� n�hodn�ch �	sel k v�po�tu� kter� by bylo velmi obt	�n
 prov
st
p�	mo�

Chceme nap�	klad spo�	tat
R �
� x

� dx� !Tuto hodnotu dovedeme samoz�ejm� ur�it zpam�ti� p�ed�
stavme si v�ak� �e integr�l je slo�it�j�	 a �e nejde spo�	tat analyticky v�bec�" V	me� �e plocha ur�it�
le�	 ve �tverci omezen
m p�	mkami x & �� x & � !ze zad�n	 intervalu" a y & �� y & � !ze spo�	tan
ho
maxima a minima na intervalu"� Proto provedeme n�sleduj	c	 v�c budeme generovat dvojice !x� y"
z tohoto �tverce a budeme testovat� zda pat�	 do na�	 oblasti� Pokud provedeme n pokus� a m�kr�t
se ��tref	me%%� m��eme p�i dostate�n� velk
m po�tu pokus� prohl�sit� �e plocha integr�lu je rovna
S & m

n
�

Podobn� lze samoz�ejm� po�	tat i n�sobn
 integr�ly � nap�� pro dvojn� integr�l generujeme m	sto
dvojic trojice a op�t testujeme�

����� Sm	�en
 gener�tory

Sm��ujeme k vylep�en	 kongruen�n	ch gener�tor�� Idea je takov�� �e se pokus	me dvoj	m spu�t�n	m
gener�toru dostat ��n�hodn�j�	%% �	sla� Av�ak pokud bychom takto spustili jeden gener�tor� v�sledky
nebudou nez�visl
�

Pou�ijeme proto gener�tory dva jeden generuje n�hodn� �	sla s rozd�len	m R!�� �" !z cel
ho
intervalu"� druh� m� rozd�len	 R-�� �� ���� n� �. !tedy generuje diskr
tn	 hodnoty� indexy"� D�le zalo�
�	me n�prvkov
 pole� kter
 zpo��tku zapln	me �	sly z intervalu !�� �"� Gener�torem index� vygeneruji
index� p�e�tu p�	slu�n� prvek pole a p�ep	�u jej nov�m �	slem generovan�m z intervalu !�� �"�

Pou�it	 dvou kongruen�n	ch gener�tor� d�v� dobr
 v�sledky proto� �e plat	

V�ta� Nech# nez�visl
 n�hodn
 veli�iny Y�Z maj	 rovnom�rn
 rozd�len	 R!�� �"� Potom n�hodn�
veli�ina X & Y ( Z !mod �" m� rovn�� rovnom�rn
 rozd�len	 R!�� �"�

����� N�kter
 pou�	van
 gener�tory

Z kongruen�n	ch gener�tor�� kter
 se pro sv
 dobr
 vlastnosti skute�n� pou�	vaj	 v praxi� uvedeme
alespo) n�kter
 

Xn�� & 
���� �Xn !mod ���" X� mus	 b�t lich
� pou�	vaj	 po�	ta�e IBM
Xn & Xn�� ( Xn�� !mod ����" v�hodou je rychlost
Xn�� & ���� �Xn !mod 
�������" m� dlouhou periodu
Xn�� & ����� �Xn ( ���� !mod ������" pou�	vaj	 nap�� kalkula�ky TI

Obecn� se doporu�uje� aby pro koe�cient a a modul M platilo zhruba a � p
M �

����
 Kongruence� prvo�	seln
 rozklady

V p�edchoz	m textu jsme si uk�zali mo�nosti generov�n	 n�hodn�ch �	sel !�	slic" na z�klad� teorie
�	sel� kokr
tn� kongruenc	� Zde si uvedeme n�kter
 jej	 vlastnosti�
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De�nice ���
De�nujeme relaci kongruence modulo M takto dv� �	sla jsou kongruentn	� pr�v� kdy� jejich

rozd	l je d�liteln� modulem� P	�eme

a & b !mod M"�


V�ta ���
Relace kongruence modulo M zaveden� v de�nici ��� je re2exivn	� symetrick� a tranzitivn	� Je

tedy relac	 ekvivalence�

V�ta ���

!i" Je�li a & b !mod M" a c & d !mod M"� pak tak
 a� c & b� d !mod M"

!ii" je�li a & b !mod M"� pak a� b & � !mod M"

!iii" je�li a & � !mod M"� pak M ja
!iv" je�li a & b !mod M�" a a & b !mod M�"� pak a & b !mod NSN!M��M�"" !NSN je nejmen�	

spole�n� n�sobek"

!v" jsou�li moduly m�� ����mk po dvou nesoud�ln
 a a & b !mod mi" pro ka�d
 i & �� ��� k� pak

a & b !mod m�m����mk"

De�nice ���
Nech# m je p�irozen
 �	slo� Pak zavedeme tzv� Eulerovu funkci 
!m" jako po�et p�irozen�ch �	sel

men�	ch ne� m� nesoud�ln�ch s m� !Pro prvo�	slo p je 
!p" & p � ��"

V�ta ��� Eulerova v�ta

Jsou�li a�m nesoud�ln�� pak a��m	 & � !mod m"� �

Uva�me nyn	 �	slo a nesoud�ln
 s modulem a zkoumejme� pro kterou jeho mocninu nastane an &
� !mod m"� Z Eulerovy v�ty v	me� �e toto pro kone�n
 n nastane� sta�	 toti� polo�it n & 
!m"�
Rovnost !kongruence" m��e ale nastat d�	ve an & � !mod m" a p�itom n � m� Pak �	slo n je
exponent p�	slu�n� �	slu a� pokud d�le aN & � !mod m"� plat	 njN �

V�ta ���
Pro ka�d
 p�irozen
 a existuje n tak� �e plat	 an & � !mod m"

De�nice ��

Nech# m je p�irozen
 �	slo� Pokud pro �	slo M plat	� �e pro ka�d
 a je aM & � !mod m"� pak

M nav�v�me univerz�ln�m exponentem pro modul m�

De�nice ���
*	slo a se naz�v� primitivn� ko�en modulu m� pokud prvn	 n� pro kter
 an & � !mod m"� je

rovno n & 
!m"�

��Obvyklej�� b�v� z�pis a � b� my se p�idr��me a � b	
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Pozn�mka� Ka�d� modul nemus	 m	t primitivn	 ko�en�

De�nice ���
Ozna�	me nyn	 �!m" minim�ln	 univerz�ln	 exponent pro modul m� z�ejm� ka�d� n�sobek uni�

verz�ln	ho exponentu je op�t univerz�ln	m exponentem�

V�ta ����
Nech# !b�M" & �� nech# a & � !mod p" pro ka�d� prvo�initel p prvo�	seln
ho rozkladu �	sla M �

Nech# d�le a & � !mod �"� je�li M n�sobek �� Potom gener�tor Xn�� & a �Xn ( b !mod M"
m� maxim�ln	 periodu M pro ka�d
 po��te�n	 X��

Dukaz
 P�edpokl�dejme a & ��
Je Xn & X� ( nb !mod M"� uk��eme� �e perioda H & M �
P�edpokl�dejme opak� tedy �e H � M �
Nech# n� � M � Je

X� ( n�b & X� !mod M"

n�b & � !mod M"

Proto�e !b�M" & �� je n� & � !mod M"� tedy p�edpoklad neplat	 a H �M �
P�edpokl�dejme naopak a �& �� M�me

X� & a�X� ( a � b ( b !mod M"

Xn & anX� ( an��b ( ���( ab( b !mod M"

Xn & anX� (
an � �
a� �

� b !mod M"

Hled�me tedy takov
 nejmen�	 n� �e Xn & X� !mod M"� Chceme dok�zat� �e vztah pro Xn je
ekvivalentn	 an��

a�� & � !mod M"� M�me tedy

anX� (
an � �
a� �

� b�X� & � !mod M"

�
a� �

!an � �"!X�!a� �" ( b" & � !mod M"

a ji� sta�	 uk�zat� �e d & !X�!a� �" ( b�M" & �� K tomu uv��	me prvo�	seln� rozklad M &
rQ
i��

p�ii �

Z p�edpoklad� v�ty m�me a & � !mod pi"� odtud pak

!a� �" & � !mod pi"

X�!a� �" & � !mod pi"

X�!a� �" & � !mod p����pr"

Pokud nyn	 p�edpokl�d�me d � �� existuje v prvo�	seln
m rozkladu M prvo�	slo� �ekn�me p� takov
�
�e p�jX�!a� �"� a tedy i p�jb� Ale !a� b" & �� a to je spor� Odtud d & ��

Nyn	 dok��eme� �e M je nejmen�	 takov
 n� Rozli�	me t�i p�	pady 

I� M & p�� kde p je lich
 prvo�	slo
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II� M & ��

III� M &
rQ
i��

p�ii

Dok��eme pouze tvrzen	 I� dal�	 analogicky�

a & � !mod M" � Xn & aXn�� ( b!mod p" & !a� �"Xn�� ( Xn�� ( b!mod p" � a & �

Dal�	 d�kaz se op	r� o 

!i" n & p� spl)uje

!ii" n & p� spl)uje� pr�v� kdy� n je n�sobkem H

!iii" n & p��� nespl)uje

Budeme d�le pot�ebovat

�� !� ( a"n � � &
nP
j��

�
n

j

�
aj

��
�
n

k

�
& n

k

�
n��
k��

�
�� je�li !a� �" & � !mod M"� pak lze ps�t a & � ( kp�� kde � � �� !k� p" & �

Nyn	 dok��eme i� Dosad	me do � 

!� ( kp�"p
� � �

kp�
&

�
kp�

p�X
j��

�
p�

j



!kp�"j &

p�X
j��

�
p�

j



!kp�"j��

Zde pro j & � dostaneme p� � jasn
� Pro j � � lze ps�t

p�

j

�
p� � �
j � �



!kp�"j��

a toto je d�liteln
 p�� nebo# rozeps�n	m

p�

j
� !p� � �"���!p� � j ( �"

!j � �"����

Jestli�e jj!p� � �"���!p� � j ( �"� pak j d�l	 cel� s�	tanec� jinak je j v prvo�	seln
m rozkladu p��
Pro j � � a p � � je pj�� � j� V prvo�	seln
m rozkladu �	sla j se nem��e p vyskytnout v mocnin�

vy��	 ne� j � �� Z toho� �e j d�l	 �itatele ji� plyne d�kaz i�
Ad iii v�raz se analogicky rozep	�e� v�echny s�	tance krom� jednoho jsou d�liteln
� tedy nespl)uje

!�0"� �
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V�ta ����
Nech# !a�M" & !X��M" & �� Nech# prvo�	seln� rozklad �	sla M je roven M & ��

rQ
i��

p�ii � kde

pi jsou navz�jem r�zn� lich� prvo�	sla� Polo�me

�!p�" & p���!p � �" p lich


�!��" &

���
��

� � & �� �
� � & �
���� � � �

Nech# an �& � !mod p�ii " pro � � n � �!p�ii "� nech# a & � !mod �"� a & � !mod �"� a & � nebo � !mod �"�
Potom perioda gener�toru Xn�� & a �Xn !mod M" je nejv�t�	 a je rovna

�!M" & NSD!�!��"� �!p��� "� ���� �!p�rr ""

Dukaz
 je zalo�en na pojmu maxim�ln	 univerz�ln	 exponent� �

	�	 Testov
n� hypot
z

Uvedli jsme si tedy mo�nosti� jak generovat n�hodn� �	sla� Nyn	 stoj	me p�ed probl
mem� jak ov��it�
�e gener�tor je dobr�� Budeme se tedy zab�vat tzv� testov�n	m hypot
z� kter
 maj	 samoz�ejm� �ir�	
uplatn�n	�

Prov�d	me jednak testy v�znamnosti� kdy zn�me typ rozd�len	 a zkoum�me jeho parametry� d�le
pak tzv� testy shody� kdy naopak zkoum�me typ rozd�len	�

My�lenka je takov�� �e nech�me gener�tor pracovat po ur�itou dobu� a potom testujeme v�sledek�

����� Z�kladn	 pojmy

Vypo�teme z vygenerovan�ch dat aritmetick� pr�m�r 
� & X & �
n
�PXi� Nast�v� ot�zka� zdali je

toto �	slo dobr�m odhadem st�edn	 hodnoty 
�
Hovo�	me pak o hypot
z�ch 

H� 
 & 
� tzv� nulov� hypot
za

H� 
 �& 
� tzv� alternativn	 hypot
za

Na�	m �kolem tedy bude rozhodnout se pro jednu z t�chto hypot
z� Provedeme tedy test� na jeho�
z�klad� pak hypot
zu zam�t�me !nevyhovuje testovac	mu krit
riu"� resp� nezam�t�me���

P�i testov�n	 se p�itom m��eme dopustit chyby� a sice 

chyba �� druhu � hypot
zu H� zam	tneme� a�koli je spr�vn�

chyba �� druhu � hypot
zu H� nezam	tneme� a�koli spr�vn� nen	

Test p�itom prov�d	me na ur�it
 hladin� v�znamnosti �� co� je pravd�podobnost chyby �� druhu�
!Pravd�podobnost chyby �� druhu p�itom mus	 b�t minim�ln	�"

Nyn	 je t�eba ur�it testovac	 krit
rium�

����k�me� �e pouze hypot
zu nezam�t�me� nikoli �e ji p��jm�me� hypot
za se pouze p�i dan
m testu neuk�zala jako
nep��pustn�	
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P�	klad ���
M�jme gener�tor norm�ln	ho rozd�len	 N!
� 	�"� Typ rozd�len	 !norm�ln	" a rozptyl 	� zn�m�

chci ov��it st�edn	 hodnotu�
Vygeneruji tedy �	sla x�� ���� xk� pokud potom X � k !kde k je testovac	 krit
rium"� pak zam	t��

me H�� pokud X � k� pak H� nezam	t�me��


Jak ur�	me k 

� Ka�d
 xi podl
h� norm�ln	mu rozd�len	 N!
�� 	�"�

� Aritmetick� pr�m�r X m� rozd�len	 N!
�� �
�

n
"�

� Veli�ina
p
n � �X���	

�
m� rozd�len	 N!�� �"�

Nyn	 ur�	me �	slo u!�"� kter
 n�hodn� veli�ina s rozd�len	m N!�� �" p�ekro�	 s pravd�podobnos�
t	 �� Proto�e � � F -u!�". & �� je u!�" & F��!� � �"� tuto hodnotu naz�v�me kritickou hodnotou
rozd�len	 N!�� �" na hladin� v�znamnosti � !kvantil"� P�itom F�� je tzv� kvantilov� funkce !inverzn	
k distribu�n	" a b�v� tabelov�na�

Testovac	 krit
rium �zce souvis	 s kvantily 

P !X � k" & P

�p
n � !X � 
�"

	
� p

n � !k � 
�"
	

�
& �� F

�p
n � !k � 
�"

	




M��li b�t P !X � k" & �� mus	 b�t

F

�p
n � !k � 
�"

	



& �� �

p
n � !k � 
�"

	
& F��!�� �"

a odtud

k & 
� (
	 � u!�"p

n

T	m jsme nalezli testovac	 krit
rium� Celkov� tedy 

X � 
� ( ��u��	p
n

hypot
zu H� zam	t�me na hladin� v�znamnosti �

X � 
� ( ��u��	p
n

hypot
zu H� nezam	t�me na hladin� v�znamnosti �

����� Test dobr
 shody

Test �� dobr
 shody se pou�	v� zejm
na pro test shody� tedy pro test typu rozd�len	� Spo�	v� v tom�
�e sou�et kvadr�t� n veli�in s norm�ln	m rozd�len	m m� ���rozd�len	 s n� � stupni volnosti�

Test se prov�d	 n�sledovn� 

�� ur�	me n�jakou veli�inu X s rozd�len	m ��
n��

�� hypot
zu zam	tneme na hladin� �� pokud plat	 �� � ��
n��

�
� � �

�

�
nebo �� � ��

n��
�
�

�

�
hypot
zu nezam	t�me� je�li ��

n��
�
� � �

�

�
� �� � ��

n��
�
�

�

�
��Jedn� se o tzv	 jednostrann� test	
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����� Kolmogorov�v�Smirnov�v test

M�me n�hodnou prom�nnou� jej	 !teoretickou" distribu�n	 funkci F !X" a empiricky nam��enou dis�
tribu�n	 funkci Fn!X"�

Testovac	 krit
rium
p
n �Dn m� Kolmogorov�Smirnovovo rozd�len	 a plat	

lim
n��P !

p
n �Dn � X" & FKS!X"

kde Dn & supjF !X"� Fn!X"j�
Pokud FKS!

p
n �Dn" � � � �� hypot
zu zam	t�me na hladin� v�znamnosti ��

����� Frekven�n	 test

Obor hodnot rozd�l	me na N interval�� spo�	t�me po�ty �	sel� kter
 do jednotliv�ch interval� spa�
daj	� a pot
 ov��ujeme rovnom�rnost rozd�len	 n�hodn�ch �	sel� Testujeme tedy� zda x � h�� �i
s pravd�podobnost	 p!�"� p!�"�

Ozna�me nyn	 	i o�ek�van� po�et �	sel v intervalu i� ei pak po�et skute�n�� Polo�me d�le

�� &
NX
j��

!	j � ej"�

	j

a na tuto veli�inu pou�ijeme test dobr
 shody�

P�	klad ���
Testujeme t�i gener�tory A�B�C� ka�d�m z nich vygenerujeme ��� �	sel z intervalu h�� �" a

testujeme hypot
zu� �e se jedn� o rovnom�rn
 rozd�len	� �daje uspo��d�me do tabulky 

interval �� � � � � � 
 � � � �� ��

gener� A � �� �� �� �� � � �� �� �� ��
�
gener� B � � � �� �� �� �� �� � � ���
�
gener� C � � �� � �� �� �� � � �� 
���

Test provedeme na hladin� v�znamnosti � & �� ��� Dostaneme ��!�� ���" & �� �� ��!�� ���" & ��� ��
tedy gener�tory A�B na z�klad� frekven�n	ho testu zam	t�me� C nezam	t�me�

����� Test n�hodnosti v�skytu �	slic

Generujeme posloupnost dekadick�ch �	slic� a zaj	m� n�s� jak� je pravd�podobnost� �e mezi dv�ma
stejn�mi �	slicemi je pr�v� k �	slic jin�ch� Tato pravd�podobnost m� z�ejm� geometrick
 rozd�len	
pk & P !X & k" & �� �k � �� �

D�le pou�ijeme Kolmogorov�Smirnov�v test spo�teme pro jednotliv� k pravd�podobnosti i hod�
noty distribu�n	 funkce !prakticky vzato po jistou ��rozumnou%% hodnotu k"� s pou�it	m relativn	ch
�etnost	 spo�teme experiment�ln	 pravd�podobnosti� z	sk�me p�k� F

�!k"� Nyn	 najdeme maxim�ln	
rozd	l a porovn�me s kvantilem�
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����� Poker test

T	mto testem zkoum�me skute�n� to� jak ��vhodn�%% by zkouman� gener�tor byl pro popul�rn	 ka�
retn	 hru testujeme posloupnosti �	slic rozd�len
 na p�tice� Uva�me tedy p�tici !a� b� c� d� e"� kde
a� b� c� d� e � f�� �� ���� �g� Mohou nastat tyto p�	pady s t�mito pravd�podobnostmi 

I� abcde v�echny �	slice jsou r�zn
 ������
II� aabcd jedna dvojice ������

III� aabbc dv� dvoji�ky ������
aaabc troji�ka ������

IV� aaabb fullhouse ������
aaaab poker ������

V� aaaaa !pro �	slice to mo�n
 je" ������

Z t�chto pravd�podobnost	 pak spo�tu o�ek�van
 �etnosti� spo�tu skute�n
 !experiment�ln	" �etnosti
jednotliv�ch skupin a provedu ���test�

Pravd�podobnosti jsme p�itom snadno ur�ili pomoc	 element�rn	 kombinatoriky�

Pozn�mka� Pro pou�it	 ���testu je t�eba� aby v ka�d
 skupin� !podle po�tu r�zn�ch �	slic" bylo
alespo) p�t p�tic� tedy celkem mus	me vygenerovat ����� p�tic�

Pravd�podobnost se p�itom spo�te jako

d!d � �"���!d� r ( �"
dk

�
�
k

r

�

kde
n
k

r

o
je tzv� Stirlingovo �	slo 

De�nice ����
Stirlingovo �	slo

n
k

r

o
je po�et mo�nost	� jak rozd�lit k prvk� pr�v� do r nepr�zdn�ch disjunktn	ch

podmno�in� �

Stirlingova �	sla se daj	 generovat podobn�m zp�sobem jako �	sla kombina�n	 zat	mco
�
n

k

�
&�

n��
k

�
(
�
n��
k��

�
� je

n
n

m

o
& m �

n
n��
m

o
(
n
n��
m��

o
� d�le

n
n

�

o
& ��

n
n

�

o
& �� Odtud ji� vyjdou hod�

noty pravd�podobnosti�

����
 Test v�skytu �pln�ch sad �	slic

P�i tomto testu zkoum�me� jak daleko mus	me j	t� aby ve vygenerovan
 posloupnosti byla ka�d�
�	slice zastoupena aspo) jednou� !Tak nap�� v posloupnosti � � � � � � � � � � 
 � � � � � � � ���� je
r & ���"

Dost�v�me tak d
lky posloupnost	� zaj	m� n�s pravd�podobnost� s jakou m� posloupnost d
lku
pr�v� r 

� pro d � r � t dostaneme

pr &
d/
dr
�
�
r � �
d� �

�
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� pro del�	 posloupnosti pak

pt & � � d/
dt��

�
�
t� �
d

�

Toto jsou teoretick
 pravd�podobnosti� p�i testov�n	 dostaneme experiment�ln	� pak pou�ijeme Kol�
mogorov�Smirnov�v test�

����� Test minima a maxima

Na �	sla se ned�v�me jako na posloupnosti n�hodn�ch �	sel vygenerujeme t N �tic �	sel

fr��	� � r
��	
� � ���� r

��	
N g� fr��	� � ���� r

��	
N g� ���� fr�t	� � ���� r

�t	
N g

a ur�	me n�hodnou veli�inu
mj & max

i
r
�j	
i

D�le m�me distribu�n	 funkci !teoretickou" F !x" & xN !pro x � !�� �""� tu srovn�me s empirickou a
pou�ijeme Kolmogorov�Smirnov�v test�

Analogicky lze testovat minimum 
mj & min

j
r
�j	
i

a distribu�n	 funkce
F !x" & �� !�� x"N

	�� Generov
n� n
hodn�ch veli�in

Uk�zali jsme si tedy postupn�� jak vygenerovat n�hodn
 �	slo !�	slici" s rovnom�rn�m rozd�len	m
R!�� �"� uvedli jsme si rovn�� ��st teorie �	sel� o kterou jsme se op	rali� a tak
 jsme si uk�zali� jak se
d� testovat spr�vnost na�ich gener�tor�� Nyn	 se dost�v�me k tomu� k �emu cel� kapitola sm��ovala�
a sice ke generov�n	 n�hodn�ch veli�in r�zn�ch typ� rozd�len	�

����� Metoda inverzn	 transformace

V t
to metod� vyu�ijeme popis n�hodn
 veli�iny pomoc	 distribu�n	 funkce� resp� pomoc	 funkce k n	
inverzn	 � F��!y"� N�hodn� zvol	me !vygenerujeme" �	slo y a spo�teme F��!y"� To je samoz�ejm�
mo�n
 jen tehdy� pokud lze inverzn	 funkci k distribu�n	 nal
zt� !Nap�� takto nem��eme vygenerovat
n�hodn
 rozd�len	 � v	me� �e kvantilov� funkce F��!y" b�v� nej�ast�ji tabelov�na�"

P�	klad ���
Pokus	me se pomoc	 metody inverzn	 transformace vygenerovat exponenci�ln	 rozd�len	�

M�me distribu�n	 funkci F !x" & y & ��e��x a funkci inverzn	 x & � ln���y	
�

� Vezmeme tedy funkci
z & � lnx

�
� !P�itom v	me� �e � je tzv� koe�cient p�eskoku a �e n�� syst
m m� vlastnost bezpam�#ovosti

!kompetitivn	 inhibice"� kdy p�esko�	� to z�vis	 na veli�in� s exponenci�ln	m rozd�len	m�"
Jak nyn	 vypo�teme lnx je toti� Z

dx

x
& lnx



� N�HODN� ��SLA �


a d�le m�me sou�et geometrick
 �ady

�
� � x

& � ( x ( x� ( x� ( ���

kter� konverguje pro jxj � !�� �"� Proto�e tato �ada je absolutn� konvergentn	� m��eme ji integrovat
�len po �lenu

� ln j�� xj & x (
x�

�
(
x�

�
( ���

a d�le m�me

ex & � (
x

�/
(
x�

�/
(
x�

�/
( ���

kter� konverguje rychleji !a nav	c konverguje pro ka�d
 x � R"� Pro jxj � � pak dostanu ln



��x
��x




 &
ln j�� xj( ln j� ( xj� odtud tedy vypo�teme �	slo x a logaritmy se�teme�

����� Zam	tac	 metoda

M�me interval !a� b"� funkci hustoty f!x" a jej	 maximum na tomto intervalu � ozna�me M � Vyge�
nerujeme dv� n�hodn� �	sla r�� r�� pot
 ur�	me x & !b � a"r� ( a a y & M � r� !tedyse ��trefujeme%%
�	slem x do intervalu � a� b � a �	slem y do � ��M �"� Rozhodneme se nyn	 podle toho� zda
y � f!x" jestli�e tento vztah plat	� p�ijmeme hodnotu x za n�hodnou veli�inu� v opa�n
m p�	pad�
�	sla r�� r� ��zahod	me%% a generujeme znovu�

����� Interpola�n	 metoda

Tuto metodu vyu�ijeme� pokud je funkce hustoty !resp� distribu�n	 funkce" zad�na tabulkou

x �� �� ��� �n
F !x" F !��" F !��" ��� F !�n"

a m�me vygenerovat spojitou n�hodnou veli�inu� Vygenerujeme tedy �	slo r a zjist	me x p�es interpo�
la�n	 p�	mku � z podobnosti troj�heln	k�� Pokud jsme tedy vygenerovali �	slo r � !F !�i"� F !�i��""�
m�me

x� �i
r � F !�i"

&
�i�� � �i

F !�i��"� F !�i"

a po �prav�ch dostaneme

x & �i ( !r � F !�i"" � �i�� � �i
F !�i��"� F !�i"

co� je hledan
 n�hodn
 �	slo�

����� Norm�ln	 rozd�len	

Nyn	 se pokus	me generovat n�hodnou veli�inu s norm�ln	m rozd�len	m� K tomu n�m poslou�	

V�ta ���� Centr�ln� limitn� v�ta

Nech# X��X�� ��� jsou nez�visl
 n�hodn
 veli�iny se stejn�m rozd�len	m� kter
 m� st�edn	 hod�
notu 
 a !kone�n�" rozptyl 	�� Ozna�me �n & �p

n
� !X� ( X� ( ���( Xn � n � 
" pro n & �� �� ��� Pak

�n konverguje v distribuci k rozd�len	 N!�� 	�"� �
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Nyn	 vyu�ijeme centr�ln	 limitn	 v�ty k sestrojen	 gener�toru n�hodn
 veli�iny s norm�ln	m rozd�le�
n	m N!
� 	�"�

Jestli�e gener�tor n�hodn�ch �	sel generuje rozd�len	 R!�� �"� pak jeho st�edn	 hodnota je E-X. &
�
�

a rozptyl 	� & �
��

� Se�ten	m n hodnot dostaneme n�hodnou veli�inu
nP
i��

Xi se st�edn	 hodnotou

E-X. & n
� a rozptylem 	� & n

�� � Odtud pak dostaneme� �e

Yn &

s
��
n
�
�

nX
i��

Xi � n

�




konverguje k N!�� �"� Pro praktick
 po�	t�n	 je vhodn
 volit nap�� n & �� !pop�� n & ���� ale to

je d	ky generov�n	 v	ce hodnot pomalej�	"� pak m�me vztah Y�� &
��P
i��

Xi � 
� resp� Y & Y�� � 	 ( 
�

kter
 ji� d�v� rozd�len	 N!
� 	"�
Nast�v� ov�em n�sleduj	c	 probl
m jak jist� snadno nahl
dneme� tento gener�tor nikdy nevypro�

dukuje hodnotu mimo interval !�
� 
" � ��chvosty%% norm�ln	ho rozd�len	� Ty pak mus	me aproximovat
nap�� takto 

�� Zn & Yn ( �
��n � -Y �

n � � � Yn.� kter� ji� pro n & � dob�e aproximuje norm�ln	 rozd�len	� nebo

�� pou�	t vztahy

Z�i &
q
�� lnXi � sin ��X �

i

Z�i�� &
q
�� lnXi � cos ��X �

i

kde p�itom pro Xi�X
�
i pou�ijeme dva r�zn
 gener�tory� nap��

Xi�� & �Xi !mod ��
"

X �
i�� & ���X �

i !mod ��
"

����� Geometrick
 rozd�len	

M�me geometrick
 rozd�len	 Ge!p" dan
 vztahem P !X & x" & p � qx� kde q & � � p� na�	 snahou
bude vygenerovat �	slo x�

Zajist
 n�s napadne trivi�ln	 algoritmus � pomoc	 iterace v ka�d
m kroku vygeneruji r a zkou�
m�m� zda r � � � p pokud ano� d�m na v�stup po�et iterac	 jako x� jinak pokra�uji d�l !nastal
ne�sp�ch" a zv�t�	m o jedni�ku po�et iterac	� Obecn� pot�ebuji v pr�m�ru q

p
( � iterac	� ale m��e se

st�t� �e generov�n	 bude prob	hat potenci�ln� do nekone�na� Je�li p mal
� po�et iterac	 roste� v tom
p�	pad� pou�	v�me vztah

x &

�
log r
log q

�

kde r je vygenerovan
 �	slo�

����� Binomick
 rozd�len	

Generovat binomick
 rozd�len	 Bi!n� p" vygenerujeme nejsn�ze podle jeho de�nice � po�et ���sp�ch�%%
po proveden	 n pokus�� Vygenerujeme tedy n n�hodn�ch �	sel� testujeme� zda r � p� pokud ano�
p�i�teme jedni�ku k �	ta�i �sp�ch�� jeho� hodnotu nakonec prohl�s	me za veli�inu s binomick�m
rozd�len	m�
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����
 Poissonovo rozd�len	

V	me� �e Poissonovo rozd�len	 m� po�et ud�lost	 v ur�it
m intervalu !pevn
 d
lky"� pokud �asov

intervaly mezi ud�lostmi maj	 rozd�len	 exponenci�ln	� Proto by se dalo generovat Poissonovo rozd��
len	 tak� �e postupn� generuji veli�iny s exponenci�ln	m rozd�len	m !jak jsme si ji� uk�zali"� s�	t�m
je tak dlouho� a� v sou�tu p�ekro�	 onu pevnou d
lku intervalu� a po�et iterac	 prohl�sit za veli�inu
s Poissonov�m rozd�len	m�

Tato metoda je v�ak neefektivn	 proto vytvo�	me nejprve prom�nnou y & � �
�
� ln r� kter
 m�

exponenci�ln	 rozd�len	 !pou�ili jsme inverzn	 transformaci"� Pokud pova�ujeme d
lku toho intervalu
za jednotkovou� dost�v�me��

xX
i��

ti � � �
x��X
i��

ti

��
�
�

xX
i��

ln ri � � � ��
�
�
x��X
i��

ln ri

xX
i��

ln ri � �� �
x��X
i��

ln ri

xY
i��

ri � e�� �
x��Y
i��

ri

Podle tohoto vztahu ji� po�	t�me x vyjdeme z jedni�ky� ke kter
 postupn� p�in�sobujeme vygene�
rovan� n�hodn� �	sla ri� a� dostaneme �	slo men�	 ne� e��� v�sledkem je po�et n�soben	� !V�hodou
je fakt� �e jsme se touto �pravou zbavili jinak nep�	jemn�ch logaritm��"

����� Obecn
 metody generov�n	

Nyn	 si rozmysl	me� jak vygenerovat n�hodnou veli�inu s obecn�m rozd�len	m� kter
 neodpov	d�
��dn
mu z popsan�ch typ� � funkce pravd�podobnosti je nap�� zad�na tabulkou 

xi � � �� ��
pi ���� ���� ���� ����

Zde m�me dv� mo�nosti 

� bu3 vygenerujeme �	slo a rozhodneme se � je�li r � �� ��� polo�	me x & � atd��

� nebo vytvo�	me pole o sto prvc	ch� do jeho� prvn	ch �� prvk� d�me �� do dal�	ch �� d�me �
atd�� pak jen vygenerujeme �	slo r � !�� �"� vyn�sob	me jej stem� t	m dostaneme index do pole
a p�e�teme v�sledek�

Metoda pou�	vaj	c	 pole je samoz�ejm� rychlej�	 !zejm
na je�li pravd�podobnost v tabulce d�na pro
v	ce hodnot a rozhodov�n	 by bylo pomal
"� av�ak nast�v� probl
m s pam�t	� zvl��t� je�li pravd�po�
dobnost ud�na nap�� v tis	cin�ch !a jemn�ji"� M�me�li nap�� tabulku

xi � � �� ��
pi ����� ����� ����� �����

��Prom�nn� X m� Poissonovo rozd�len� � tu generujeme	
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pak provedeme n�sleduj	c	 kroky vypo�teme

m�& � ��� se�ten	 �	slic na m	st� desetin
m�& � ��� se�ten	 �	slic na m	st� setin
m�&�� ��� se�ten	 �	slic na m	st� tis	cinP

&�� ��� a toto je rozm�r pole� kter
 pot�ebuji

Nyn	 vytvo�	me ono ���prvkov
 pole� V n�m prvn	ch dev�t prvk� odpov	d� desetin�m �	sla r� dal�	ch
osm setin�m� a posledn	ch dvacet tis	cin�m� Pole A tedy vypad� n�sledovn� 

� � � � � � 
 � � � �� ���
� � � � � �� �� �� �� � �� ���

Nyn	 vygenerujeme n�hodn
 �	slo� kter
 rozd�l	me na desetinn
 �	slice

r & K� � ���� ( K� � ���� ( K� � ���� !(���"

a vytvo�	me v�sledek !pro pravd�podobnosti v tis	cin�ch"

A!K�" je�li K� � m�

A!�� �K� ( K� � � �m�" je�li �� �m� � �� �K� ( K� � �� �m� ( m�

A!K � �� �m� � � �m�" jinak� p�itom K & ��� �K� ( �� �K� ( K�

Podobn� by se postupovalo� pokud by byly pravd�podobnosti ur�eny na v	ce desetinn�ch m	st�

	 Markovovsk
 procesy

��� Markovovsk
 �et�zce

Na �vod kapitoly o Markovovsk�ch �et�zc	ch si uvedeme p�	klad� pomoc	 n�ho� si p�ibl	�	me pojmy�
P�edstavme si hippieho !h��ka� tul�ka� somr�ka� pobudu���"� kter� cestuje stopem do r�zn�ch

m�st� V �ase t & � se nach�z	 v jednom ur�it
m m�st�� Uva�ujeme p�itom o kone�n�m po�tu m�st�
do nich� se m��e dostat� P�itom to� do kter
ho m�sta d�le cestuje� z�le�	 na po�as	� n�lad�� atd��
tedy pro n�s budou tyto jevy n�hodn
� Budeme v�ak p�edpokl�dat� �e zn�me pravd�podobnosti� se
kter�mi se v ur�it� okam�ik dostane z jednoho m�sta do druh
ho� Tyto pravd�podobnosti p�echod�
budou p�itom v �ase nem�nn
� tedy syst
m je homogenn	� Nech# se hippie nach�z	 na po��tku
v m�st� � a nech# jsou dal�	 dv� m	sta� kam se m��e dostat !viz obr�zek �"� Pravd�podobnosti
p�echodu budou tyto p�� & �

�
� p�� & �

�
� p�� & �

�
� p�� & �

�
� p�� & �

�
� p�� & �

�
� p�� & �

�
� Zkus	me

nyn	 spo�	tat pravd�podobnosti ��n	
i � s nimi� se nach�z	 n�t� den v m�st� i� a to potenci�ln� a� ��do

soudn
ho dne%% � do nekone�na 

n � � � � � ��� �
�
�n	
� � � �

�
����� ����� ��� ����

�
�n	
� � �

�
�
�� ����� ����� ��� ����

�
�n	
� � �

�
��
��

����� ����� ��� ����
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Obr�zek � Cestuj	c	 hippie

V�imn�me si� �e v nekone�nu !resp� po dostate�n� dlouh
 dob�" nez�le�	 na po��te�n	m stavu 
n�� syst
m se stabilizoval a m��eme tedy spo�	tat pravd�podobnosti p�� p�� p�� se kter�mi se hippie
nach�z	 v jednotliv�ch m�stech� Dostaneme tak homogenn	 syst
m line�rn	ch rovnic

p� & �
�p� ( �

�p�
p� & �

�p� ( �
�p�

p� & �
�p� ( �

�p� ( �
�p�

kter� d�le uprav	me na
�p� � p� � p� & �

��p� ( �p� � p� & �
�p� � �p� ( �p� & �

a p�id�me dodate�nou podm	nku� aby syst
m byl jednozna�n� �e�iteln�� a aby �	sla p�� p�� p� byly
pravd�podobnostmi

�X
i��

pi & �

�e�en	m tohoto syst
mu jsou pak pravd�podobnosti� kter
 jsme si ozna�ili jako �
��	
i �

M�me tedy n�sleduj	c	 rovnice� kter
 uprav	me a provedeme limitn	 p�echod 

�
��	

& ���	 � p
�

�n��	
& ��n	 � p

�
�n��	

& ���	 � pn
lim
n���

�n��	
& lim

n���
�n	 � p

� & � � p

Pokud nyn	 uv��	me posloupnost m�st� v nich� se hippie nach�z	 !posloupnost stav� syst
mu"�
m�me posloupnost fXig n�hodn�ch veli�in� M��eme se na ni d	vat r�zn� � nap�� jako d
lku fronty
v ur�it
m syst
mu hromadn
 obsluhy� jej	 pr�b�h !nap�� � � � � � � ����" je n�hodn�� nazveme tedy
tuto posloupnost stochastickou�
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��� Diskr
tn� markovovsk
 �et�zce

����� De�nice pojm�

De�nice ���
Diskr
tn	 Markovovsk� �et�zec je posloupnost n�hodn�ch veli�in fXig� pro kterou plat	

P -Xn & jjX� & i��X� & i�� ����Xn�� & in��. & P -Xn & jjXn�� & in��.

a to pro ka�d
 n a pro ka�d
 i� � i� � ��� � in�
Slovn	 vyj�d�en	 de�nice znalost n�kolika minul�ch stav� n�m d�v� stejnou informaci� jako

znalost stavu posledn	ho� Budoucnost je z�visl� pouze na p�	tomnosti�

De�nice ���
Uv��	me nyn	 �as jako diskr
tn	 veli�inu� a ozna�	me pij pravd�podobnost p�echodu ze stavu i

do stavu j !v ur�it
m kroku"� Pravd�podobnosti p�echodu se p�itom mohou m�nit � pak hovo�	me
o nehomogenn	ch �et�zc	ch� pokud se nem�n	� naz�v�me �et�zec homogenn	�

De�nice ���
M�jme Markovovsk� �et�zec s mno�inou stav� A & fE�� E�� ���g� Je�li jAj � �� �	k�me� �e

p�	slu�n� Markovovsk� �et�zec je kone�n�� v opa�n
m p�	pad�� tedy pokud jAj & �� hovo�	me
o nekone�n�m �et�zci�

De�nice ���
V Markovovsk
m �et�zci zavedeme pravd�podobnosti !jednokrokov�ch" p�echod� takto P -Xn &

jjXn�� & i. & pij � P�itom u homogenn	ch �et�zc� nez�vis	 tyto pravd�podobnosti na indexu n�
D�le de�nujeme v	cekrokov
 p�echody 

p
��	
ij & pij !��"

p
�m	
ij & P -Xn�m & jjXn & i. &

X
k

p
�m��	
ik � pkj !m � �" !��"

V�imn�me si� �e v	cekrokov� p�echod je interpretov�n jako p�echod p�es libovoln� jin� stav k� prav�
d�podobnosti jsou se�teny�

De�nice ���
Mno�ina stav� A� � A se naz�v� uzav�en�� pokud z n	 neexistuje p�echod !ani jedno�� ani

v	cekrokov�" do stavu z mno�iny AC
� & A�A��

Stav Ei se naz�v� absorbuj�c�� pokud mno�ina fEig je uzav�en�� jin�mi slovy� pii & � !tedy ze
stavu nen	 �niku� je to jak�si ���ern� d	ra%%"�

De�nice ���
Markovovsk� �et�zec se naz�v� reducibiln�� pokud existuje vlastn	 uzav�en� podmno�ina mno�i�

ny A !tj� tuto mno�inu stav� lze sledovat zvl��#"�
Analogicky �et�zec je ireducibiln�� pokud ka�d� stav m��e b�t dosa�en z libovoln
ho jin
ho� tedy

pokud �i� j  �m�!i� j"  p�m��i�j		
ij � ��
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De�nice ��

Ozna�me nyn	 f �n	j jako pravd�podobnost� �e prvn	 n�vrat do stavu Ej se objev	 p�esn� n takt�

po opu�t�n	 Ej� D�le ozna�	me fj &
�P
n��

f
�n	
j � tedy pravd�podobnost� �e se do stavu v�bec vr�t	me�

Nyn	

� pokud fj & �� nazveme stav Ej rekurentn��

� pokud fj � �� nazveme stav Ej tranzientn��

St�edn	 dobu rekurence stavu Ej de�nujeme jako

Mj
df
&

�X
n��

n � f �n	j

p�i�em� pokud je Mj & �� je stav Ej rekurentn� pr�zdn�� zat	mco pro Mj �� se naz�v� rekurentn�
nepr�zdn��

De�nice ���
Stav Ej naz�v�me periodick�� je�li n�vrat do Ej mo�n� pouze po �� ��� ��� ��� kroc	ch !� � �"�

Je�li n�vrat mo�n� kdykoliv !tedy plat	�li to i pro � & �"� naz�v� se stav aperiodick��

De�nice ���
Stav Ej se naz�v� ergonick�� pokud je z�rove) aperiodick�� rekurentn	 a rekurentn� nepr�zdn�

!tedy fj & �� Mj ��� � & �"�
Markov�v �et�zec je ergonick�� pr�v� kdy� je ka�d� jeho stav ergonick��

Pozn�mka ����
Uva�me nyn	 syst
m rovnic

�j &
X
i

�i � pij� j & �� �� �� ��� !��"

X
j

�j & �

Vyslov	me nyn	 o ergonick�ch �et�zc	ch n�kolik tvrzen	 

V�ta ����
Plat	 

�� V�echny stavy kone�n
ho aperiodick
ho ireducibiln	ho Markovovsk
ho �et�zce jsou ergonick
�

�� Ireducibiln	 aperiodick� Markovovsk� �et�zec je ergonick�� jestli�e syst
m �� m� nenulov
 �e�
�en	� pro kter
 plat	

P
j

j�jj ���

�� Limity �j ergonick
ho �et�zce� kter
 se naz�vaj	 pravd�podobnosti rovnov�	n�ho stavu� nez�vis	
na po��te�n	 hodnot� ���	

j �
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V�ta ����
Stavy v ireducibiln	m Markovovsk
m �et�zci jsou v�echny bu3 tranzientn	� nebo rekurentn�

pr�zdn
� nebo rekurentn� nepr�zdn
� pokud jsou periodick
� maj	 stejnou periodu ��

V�ta ����
V ireducibiln	m aperiodick
m Markovovsk
m �et�zci existuj	 limity �j & lim

n�� �
�n	
j nez�visl


na �
��	
j � Nav	c bu3

a" v�echny stavy jsou tranzientn	 nebo rekurentn� pr�zdn
 a �j & � pro ka�d
 j a neexistuj	
stacion�rn	 distribuce pravd�podobnosti !syst
m se neust�l	"

b" v�echny stavy jsou rekurentn� nepr�zdn
� a pak �j � � pro ka�d
 j� nav	c �j je stacion�rn	
distribuce pravd�podobnosti� pro ni� plat	 �j & �

Mj
!kde Mj je st�edn	 doba rekurence"�

����� Chapman�Kolmogorovovy rovnice

Pravd�podobnost� �e syst
m z�stane ve stavu Ei p�esn� n krok� po p�echodu do Ei je rovna P &
!�� pii" � pnii� podl
h� tedy geometrick
mu rozd�len	�

Snadno rovn�� spo�teme pravd�podobnost pij!m�n" jako pravd�podobnost p�echodu� kdy v m�
t
m kroku je syst
m ve stavu i a v n�t
m kroku ve stavu j 

pij!m�n" &
X
k

P -Xn & j �Xq & kjXm & i.

&
X
k

P -Xq & kjXm & i. � P -Xn & jjXm & i �Xq & k.� �z �
�P �Xn�jjXq�k�

Odtud ji� dostaneme rovnice popisuj	c	 syst
m � Chapman�Kolmogorovovy rovnice 

pij!m�n" &
X
k

pik!m� q" � pkj!q� n" !��"

Vytvo�me nyn	 matici H!m�n" & -pij!m�n".� P & -pij!m�n( �".� d�le H!m�n( �" � P a H!m�m(
n" & P n� Odtud dostaneme Ch�K rovnice v maticov
 form� 

H!m�n" & H!m� q" �H!q� n" !��"

Pozn�mka� *	slo q v rovnic	ch �� a �� p�itom vol	me libovoln� mezi m a n� nejsn�ze m( � nebo
n� �� Dost�v�me potom

q & n � � H!m�n" & H!m�n� �" � P Ch�K rovnice dop�edu
q & m ( � H!m�n" & P �H!m ( �� n" Ch�K rovnice dozadu

��	 Markovovy procesy

Nyn	 nech�me �as t
ci spojit� a budeme po�	tat ��spojit
%% pravd�podobnosti� Nejprve si zavedeme po�
jem Markovovsk�ho procesu� kter� m� stejnou vlastnost bezpam�#ovosti jako diskr
tn	 Markovovsk�
�et�zec 



	 MARKOVOVSK
 PROCESY ��

De�nice ����
N�hodn� proces X!t" tvo�	 Markovovsk� proces se spojit�m �asem !Markovovsk� proces"� pokud

pro ka�d
 n a pro ka�dou posloupnost t�� t�� ���� tn�� takovou� �e t� � t� � ��� � tn�� plat	 

P !X!tn��" & jjX!t�" & i� �X!t�" & i� � ����X!tn" & in" & P !X!tn��" & jjX!tn" & in"

Ekvivalentn� lze napsat

P !X!t" & jjX!� " pro �� � � � �� � t" & P !X!t" & jjX!��""

����� Pravd�podobnosti p�echodu

Ve stavu Ei mus	me m	t nyn	 distribuci pravd�podobnosti z�visej	c	 jen na Ei a ne na tom� jak dlouho
ji� syst
m v tomto stavu je� M�jme tedy

P -�i � s ( tj�i � s.
df
& h!t"

p�itom

P -�i � s ( tj�i � s. &
P -�i � s ( t 
 �i � s.

P -�i � s.

d�le vzhledem vztahu pro podm	n�nou pravd�podobnost P !AjB" & P �A�B	
P �B	

dost�v�me �pravami

P -�i � s ( t. & P -�i � s. � h!t"

P -�i � s ( t. & P -�i � s. � P -�i � t.

D�le plat	 P -�i � t. & h!t"� proto�e pro s & � je P -�i � �. & �� M�me tedy

d

dt
P -�i � t.� �z �
�f�i �t	

&
d

dt
!�� P -�i � t."� �z �

�f�i �t	

dP -�i � s ( t.
ds

& f	i!s" � P -�i � t.Z t

�

dP -�i � t.
P -�i � t.

&
Z t

�
f	i!�"

lnP -�i � t. & �f	i!�" � t
P -�i � t. & e�f�i��	�t

d

dt
P -�i � t. & �f	i!�" � e�f�i ��	�t

a dost�v�me tak exponenci�ln	 rozd�len	

f	i!t" & f	i!�" � e�f�i ��	�t !��"

Nyn	 zavedeme pravd�podobnosti pij

pij!s� t"
df
& P -X!t" & jjX!s" & i.



	 MARKOVOVSK
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p�i�em� plat	
pij!s� t" &

X
k

pik!s� u" � pkj!u� t"

Zaps�no maticovou formou pak
H!s� t"

df
& -pij!s� t".

a op�t plat	 H!s� t" & H!s� u" � H!u� t"� D�le pak plat	 H!t� t" & E !jednotkov� matice� pokud
nedoch�z	 ke zm�n�m"�

De�nice ����
Zavedeme nyn	 matici P !t" & -pij!t� t(�t". a provedeme limitn	 p�echod �t� �� Dostaneme

qij!t" & lim
�t��

pij!t� t(�t"
�t

a toto �	slo nazveme intenzitou p�echodu ze stavu i do stavu j�
D�le zavedeme intenzitu v�stupu ze stavy i

qii!t" &
pii!t� t(�t"� �

�t

a matici

Q!t" & lim
�t��

P !t"� E

�t

!jinak zaps�no� Q!t" & -qij!t".� a to v�etn� qii!t""� p�itom plat	� �e
P
j

qij!t" & ��

����� Chapman�Kolmogorovovy rovnice�

M�me tedy matice H� pro kter
 plat	

H!m�n" & H!m�n� �" � P !n� �"

H!m�n"�H!m�n� �" & H!m�n� �" � P !n� �"�H!m�n� �" & H!m�n� �" � !P !n� �"� E"

Nyn	 op�t provedeme limitn	 p�echod �t & !n� �� n" � � a dostaneme

�H!s� t"
�t

& H!s� t" �Q!t"

co� rozeps�no do slo�ek je

�pij!s� t"
�t

& qij!t" � pij!s� t" (
X
k ��j

qkj � pik!s� t"

kde p�itom

pij!s� t" &

�
� i & j
� i �& j

Takto jsme tedy z	skali Chapman�Kolmogorovovy rovnic� jejich� �e�en	 je

H!s� t" & exp
�Z t

s
Q!u" du

�
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Zavedeme nyn	 vektor �!t"
df
& !��!t"� ��!t"� ���"� co� jsou pravd�podobnosti� �e celo�	seln� n�hodn� veli�

�ina� p�edstavuj	c	 stav syst
mu� nab�v� hodnoty �� �� ���� P�itom zavedeme�!�"
df
& !��!�"� ��!�"� ���" &

!�� �� �� ���"� tedy syst
m je na po��tku pr�zdn��
Nyn	 chceme spo�	tat �!t"� zn�me�li �!�" m�me

�!t" & �!�" �H!�� t"

�!t" & �!�" � exp
�Z t

s
Q!u" du

�
d�j!t"
dt

& qij!t"�j!t" (
X
k ��j

qkj!t"�k!t"

d�!t"
dt

& �!t" �Q!t"

��� Procesy vznik� a z
nik�

M�jme op�t n�hodnou prom�nnou X!t"� p�edstavuj	c	 stav syst
mu� Budeme nyn	 vy�et�ovat syst
�
my� v nich� se za dobu �t zm�n	 nejv��e o � !p�ibude nebo ubude jedni�ka"� Syst
m charakterizuj	
tzv� intenzity p�echodu �� 
� zn�zor)ujeme je v tzv� p�echodov�m grafu !obr�zek 
"�

0 1 k-1 k k+1. . . . . . . . . . 

λ

µ

λ λ λ λ λ

µ µ µ µ µ

Obr�zek 
 P�echodov� graf procesu vznik� a z�nik�

Do stavu Ek se p�itom mohu dostat t�mito zp�soby 

� ze stavu Ek�� � ��z�nik%%� nastane s pravd�podobnost	 pk���k!t (�t"

� ze stavu Ek � nestane se nic� s pravd�podobnost	 pk�k!t(�t"

� ze stavu Ek�� � ��vznik%%� nastane s pravd�podobnost	 pk���k!t(�t"

Znamen� to tedy� �e p�i zkouom�n	 stavu Ek pot�ebuji zn�t pouze Ek	��
Pravd�podobnost vzniku ud�losti v intervalu !t� t (�t" za p�edpokladu� �e v �ase t byl syst
m

ve stavu k� je rovna
pk�k��!t(�t" & ��t ( o!�t"

kde o!�t" je veli�ina ��dov� men�	 ne� �t !p�esn�ji lim
�t��

o��t	
�t

& �"� Nyn	 uv��	me� �e ve v�razu

e�x & �� x
�� ( x�

�� � ��� jsou v�echny �leny a� na prvn	 dva mal
� m�me tedy �� e�x �& x
�� & x a odtud

pk�k��!t(�t" & P -z�nik ud�losti. & 
�t ( o!�t" !��"
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Vid	me tedy� �e markovovsk
 syst
my jsou matematicky snadno zvl�dnuteln
� D�le m�me

P -nedojde k vzniku. & � � ��t ( o!�t" !��"

P -nedojde k z�niku. & � � 
�t ( o!�t" !��"

P -nic se nestane. & pk�k!t (�t"

& -�� ��t ( o!�t". � -�� 
�t( o!�t". & � � !
 ( �"�t ( o!�t" !�
"

p�i�em� k jin
mu p�echodu doch�z	 s malou pravd�podobnost	 pij!t(�t" & o!�t"�
Nech# nyn	 syst
m byl ve stavech Ek��� Ek� Ek�� s pravd�podobnostmi pk��!t"� pk!t"� pk��!t"�

Spo�teme d�le pravd�podobnosti v �ase t(�t 

pk!t(�t" & pk!t" � pk�k!t(�t" ( pk��!t" � pk���k!t (�t" ( pk��!t" � pk���k!t (�t" !��"

p�!t(�t" & p�!t" � p��!t (�t" ( p�!t" � p��!t(�t" !��"

M�me tedy nekone�n� syst
m rovnic� jeho� �pravami dost�v�me

p�!t (�t" & p�!t"� ��t � p�!t" ( 
�t � p�!t"� o!�t"

pk!t (�t" & pk!t" ( ��t � pk��!t"� !
 ( �"�t � pk!t" ( 
�t � pk��!t" ( o!�t"
p�!t (�t"� p�!t"

�t
& �� � p�!t" ( 
 � p�!t"

pk!t(�t"� pk!t"
�t

& � � pk��!t"� !
 ( �" � pk!t" ( 
 � pk��!t"

Nyn	 provedeme limitn	 p�echod �t� � a dostaneme

p��!t" & ��p�!t" ( 
p�!t"

p�k!t" & �pk��!t"� !
 ( �"pk!t" ( 
pk��!t" !��"
�X
k��

pk!t" & �

a to jsou Chapman�Kolmogorovovy rovnice pro proces vznik� a z�nik�� Matice Q pak vypad�
n�sledovn� 

Q &

�
BBBBBBB�

�� 
 � ���
� �!� ( 
" 


� �!� ( 
" 
 ���

�
� � � � � � � � �

���
� � �

�
CCCCCCCA

Krom� t�	 diagon�l hlavn	ho sm�ru m� tedy matice nulov
 prvky�

� Syst
my hromadn
 obsluhy

��� �vod do problematiky

Nyn	 vyu�ijeme p�ede�l
 teorie k modelov�n	 syst
m� hromadn
 obsluhy� neboli syst
m� s frontami�
Jako praktick� p�	klad m��eme uv
st nap�� frontu na po�t�� u v��epu� ale tak
 frontu tiskov�ch
po�adavk� na tisk�rn�� a mnoho jin�ch� Nade�nujeme si tedy pojmy� kter
 budeme pou�	vat� veli�iny�
kter
 syst
m charakterizuj	� a posl
ze probereme jednotliv
 typy syst
m� hromadn
 obsluhy�
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����� Z�kladn	 pojmy

Do syst
mu p�ich�z	 ur�it� vstupn� proud !z�kazn	ci"� po�adavky se postupn� �ad	 do fronty� odkud
je vyb	r� linka obsluhy� Pot
 z�kazn	ci syst
m opou�t�j	�

Syst
m m��e m	t rozli�nou formu��� fronta m��e b�t !potenci�ln�" nekone�n� nebo kone�n�
!omezen� po�et m	st na �ek�n	"� frontov� re�im m��e b� rozli�n� !obvykl� FIFO� z�sobn	k LIFO�
priority����"� vstupn	 proud a obsluha se m��e rovn�� chovat r�zn�mi zp�soby�

*as je v syst
mu spojit�� doba obsluhy je n�hodn� veli�ina s ur�it�m typem rozd�len	 a para�
metrem 
� kter� vyjad�uje st�edn	 po�et obslou	en�ch z�kazn	k� za jednotku �asu� Podobn� tzv�
parametr vstupn	ho proudu � p�edstavuje po�et p��choz�ch z�kazn	k� za jednotku �asu�

D�le si de�nujeme 

t� � po��tek sledov�n	 !v	cem
n� um�l� hodnota"

t�� t�� t�� ��� � p�	chody z�kazn	k� !ti � ti��"� pravd�podobnost p�	chodu v	ce z�kazn	k� v jedin
m
okam�iku je zanedbateln� mal� !rovna o!t""

�k � interval mezi z�kazn	ky� �k & �k�� � �k

N!t" � po�et z�kazn	k� do�l�ch v �ase t

N!s� t" � po�et z�kazn	k� do�l�ch v intervalu d
lky t od okam�iku s� tedy N!s� t" & N!s( t"�N!s"�
p�itom N!�� t" & N!t"

pk!t" & P -N!t" & k.

X!t" bude zpravidla zna�it po�et z�kazn	k� v syst
mu�

!Ostatn	 charakteristick
 veli�iny si zavedeme pozd�ji�"

����� ��dov
 srovn�v�n	 funkc	

De�nice ���
Nech# f!x"� g!x" jsou re�ln
 funkce� nech# d�le � � R�� Pokud plat	� �e lim

x��

f�x	
g�x	 & �� �ekeneme�

�e f!x" je pro x� � ��dov� men�� ne� g!x" a p	�eme f!x" & o!g!x"" pro x� ��

P�	klad ���
Pro x�� je x� & o!ex"�

Pro x� � je tak
 x� & o!x�"�

De�nice ���
Je�li f!x"� g!x" & o!g!x""� a z�rove) f!x"� g!x" & o!f!x""� pak funkce f!x"� g!x" se naz�vaj	

ekvivalentn��
�	Na Slovensku bychom �ekli� ka�d� m� svoje �peci�k�	
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����� Kendallova klasi�kace

Pro syst
my hromadn
 obsluhy je zavedena tzv� Kendallova klasi�kace� kter� t�	d	 syst
my podle
t�chto hledisek 

� p�	chod z�kazn	k� do syst
mu�

� proces obsluhy z�kazn	k��

� po�et linek obsluhy�

Podle t�chto ukazatel� se zapisuje typ syst
mu ve tvaru X�Y�C� kde C je �	slo !po�et linek� m��e
b�t i nekone�n�"� v�znam p	smen je v tabulce �� Nejjednodu��	 syst
m je M�M�� !pokud chce�

Tabulka � Kendallova klasi�kace syst
m� hromadn
 obsluhy � v�znam zkratek�

P�smeno V�znam na m�st� X V�znam na m�st� Y
M Poisson�v proces p�	chod� exponenci�ln	 doba obsluhy
Ek intervaly mezi p�	chody z�kazn	k�

maj	 Erlangovo rozd�len	 s k stupni
volnosti !tzv� skupinov
 p�	chody �
odpov	d� tomu toti� to� �e z�kazn	�
ci p�ich�zej	 po skupink�ch vojen�
sk� l
ka� prohl	dne dal�	ch deset� ji�
n� interpretace � obsluhov�n je jen
ka�d� k�t� z�kazn	k"

doba obsluhy m� Erlango�
vo rozd�len	 !op�t toto slo�
�en	 n�kolika rozd�len	 expo�
nenci�ln	ch lze interpretovat
tak� �e z�kazn	k je postup�
n� obsluhov�n na k link�ch
obsluhy"

D doby p�	chod� jsou deterministick

!kdy� se do n�hody strk� determi�
nismus� je to v�dycky pr��vih � ja�
ko kdy� se do determinismu strk�
n�hoda���"

doba obsluhy jednoho po�a�
davku je deterministick�

G o �asech p�	chod�� resp� obsluhy� nev	me v�bec nic !zcela obecn�
syst
m"

me zd�raznit i potenci�ln	 d
lku fronty a frontov� re�im� zap	�eme M�M�����FIFO"� kter�m se
budeme zab�vat jako prvn	m�

����� Charakteristick
 veli�iny

Z�kazn	k p�	jde do syst
mu v �ase ti a opust	 syst
m v �ase xi� v syst
mu str�v	 dobu wi & xi � ti�
D�le m�me interval �i & ti � ti��� distribu�n	 funkci P !�n � � " & An!� "� funkci B!x" & � � A!x"�
A�!x" & a!x" & �b!x"�

Posloupnosti ftng� fxng !tedy kdy z�kaz	ci p�i�li a ode�li" p�itom jednozna�n� popisuj	 konkr
tn	
chov�n	 syst
mu v �ase�

Ozna�	me nyn	

�!t" � po�et z�kazn	k�� kte�	 dosud p�i�li�
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�!t" � po�et z�kazn	k�� kte�	 byli dosud obslou�eni !p�itom je�li �!t" & �!t"� syst
m v okam�iku t
stoj	"�

�!t" � celkov� �as str�ven� z�kazn	ky v syst
mu� spo�te se

�!t" &
Z t

t�

!�!t"� �!t"" dt

�t � intenzita p�	chod�� �t & ��t	
t

�


 � intenzita obsluhy�

� � intenzita provozu � & �

�
�

Tt � st�edn	 doba str�ven� z�kazn	kem v syst
mu� Tt & 
�t	
��t	

�

N t � st�edn	 po�et z�kazn	k� v syst
mu� N t & 
�t	
t

& �t � Tt�
� � intenzita p�	chod�� � & lim

n�� �t�

T � st�edn	 doba str�ven� z�kazn	kem v syst
mu� T & lim
n�� Tt� p�itom plat	 tzv� Littl�v vztah

!Little's formula" N & � � T �

D�le budeme po�	tat tyto veli�iny !resp� jejich st�edn	 hodnoty" 

L � po�et z�kazn	k� v syst
mu�

Q � d
lka fronty�

W � doba str�ven� z�kazn	kem ve front��

R � doba str�ven� z�kazn	kem v syst
mu�

Rovn�� je mo�n
 uva�ovat tzv� busy period � d
lku nep�etr�it
ho chodu linky obsluhy� V jednotliv�ch
p�	kladech syst
m� pak budeme zav�d�t podle pot�eby dodate�n
 parametry � nap�� pravd�podob�
nost rezignace z�kazn	ka�

����� Obvykl� postup p�i anal�ze

Obecn� p�i v�po�tu parametr� syst
mu hromadn
 obsluhy lze doporu�it n�sleduj	c	 postup 

�� Ze v�eho nejd�	ve je t�eba ur�it� o jak� syst
m se vlastn� jedn� !tady nap�� zjistit� zdali m�
Markovovskou vlastnost apod�"�

�� M�me�li X!t"� m��eme sestrojit p�echodov� diagram� kde m�me spo�teny intenzity p�echodu
a intenzity v�stupu�

�� Sep	�eme Chapman�Kolmogorovovy rovnice syst
mu�

�� Vypo�teme pravd�podobnosti pk!t"� resp� lim
t�� pk!t" !tedy budeme syst
m analyzovat a� v ne�

kone�nu � ve stabilizovan
m stavu"�

�� Spo�teme hodnoty L�Q�W�R !viz v��e"�
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��� Syst
m M�M��

Jako prvn	 si uvedeme nejjednodu��	 syst
m hromadn
 obsluhy M�M��� kde p�	chody z�kazn	k� i
doby obsluhy jsou markovovsk
� fronta m� potenci�ln� nekone�nou d
lku !m��e r�st nade v�echny
meze"� a je v n	 zaveden obvykl� frontov� re�im FIFO� Vych�z	me z hodnot parametr� �� 
 a
z n�hodn
 prom�nn
 X!t"�

����� P�echodov� diagram

zn�zor)uje stavy syst
mu a intenzity p�echodu mezi nimi !obr�zek �"� P�itom� jak jsme ji� uvedli�
lze realizovat p�echod pouze do sousedn	ho stavu�

0 1 k-1 k k+1. . . . . . . . . . 

λ

µ

λ λ λ λ λ

µ µ µ µ µ

Obr�zek � P�echodov� graf syst
mu M�M��

����� �e�en	 syst
mu

V�imn�me si v p�echodov
m grafu� �e zm�ny pravd�podobnosti stavu odpov	daj	 �ipk�m� kter
 vedou
ven ze stavu a dovnit�� dostaneme tak nekone�n� syst
m line�rn	ch difereneci�ln	ch rovnic �� ��du

p��!t" & �� � p�!t" ( 
 � p�!t"
p�k!t" & � � pk��!t"� !� ( 
"pk!t" ( 
 � pk��!t"� k � � !��"

s po��te�n	mi podm	nkami

p�!�" & �

pk!�" & �� k � �

Obecn
 �e�en	 tohoto syst
mu by bylo p�	li� slo�it
� proto takto nepostupujeme a provedeme n�sle�
duj	c	 �vahu syst
m se po jist
m �ase !potenci�ln� v nekone�nu" stabilizuje� je�li �et�zec ergonick��
m��eme prohl�sit� �e se ��za ur�it�ch podm	nek%% stabilizuje� To je mo�n
 samoz�ejm� jen tehdy�
nep�ich�z	�li do syst
mu v	ce z�kazn	k�� ne� je syst
m schopen obslou�it� tedy 
 � �� neboli pokud
pro intenzitu provozu plat	 � � ��

Proto�e pro stabilizovan� stav jsou pravd�podobnosti s �asem nem�nn
� m�me pravd�podobnosti
pk & lim

t�� pk!t" pro ka�d
 k� a tak
 lim
t�� p�k!t" & �� �	m� se n�m syst
m �� zjednodu�	 na

� & �� � p� ( 
 � p�
� & � � pk�� � !� ( 
"pk ( 
 � pk��� k � � !��"

co� je ji� nekone�n� homogenn	 syst
m oby�ejn�ch line�rn	ch !algebraick�ch" rovnic� Tento syst
m
m� v�dy nulov
 �e�en	� pokud je popisovan� syst
m ergonick�� m� syst
m �� i �e�en	 nenulov
�
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Proto � aby byl jednozna�n� �e�iteln� � dopln	me podm	nku� kter� mus	 platit� aby �	sla pk byly
pravd�podobnostmi� tedy X

k

pk & � !��"

Syst
m by se dal simulovat na po�	ta�i a po jeho dostate�n
 stabilizaci ode�	st pravd�podobnos�
ti pk� uvid	me v�ak� �e je mnohem snaz�	 hodnoty spo�	tat�

Zavedeme substituci zk & �� � pk ( 
 � pk��� a t	m syst
m �� p�ejde na

� & z�

� & zk � zk��

odkud ji� zk & � pro ka�d
 k � �� Potom ale � � pk & 
 � pk��� a tedy

pk &
�



� pk�� &

�
�





k

� p� & �k � p� !��"

Zb�v� ji� jen ur�it pravd�podobnost p�� a to s pou�it	m podm	nky �� 

� & p� ( � � p� ( �� � p� ( ��� & p� � �
�� �

a odtud
p� & �� � � pk & !�� �" � �k !��"

tedy stav syst
mu podl
h� geometrick
mu rozd�len	 !kter
 je ��diskr
tn	m p�	padem%% rozd�len	 ex�
ponenci�ln	ho"� Odtud se ji� daj	 spo�	tat ostatn	 veli�iny� jako st�edn	 d
lka fronty� st�edn	 po�et
z�kazn	k� v syst
mu apod�

����� z�transformace

Uk��eme si nyn	 jinou univerz�ln	 metodu pou�itelnou k �e�en	 Chapman�Kolmogorovov�ch rovnic�
Vyjdeme ze syst
mu �� �ekneme� �e z je n�jak
 komplexn	 �	slo� rovnice postupn� vyn�sob	me
mocninami zk a se�teme 

� & ��p� ( 
p� j � z�
� & �p� � !� ( 
"p� ( 
p� j � z�
� & �p� � !� ( 
"p� ( 
p� j � z�
� & �p� � !� ( 
"p� ( 
p� j � z�

���
� � � � � �

!��"

�ekneme d�le� �e G!z" &
P
pk � zk� Zn�me�li nyn	 funkci G!z" a rozlo�	me ji do mocninn
 �ady�

hledan
 pravd�podobnosti nalezneme jako jej	 koe�cienty� D�le v	me� �e G!�" & �� Po �prav�ch
syst
mu �� dost�v�me 

�!z � �"p� ( -
!� � z" ( �!z� � z".p� ( ���( -
!zk�� � zk" ( �!zk�� � zk".pk ( ��� & �

��!� � z"p� ( -
!�� z"� �z!�� z".p� ( ���( -
zk��!�� z"� �zk!� � z".pk ( ��� & �
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co� za p�edpokladu z �& � zkr�t	me na

��p� ( !
 � �z"p� ( ���( zk��!
 � �z"pk ( ��� & �

a d�le uprav	me na

!
 � �z" �
�X
k��

pk � zk�� � �p� & �

!
 � �z"
z

�
�X
k��

pk � zk � �p� (

� �z

z
� p� � 
 � �z

z
� p� & �

!
 � �z" �
�X
k��

pk � zk &



z
� p�

a odtud ji� s vyu�it	m �

���z & �
���

�
z

dost�v�me

�X
k��

pk � zk &
�

z
� p�

���z
z

&
p�

�� � � z
P�itom posledn� uveden� v�raz je racion�ln	 lomen� funkce prom�nn
 z� nav	c parci�ln	 zlomek�

Posledn	 rovnost m��eme d�le p�epsat na

G!z" & p� ( p� � �z ( p� � ��z� ( ���

G!�" & p� ( p� � � ( p� � �� ( ��� & �

&
p�

�� �
� p� & � � �

a tak jsme op�t !jin� zp�sobem" z	skali pk & !�� �" � �k�

����� Ostatn	 charakteristick
 veli�iny

Poda�ilo se n�m tedy spo�	tat pravd�podobnosti pk & P !X & k"� Nyn	 spo�teme ostatn	 n�hodn

veli�iny� kter
 jsou ur�it�m zp�sobem od veli�iny X odvozen
�

Po�et z�kazn	k� v syst
mu� Za�neme s po�tem z�kazn	k� v syst
mu L� resp� jeho st�edn	
hodnotou E!L"� M�me

E!L" &
�X
k��

pk � k &
�X
k��

!� � �" � �k � k & !�� �"� �
�X
k��

k � �k��

Nyn	 zb�v� ur�it onu sumu
P

& � ( � � �( � � �� ( � � �� ( ���� Pro ergonick� syst
m je � � �� a proto
je �ada absolutn� konvergentn	� Po�	t�me tedy

� ( � � � ( � � �� ( ��� & !� ( � ( �� ( ���" ( �!� ( � ( �� ( ���" ( ��!� ( � ( �� ( ���"

&
�

�� �
( � � �

� � �
( �� � �

� � �
( ��� &

�
� � �

� !� ( � ( �� ( ���"

&
�

�� �
� �

�� �
&

�
!�� �"�
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Jin� zp�sob vyu�	v� derivov�n	 �ady

� ( � ( �� ( ��� &
�

�� �

�len po �lenu� �	m� op�t dostaneme

� ( � � � ( � � �� ( ��� &
�

!� � �"�

Celkem tedy m�me
E!L" &

�

� � �
!�
"

Rozptyl spo�teme

D!L" & E!L�"� E�!L" &
�X
k��

k� � pk �E�!L" &
�X
k��

k�!� � �" � �k � ��

!�� �"�

& �!� � �" �
�X
k��

k� � �k��
� �z �

�analogicky	� ���

������

� ��

!�� �"�
&

�

!�� �"�
!��"

D
lka fronty� Spo�teme op�t jej	 st�edn	 hodnotu

E!Q" &
�X
k��

!k � �"pk &
�X
k��

k � pk��

&
�X
k��

!�� �" � �k � !k � �"

& !�� �" � �� �
�X
k��

k � �k�� &
��

�� �
!��"

a rozptyl

D!Q" &
�X
k��

k� � pk�� �
�

��

� � �


�

& !po �prav�ch"

&
��!� ( �"
!� � �"�

� ��

!� � �"�
&
�� � !� ( � � ��"

!�� �"�
!��"

Vid	me tedy pom�rn� z�ejmou v�c� a to �e pokud �� �� roste d
lka fronty do nekone�na�

Doba �ek�n	� Pro v�po�et pr�m�rn
 doby �ek�n	 z�kazn	ka ve front� pou�ijeme je�t� jin
 ukaza�
tele� a to Wk� co� bude doba� str�ven� ve front� z�kazn	kem� kter� se za�adil na k�t
 m	sto do fronty�
Proto�e pravd�podobnost� �e se z�kazn	k za�ad	 na k�t
 m	sto ve front�� je toto�n� s pravd�podob�
nost	� �e je v syst
mu pr�v� k z�kazn	k�� m�me

P !W � w" &
�X
k��

pk � P !Wk � w"



� SYST
MY HROMADN
 OBSLUHY 
�

Toto je tedy dopln�k distribu�n	 funkce� d�le m�me P !W & �" & p� & �� �� a odtud d�le

P !W � w" &
�X
k��

�
�!�� �"�k � e��w �

k��X
j��

!
w"j

j/

�
A

Doba �ek�n	 Wk m� toti� Erlangovo rozd�len	 s k stupni volnosti z�kazn	k mus	 �ekat na obslou�en	
k z�kazn	k� p�ed n	m� z nich� ka�d� bude obsluhov�n po exponenci�ln	 dobu�

Nyn	 spo�teme sumu v posledn	m vztahu jednotliv
 �leny prvn	 !vn�j�	" sumy jsou rovny

k & �  !�� �" � � � e��w � �� � !
w"�

�/

k & �  !�� �" � � � e��w � �� �
�

!
w"�

�/
(

!
w"�

�/

�

k & �  !�� �" � � � e��w � �� �
�

!
w"�

�/
(

!
w"�

�/
(

!
w"�

�/

�
���

���

Proto�e je � & �
�
� m�me tak
 
 & �

�
a ��sti v�raz� ��vpravo%% p�ech�zej	 v

�� � !�w"�

�/

�� �
�

!�w"�

�/
(

�
�
� !�w"�

�/

�

�� �
�

!�w"�

�/
(

�
�
� !�w"�

�/
(

�
��
� !�w"�

�/

�

a se�ten	m ��po sloupc	ch%% p�ejdeme k sou�inu dvou sum !nam	sto sumy dvojit
"

P !W � w" & !�� �" � � � e��w �
�

!�w"�

�/
�
�X
r��

�r (
!�w"�

�/
�
�X
r��

�r ( ���

�

& !�� �" � � � e��w �
�
� �X
j��

!�w"j

j/

�
A

� �z �
�e�w

�
� �X
r��

�r
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Celkem tedy dost�v�me k��en� vztah

P !W � w" & � � e�����	w !��"

Distribu�n	 funkce je pak F !w" & P !W � w" & � � � � e�����	w�
Pro v�po�et st�edn	 hodnoty d�le vyu�ijeme n�sleduj	c	ho tvrzen	 

V�ta ���
Pro n�hodnou veli�inu X� jej	 st�edn	 hodnotu E!X" a distribu�n	 funkci F !x"� pro kterou plat	

F !x" & � pro ka�d
 x � � a nav	c lim
x��x!�� F !x"" & �� lze spo�	st st�edn	 hodnotu takto 

E!X" &
Z �

�
!� � F !x"" dx
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Dukaz
 Integrujeme zm	n�n� integr�l per partes 
Z �

�
!� � F !x"" dx






 u
� & � v & � � F !x"
u & x v� & �f!x"






 & -x!�� F !x"".��� �z �
��

(
Z �

�
x � f!x" dx & E!X"

P�itom prvn	 �len posledn	ho v�razu je nulov� proto� �e v nekone�nu je to rovno nule dle p�edpokladu�
a v nule to vyjde dosazen	m� �

Pomoc	 t
to v�ty ji� snadno ur�	me st�edn	 hodnotu

E!W " &
Z �

�
!�� F !x"" dx & � �

Z �

�
e�����	w dw &

�


� �
!��"

a rozptyl

D!W " & E!W �"� �z �
��

������

�E�!W " &
�!�� �"
!
 � �"�

!��"

����� Shrnut	

V�echny vypo�ten
 veli�iny� charakterizuj	c	 syst
m M�M��� si nyn	 uspo��d�me do p�ehledn
 ta�
bulky 

pk & !�� �" � �k
E!L" &

�

�� �
D!L" &

�

!�� ro"�

E!Q" &
��

�� �
D!Q" &

�� � !� ( � � ��"
!� � �"�

E!W " &
�


 � �
D!W " &

�!�� �"
!
 � �"�

E!R" &
�


 � �
D!R" & D!W " (

�

�

T	m jsme uzav�eli kapitolu� ve kter
 jsme se sezn�mili s nejjednodu��	m syst
mem hromadn
 obsluhy
a spo�etli jeho parametry�

��	 Busy period

�ekli jsme si� �e tzv� busy period je doba� po kterou linka obsluhy nep�etr�it� pracuje� Zavedeme
si tedy n�hodn
 veli�iny X!t"� p�edstavuj	c	 nep�etr�itou obsluhu� a Y !t"� reprezentuj	c	 stav� kdy
linka stoj	� M�me Chapman�Kolmogorovovy rovnice a po��te�n	 podm	nky

p��!t" & 
 � p�!t"
p��!t" & �!� ( 
" � p�!t" ( 
 � p�!t"
p�k!t" & � � pk��!t"� !� ( 
"pk!t" ( 
 � pk��!t"� k � �

p�!�" & �
�X
k��

pk!t" & �
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Pro busy period v�ak nem��eme pou�	t ust�len� stav syst
mu� P�itom p�!t" je distribu�n	 funkce
busy period� spo�	tat p�esn� pravd�podobnosti pk!t" neum	me� Pro st�edn	 dobu busy period E!X"�
druh� moment E!X�" a rozptyl D!X" plat	

E!X" &
�


 � �
!��"

E!X�" &
��

!
 � �"�
!��"

D!X" &

 ( �

!
 � �"�
!��"

Tyto vztahy odvozovat nebudeme�
Nech# nyn	 T je dostate�n� dlouh� �asov� interval� Proto�e ��st doby linka pracuje a ��st stoj	�

m�me

T & x �
�

�

� �

(
�
�



& x � �

�
� �

 � �

a odtud
x & T � � � !
 � �" !�
"

co� je �	slo� vyjad�uj	c	� kolikr�t za �asov� interval T se linka zastav	�

��� Jin
 frontov
 re�imy

Dosud jsme uva�ovali pouze re�im obsluhy FIFO� obvykl� pro fronty� tedy prvn	 z�kazn	k je nejd�	ve
obslou�en� Nyn	 si uk��eme syst
my� v nich� to neplat	� z�kazn	ci jsou z fronty vyb	r�ni jin�m
zp�sobem� Uvid	me� �e n�kter
 z t�chto re�im� maj	 sv�j smysl�

����� Inverzn	 frontov� re�im

Zde m�me na mysli oby�ejn� z�sobn	k� ze kter
ho jsou polo�ky vyb	r�ny� resp� z�kazn	c	 jsou ob�
sluhov�ni� p�esn� v opa�n
m po�ad	� ne� p�i�li� Posledn	 z�kazn	k se proto dost�v� k obsluze jako
prvn	�

M��eme uva�ovat analogii busy period � je�li z�sobn	k pr�zdn� a nep�ich�z	 ��dn� z�kazn	k� linka
obsluhy se zastav	�

Chapman�Kolmogorovovy rovnice jsou stejn
 jako p�i obvykl
m re�imu obsluhy� dostaneme stejn

st�edn	 hodnoty charakteristick�ch veli�in� ale jin
 rozptyly�

Pravd�podobnost� �e z�kazn	k ne�ek�� je rovna pravd�podobnosti� �e z�kazn	k najde syst
m
pr�zdn�� a tedy

P !W & �" & p� & �� �

D�le
P !W � w" & � � -�� F !w".

a odtud distribu�n	 funkce doby �ek�n	

P !W � w" & �� � � -�� F !w".
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Ostatn	 veli�iny jsou pak rovny

E!X" &
�


 � �
E!W " &

�


 � �

E!X�" &
��

!
� �"�
E!W �" & � � �


!
 � �"�
&

��
!
 � �"�

D!X" &

� �

!
� �"�
D!W " & E!W �"� E�!W " &

��
!
� �"�!nebo�0"

� ��

!
� �"�
&
�!�� � � ( �"

!
� �"�

St�edn	 doba str�ven� v syst
mu je stejn� � E!R" & E!W " ( �
��

& �
��� � rozptyl je pak roven

� pro re�im FIFO D!R" & ������	
����	� �

� pro re�im LIFO D!R" & ��������	
����	� �

P�i libovoln
m jin
m re�imu obsluhy je st�edn	 doba obsluhy stejn�� rozptyl doby obsluhy lez�	 mezi
t�mito dv�ma extr
my !pro obvyklou frontu je nejmen�	� pro z�sobn	k nejv�t�	"�

����� Obecn� frontov� re�im

Je mo�n
 za�	dit i jin
 frontov
 re�imy� kter
 p�i v�b�ru z�kazn	ka na obsluhu postupuj	 jin�m
zp�sobem� zohled)uj	 jin� krit
ria� Uvedeme si jeden takov� syst
m p�	mo z praxe� charakteristick

veli�iny po�	tat nebudeme�

P�	klad ���
V opera�n	m syst
mu po�	ta�e je realizov�na fronta po�adavk� na p�	stup k disku� Spr�vce

syst
mu vyb	r� po�adavky t	m zp�sobem� p�i kter
m hlava disku bude co nejm
n� ��b�hat%% tam a
zp�t hlava jede jedn	m sm�rem� ve kter
m sb	r� po�adavky !vybere v�dy nejbli��	 ve sv
m sm�ru"�
pak jede zp�t� Z�ejm� n�kter
 po�adavky budou na z�klad� moment�ln	 situace !pozice hlavy"
up�ednostn�ny� ale v�echny budou obslou�eny v kone�n
m �ase�

��� Teorie obnovy

����� Hromadn� obsluha s p�ednost	

V t�chto syst
mech neplat	� �e jsou si v�ichni rovni� n�br� n�kte�	 jsou rovn�j�	 k l
ka�i chod	 zn�m	
do ordinace zadem apod� V �e�i teorie to znamen�� �e jedna linka obsluhy obsluhuje dv� fronty s pa�
rametry ��� ��� resp� 
�� 
� !obsluha prioritn	ho z�kazn	ka m��e trvat jinou dobu"� Schematicky tuto
situaci zachycuje obr�zek �� ��Protekce%% je ov�em ��slab�%% v tom smyslu� �e p�i p�	chodu prioritn	ho
z�kazn	ka se je�t� dokon�	 obsluha rozpracovan
ho z�kazn	ka� by# i oby�ejn
ho�

V re�ln
m sv�t� se p�itom m��eme setkat se syst
my� kde je v	ce skupin z�kazn	k� podle priority
!bl	zk� rodina l
ka�e� p�	buzn	� zn�m	� milenky���� oby�ejn	 pacienti"� na druh
 stran� m��e b�t
syst
m s p�ednost	 velmi u�ite�n� nap�� pro zpracov�n	 poruch !poruchy maj	 p�ednost"�
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λ
λ

λ

µ

µ

1

2

1

2

Obr�zek � Sch
ma syst
mu s p�ednost	

x y

xC C

τ τ

0

n

nn-1

n-1

Obr�zek � Pojem �ivotnosti

����� Z�kladn	 pojmy teorie obnovy

Budeme uva�ovat p�	chody z�kazn	k�� ozna�	me p�itom �k okam�ik p�	chodu k�t
ho z�kazn	ka� Nech#
doba mezi p�	chody z�kazn	k� je x� ur�it� okam�ik n�m ji d�l	 na x�� tedy dobu� kter� uplynula od
p�	chodu posledn	ho z�kazn	ka� a y� kter� uplyne do p�	chodu z�kazn	ka n�sleduj	c	ho� Nazveme nyn	
!viz sch
ma na obr� �"

x � �ivotnost !odpov	d� to interpretaci� kdy si nap�� v okam�iku �k�� koup	m boty a v okam�iku �k
se mi rozpadly a kupuji si nov
"�

x� � v�k !age" !tedy �ivotnost je �asov�m �sekem mezi ��zrozen	m%% a ��smrt	%%"�

y � rezidu�ln	 �ivotnost�

M�me tedy P !�k � �k�� & x" & f!x"� distribu�n	 funkci F !x"� Zaj	m� n�s distribu�n	 funkce ,FY !y"
rezidu�ln	 �ivotnosti a jej	 hustota ,fY !y"� Hustota rozd�len	 �ivotnosti je �m�rn� d
lce intervalu a
��frekvenci%%

fX!x" & P !x � X � x ( dx" & K � x � f!x" &
x � f!x"
m�

a dost�v�me
� &

Z �

�
fX!x" dx & K �

Z �

�
x � f!x" dx� �z �
�m�

� K &
�
m�
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D�le n�s zaj	m� rezidu�ln	 �ivotnost� zn�me�li �ivotnost� M�me

P !Y � yjX & x" &
y

x

P !y � Y � y ( dy � x � X � x ( dx" &
dy

x
� x � f!x" dx

m�
� � � y � x

a odtud
,f !y" &

Z x��

x�y

f!x" dx dy
m�

&
dy

m�
�
Z �

y
f!x" dx & !�� F !y"" � dy

m�

Tedy celkem

,f!y" &
� � F !y"

m�

F !y" &
�
m�

�
Z y

�
!�� F !u"" du

!Odpov	d� to interpretaci� kdy k l
ka�i p�ijde pacient� a pt� se� jak dlouho bude je�t� o�et�ovat sv
ho
zn�m
ho� kter
ho m� rozpracovan
ho�"

����� Syst
m s p�ednost	

M�me tedy dv� fronty z�kazn	k�� parametry ��� ��� 
�� 
�� Ozna�	me Y !t" po�et z�kazn	k� v syst
mu
!be zohledu na p�ednost"� d�le je � & �� ( �� �ili

�
��
�

( ��
�

�
& �� D�le ozna�	me intenzity provozu

v obou front�ch �� & ��
��

� �� & ��
��

� Pro stabilitu syst
mu je podm	nka � & �� ( �� � ��
Spo�t�me nyn	 dobu obsluhy z�kazn	ka 

P -U � u. & F !u" &
��
�
�
h
�� e���u

i
(
��
�
�
h
� � e���u

i
& �� �

�
�
h
��e

���u ( ��e
���u

i
a to je tedy distribu�n	 funkce doby obsluhy�

Parametry syst
mu s p�ednost	� Nyn	 n�s zaj	maj	 dal�	 parametry syst
mu� P�ipome)me
je�t�� �e

P !Y � y" & F�!y" &
�
m�

�
Z y

�
-�� F !u". du

a d�le �e syst
m najdeme pr�zdn� s pravd�podobnost	 p� & ������ Tuto rovnost m��eme intuitivn�
odvodit takto uva�me dostate�n� dlouh� �asov� interval � � Z toho po dobu � � � � p� je syst
m
�inn� s pravd�podobnost	 �� P�itom obslou�	 �� �& 	�p��	

X
!v �itateli je doba� kdy syst
m pracuje�

ve jmenovateli st�edn	 doba obsluhy jednoho z�kazn	ka"� Nyn	 provedeme limitn	 p�echod � �� a
m�me � �X & �� p�� Av�ak X & �

�
� a tedy � �X & � & �� p� a jsme hotovi�

Nyn	 tedy v	me� �e distribu�n	 funkce je rovna

F !u" & �� �
�
�
h
��e

���u ( ��e
���u

i
�
Tento vztah plat� naprosto ve v�ech syst
mech � dokonce i v G�G��	
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D�le syst
m nach�z	me pr�zdn� s pravd�podobnost	 P !Y & �" & p� & � � �� v	me� �e P !Y � y" &
!�� p�" � F�!y" & � � F�!y"� Odtud ji� spo�teme� jak dlouho v pr�m�ru trv� obsluha 

E!Y " & !� � p�" �
Z �

�
!� � F !y"" dy� �z �R ��

��
x�f�x	dx

& � �
Z �

�

�
�� �



�
Z y

�
!�� F !u"" du

�
dy

&
Z �

�

�
������

Z y

�

�
��e

���u ( ��e
��u

�
� �z �

��F �u	

du

�
��� dy &

Z �

�

h
�� ��

�
�� e���y

�
� ��

�
�� e���y

�i
dy

&
Z �

�

�
�� � e���y ( �� � e���y

�
dy &

��

�

(
��

�

&
��

��

(
��

��

M�me tedy st�edn	 dobu obsluhy

E!Y " &
��

��

(
��

��

!��"

Doba �ek�n	 ve front�� Nyn	 budeme po�	tat� jak dlouho bude ve front� �ekat p�ednostn	� resp�
nep�ednostn	 z�kazn	k � W ��W ��

Spo�	t�me nejprve dobu W � uva�ujeme op�t dostate�n� dlouh� �asov� �sek T � Za tuto dobu
p�ijde ��T p�ednostn	ch z�kazn	k�� ka�d� z nich �ek� v pr�m�ru W �� celkem je tedy ve front� ��W �

z�kazn	k�� Pr�m�rn� doba obsluhy p�ednostn	ho z�kazn	ka je rovna �
��

�
Nyn	 m�me

W � & E-Y . ( ��W �

a odtud ji� dost�v�me

W � &
E-Y .
�� ��

�

V�po�et doby W � bude pon�kud slo�it�j�	 � doba �ek�n	 se toti� skl�d� z t�chto polo�ek 

� �ek�n	 na dokon�en	 obsluhy p�edchoz	ho !rozpracovan
ho" z�kazn	ka�

� doba obsluhy p�ednostn	ch z�kazn	k�� kte�	 jsou ji� ve front��

� doba obsluhy nep�ednostn	ch z�kazn	k�� kte�	 jsou ve front��

� doba obsluhy p�ednostn	ch z�kazn	k�� kte�	 p�i�li� ne� jsme se dostali na �adu�

Zap	�eme tyto komponenty do rovnosti� kterou d�le upravujeme

W � & E!Y " ( �� �W � ( �� �W � ( �� �W �

W � � �� �W � � �� �W � & E!Y " ( �� �W �

!� � �� � ��" �W � & E!Y " ( E!Y " � ��
�� ��

a z�v�re�nou �pravou ji� z	sk�me hledan� vztah

W � &
E!Y "

!� � �"!�� ��"
!��"

Pokud je d�le proces markovovsk�� m��eme je�t� dosadit E!Y " & ��
���

( ��
���

� T	m jsme syst
my
s p�ednost	 uzav�eli�
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��� Syst
m s rezignac�

����� Motivace

Uva�ujme op�t syst
m M�M��� u n�ho� je ale poru�ena podm	nka stability a je �

�
� �� nebo se

dokonce � zv�t�uje !z�kazn	ci p�ich�zej	 �ast�ji � f�ma se zdra�ov�n	m� vyb	raj	 vklady z Banky
Bohemia" natolik� �e �

�
� �� Co se v takov
m p�	pad� m��e st�t 

�� Bu3 budeme zvy�ovat parametr 
 !zv��	me produktivitu� mus	� b1chat jak vo �ivot" a t	m
vr�t	me syst
m ke stabilit�� !Z teoretick
ho hlediska to nen	 p�	li� zajimav
�"

�� Fronta se zv�t�uje� ale ne do nekone�na � z�kazn	ci se na to vyka�lou a jdou dom��

�� Zv�t�	me po�et obslu�n�ch linek � pak se ale ji� dost�v�me k syst
mu M�M�n�

Budeme �e�it �� p�	pad� a to tak� �e z�kazn	k� kter� hodl� vyu�	t slu�eb syst
mu� se rozhodne� zda
se za�ad	 do fronty� nebo odejde !rezignuje"� Schematicky n�m tento p�	pad vyjad�uje obr�zek �� �

µ

rezignace

λ

Obr�zek �� Sch
ma syst
mu s rezignac	

��st z�kazn	k� se k lince nedost�v�� pon�vad� rezignuje�

����� Popis syst
mu s rezignac	

Z�kazn	k tedy m��e rezignovat pouze p�ed t	m� ne� do syst
mu vstoup	 � n�jak se mus	 rozhodnout�
Zavedeme si proto posloupnost

� & b� � b� � b� � ��� � bm � ��� � �

kde bi vyjad�uje pravd�podobnost� �e se z�kazn	k za�ad	 na i�t
 m	sto ve front� !nerezignuje"� !V�im�
n�me si p�irozen
ho faktu� �e posloupnost je nerostouc	� tedy s rostouc	 d
lkou fronty se z�kazn	kovi
chce �	m d�l m
n� �ekat� a tak
 �e b� & �� tedy pokud je syst
m pr�zdn�� z�kazn	k ur�it� neodejde�"

Mohli bychom nyn	 �e�it syst
m s rezignac	 tak� jak jsme si jej pr�v� nade�novali� tedy bez bli��	
speci�kace toho� co plat	 pro bk� napsat a vy�e�it Chapman�Kolmogorovovy rovnice� !Ve v�sledku

by se n�sobilo n��	m jako
�

mQ
k��

bk

�
� nebo co�" My si m	sto toho ur�	me n�jak
 hodnoty bk a syst
m

budeme �e�it pro n��
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����� �e�en	 syst
mu s rezignac	

Ur�	me tedy nap�� bi & �
��i

� Vid	me� �e to odpov	d� v�choz	 podm	nce� m��eme tedy sepsat rovnice

p��!t" & 
 � p�!t"� � � p�!t"
p�k!t" & � � -bk�� � pk��!t"� bk � pk!t".� 
 � -pk!t"� pk��!t".

a p�ej	t ke stabilizovan
mu stavu s t	m� �e pravd�podobnosti se nem�n	� tedy p�i!t" & �� dostaneme
syst
m� v n�m� provedeme substituci

� & 
 � p� � � � p�
� & 
 � pk�� � �

� ( k
� pk� �z �

zk

�
�

 � pk � �

k
� pk��



� �z �

zk��

odkud dostaneme

z� & � � p� & �

�
� p� � p� &

�
�/
� � � p�

z� & � � 
 � p� & �
�
� p� � p� &

�
�/
� �� � p�

���
���

Dostaneme tedy

pk &
�
k/
� �kp�

d�le spo�teme p� �X
k��

pk & � & p� �
�X
k��

�k

k/
& p� � e� � p� & e��

a odtud dostaneme

pk &

�
�
�

�k
k/

� e��
� � �k � � !��"

a to je tedy Poissonovo rozd�len	 s parametrem �
�
� !Vid	me� �e tedy m�lo smysl volit pravd�podob�

nosti bk pr�v� takto � syst
m pak ��hezky%% vych�z	�"

����� Ostatn	 parametry syst
mu s rezignac	

Spo�teme nejprve st�edn	 po�et z�kazn	k� v syst
mu z Poissonova rozd�len	 snadno ur�	me N & �

�
�

Ozna�ili jsme si � jako intenzitu p�	chod�� spo�teme nyn	 tzv� st�edn	 po�et p�	chod� �� kter�
ji� zahrnuje pouze ty z�kazn	ky� kte�	 nerezignovali a do fronty se za�adili� Zavedeme si proto �k &
� � bk & �

k�� � dostaneme pak

� &
�X
k��

�k � pk &
�X
k��

�

k ( �
�
�
�

�

�k
k/

� e��
�
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& e�
�
� � � �

�X
k��

�k

!k ( �"/

& e�
�
� � � �

��
��

�/
(
��

�/
( ���

�
� �
�

(
�
�
� �
�




& e�
�
� � � �

�
�
�
�
�
��

�/
(
��

�/
(
��

�/
( ���

�
� �
�




&
�

�
� �

�
� e��

� & 
 � !�� e�
�
� " !��"

Z Littlovy formule N & � � T odvod	me st�edn	 dobu �ek�n	 z�kazn	ka

T &
N

�
&
�



� �


 � !�� e�
�
� "

&
�


� � !�� e�
�
� "

!��"

Je�t� spo�	t�me pravd�podobnost toho� �e z�kazn	k rezignuje��� M�me

� &
�X
k��

�k � pk

a odtud

prez &
�X
k��

pk � !�� bk"

&
�X
k��

pk �
�X
k��

pkbk & ��
�X
k��

�k

k/
� �

� ( k
� e��

� & � � e�
�
� �

�
�
�
� e�� � �

�

�

& �� �
�

(
e��

�
!��"

To# v�e k syst
m�m s rezignac	�

��� Syst
m M�M�n

Nyn	 budeme uva�ovat syst
m� v n�m� nem�me z�jem na tom� aby z�akzn	ci rezignovali� a proto
��rozmno�	me%% linky obsluhy� D� se rovn�� uva�ovat n � �� pak m��eme po�	tat� kolik linek mus	
b�t v �innosti� aby s ur�itou pravd�podobnost	 nebyla fronta� nebo naopak pova�ovat po�et linek za
v�dy dosta�uj	c	�

��
�� Popis syst
mu M�M�n

Z�kazn	ci p�ich�zej	 s intenzitou � a rozd�luj	 se na n linek obsluhy se stejn�m parametrem obslu�
hy 
 !obr�zek ��"� Ozna�	me �

�
& �� intenzita provozu je pak � & �

n�� � pro stabilitu syst
mu je
podm	nka � � ��

��Pozor� ��Todle jsou kr�sn� p��kady na p�semky			��
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1

2

n

linky obsluhyfronta

λ

µ

µ

Obr�zek �� Sch
ma syst
mu M�M�n

Zat	mco v syst
mu M�M�� byly pravd�podobnosti pjk!� " p�echodu ze stavu j do stavu k za �as �
!tedy X!t" & j�X!t ( � " & k" rovny

pj�j��!� " & 
 � � ( o!� "

pj�j!� " & �� !
 ( �" � � ( o!� "

pj�j��!� " & � � � ( o!� "

pjk!� " & o!� " pro jj � kj � �

v syst
mu M�M�n dost�v�me nejprve pro j & �

p��!� " & �� � � � ( o!� "

p��!� " & � � � ( o!� "

p�k!� " & o!� "� k � �

a d�le pak !je mo�n� zm�na jen z j do j � �"

pj�j�� &

�
j
 � � ( o!� "� j � n
n
 � � ( o!� "� j � n

kde prvn	 p�	pad odpov	d� tomu� �e linek je dostatek a v�ichni z�kazn	ci jsou obsluhov�ni� zat	mco
druh� znamen�� �e v�echny linky jsou vyt	�eny a n�kdo �ek�� Tedy d�le

pj�j!� " &

�
� � � � � � j
 � � ( o!� "� j � n
� � � � � � n
 � � ( o!� "� j � n

pj�j��!� " & � � � ( o!� "

pj�k!� " & o!� "� jj � kj � �

P�echodov� graf syst
mu m�me na obr� ���

��
�� �e�en	 syst
mu M�M�n

Dost�v�me tedy Chapman�Kolmogorovovy rovnice

p��!t" & �� � p�!t" ( 
 � p�!t"
p�k!t" & � � pk��!t"� !� ( k
" � pk!t" ( !k ( �"
 � pk��!t"� � � k � n

p�k!t" & � � pk��!t"� !� ( n
" � pk!t" ( n
 � pk��!t"� k � n
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λ λ λ λ λ

µ µ µ µ µµ

λ

2 k (k+1) n n

0 1 k n. . . . . . . . . . . . . . 

Obr�zek �� P�echodov� graf syst
mu M�M�n

Tento syst
m op�t �e�	me tak� �e jej nech�me ust�lit� tedy polo�	me p�k!t" & � a prohl�s	me pk &
lim
t�� pk!t"� �	m� dostaneme syst
m

� & �� � p� ( 
 � p�
� & � � pk�� � !� ( k
" � pk ( !k ( �"
 � pk��� � � k � n

� & � � pk�� � !� ( n
" � pk ( n
 � pk��� k � n

p�id�me dopl)uj	c	 podm	nku
�P
k��

pk & � a syst
m �e�	me�

�e�en	 nyn	 provedeme takto nejprve budeme �e�it prvn	ch n rovnic� pak zbytek� Provedeme
substituci zk & � � pk�� � k
 � pk a dostaneme

� & z�

� & zk � zk��

a odtud ji� zk & � pro k & �� �� ���� n� �� Z toho pak ur�	me

� � p� � 
 � p� & � � p� &
�



� p�

� � pk�� � k
 � pk & � � pk &
�

k

� pk�� &

�k

k/ � 
k � p� &
�k

k/
� p�

!Mimo jin
 je tak
 pn & �n

n� � p��" Dal�	 rovnice pak jsou

n  � & � � pn�� � !� ( n
" � pn ( n
 � pn��

n ( �  � & � � pn � !� ( n
" � pn�� ( n
 � pn��

���
���

n ( r  � & � � pn�r�� � !� ( n
" � pn�r ( n
 � pn�r��

Se�teme nyn	 tyto rovnice � v�imn�me si� �e se v�t�ina �len� vyhub	 � a dostaneme

� & � � pn�� � n
 � pn � � � pn�r ( n
 � pn�r��

odkud
n
 � pn�r�� ( � � pn�� � n
 � pn� �z �

�zn��

& � � pn�r
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tedy n
 �pn�r�� & � �pn�r � pn�r�� & �
n�
�pn�r & �

n
�pn�r � a odtud pn�� & �

n
�pn� pn�k &

�
�

n

�k �pn &
pn � �k� Dost�v�me tedy vyj�d�en	

pk &
�k

k/
� p�� k & �� �� ���� n

pn�k & pn � �k !��"

Nyn	 zb�v� vyj�d�it p�� K tomu rozep	�eme podm	nku
�P
k��

pk & � a m�me tak

�
�n��X
k��

�k

k/
(
nn

n/
�
�X
k�n

�
�

n


k
�
A � p� & �

Druhou sumu v z�vorce spo�	t�me jako
�X
k�n

�
�

n


k

&
�n

n/
�
�X
k��

�
�

n


k

&
�n

n/
� �

�� �

n

&
�n

nn
� n

n� �

odkud

p� &

�
n��X
k��

�k

k/
(

�n

!n� �"/ � !n� �"

���
!��"

A nyn	 ji� m��eme spo�	tat pravd�podobnosti p�� p� atd�

��
�� Ostatn	 parametry syst
mu M�M�n

Pravd�podobnost toho� �e po p�	chodu budeme �ekat 

� &
�X
k�n

pk & p� �
�X
k�n

�k

n/ � nn�k & p� � �
n

n/� �z �
pn

�
�X
n��

�k

nk��z�
�k

&
pn

� � �
!��"

Pravd�podobnost obsluhy bez �ek�n	 � je komplement�rn	 k � 
n��X
k��

pk & p� �
n��X
k��

�k

k/
& ��� !�
"

Pr�m�rn� po�et z�kazn	k� ve front� 

Q &
�X
k��

k � pn�k & pn �
�X
k��

k � �k & pn � �

!�� �"�
!��"

& p� � �
n

n/
�

�

n�
�� �

n

�� & p� � �
n

n/
� n�

!n � �"�
& p� � �n��

!n� �"/ � !n� �"�

Kolik linek pr�m�rn� pracuje 

� &
nX

k��

k � pk (
�X

k�n��

n � pk & p� �
nX

k��

k � �
k

k/
( p� �

�X
k�n��

n � �k

n/ � nk�n

& � � p� �
�
� nX
k��

�k��

!k � �"/
(
nn

n/
�

�X
k�n��

�
�

n


k��� 
� �z �

�� �viz p�	

& � !��"
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Pr�m�rn� po�et z�kazn	k� v syst
mu 

L & � ( p� � �n��

!n � �"/ � !n� �"�
!��"

Doba �ek�n	� Nyn	 spo�teme dobu �ek�n	 pravd�podobnost toho� �e budeme �ekat� je� jak jsme
si �ekli�

P !W � �" & � & �� P !W & �"

Budeme op�t po�	tat dobu Wk �ek�n	 v p�	pad�� �e se za�ad	me na k�t
 m	sto ve front�� Narozd	l
od syst
mu M�M�� to v�ak odpov	d� tomu� �e v syst
mu je n ( k � � z�kazn	k� v�ech n linek je
v �innosti� Spo�teme tedy pravd�podobnost P !Wk � w"� tedy pravd�podobnost toho� �e ze syst
mu
odejde za �as w nejv��e k � � z�kazn	k��

V�imn�me si� �e z�kazn	ci opou�t�j	c	 syst
m tvo�	 Poissonovsk� proces s parametrem n
� �ili
d
lky interval� maj	 exponenci�ln	 rozd�len	 s parametrem n
� To znamen�� �e pro odchod k �
� z�kazn	k� dostaneme Erlangovo rozd�len	 s parametrem n
 a s k � � stupni volnosti� M�me tedy
dopln�k distribu�n	 funkce Erlangova rozd�len	

P !Wk � w" &
k��X
j��

e�n��w � !n
 � w"j

j/

a odtud

P !W � w" &
�X
k��

pn�k�� � P !Wk � w" &
�X
k��

pn�k � P !Wk�� � w"

&
�X
k��

�
���

n


k

� pn �
kX

j��

e�n��w � !n
 � w"j

j/

�
 

& pn � e�n��w �
�X
k��

kX
j��

�
�

n


k

� !n
 � w"j

j/

Sumu v tomto v�raze rozep	�eme

k & �  

�
�

n


�

�
�

!n
 � w"�

�/

�

k & �  

�
�

n


�

�
�

!n
 � w"�

�/
(

!n
 � w"�

�/

�

k & �  

�
�

n


�

�
�

!n
 � w"�

�/
(

!n
 � w"�

�/
(

!n
 � w"�

�/

�
���

���X
 

!n
 � w"�

�/
�
�X
k��

�
�

n


k

(
!n
 � w"�

�/
�
�X
k��

�
�

n


k

( ���
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kde posledn	 ��dek jsme z	skali pos�	t�n	m ��po sloupc	ch%%� Celkem tedy v�raz pn �e�n��w �PP
p�ejde

ve

P !W � w" & pn � e�n��w �
�X
j��

�
�!n
 � w"j

j/
�
�X
k�j

�
�

n


k
�
A

& pn � e�n��w �
�X
j��

�
�!n
 � w"j

j/
� �

j

nj
�
�X
k��

�
�

n


k
�
A

& pn � e�n��w �
�X
j��

!�w"j

j/
� �

� � �

& pn � �
� � �� �z �
��

�e�n��w � e�w

a odtud ji� z�v�re�nou �pravou
P !W � w" & � � e��n���	�w !
�"

Tedy W m� Poissonovo rozd�len	 s parametrem n
� ��
Nyn	 analogicky jako v syst
mu M�M�� spo�	t�me st�edn	 hodnotu doby �ek�n	

E-W . &
�

n
� �

&
pn

!�� �"!n
 � �"
&

p� � �n
n/ �

�
�� �

n

�
� 
 � !n� �"

&
p�


� �n

n/ � �
n
� !n � �"�

&
p�


� �n

!n� �"/ � !n� �"�
!
�"

a rozptyl

D-W . &
� � !���"
!n
� �"�

!
�"

T	m jsme spo�etli nejd�le�it�j�	 parametry syst
mu M�M�n�

��� Syst
m M�M��

Jako dopln�k si uvedeme syst
m v n�m� nech�me r�st po�et obslu�n�ch linek do nekone�na� n���
a budeme sledovat jeho chov�n	� Po�et linek je dostate�n� p�i jak
mkoliv provozu� nem� tedy smysl
mluvit o front� ani o pravd�podobnosti � �ek�n	 ve front��

Pravd�podobnosti pk jsou rovny pro ka�d
 k

pk & p� � �
k

k/

pravd�podobnost p� pak spo�teme

� &
�X
k��

pk & p� �
�X
k��

�k

k/
& p� � e� � p� & e��
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a celkem tedy

pk & e�� � �
k

k/
V	c si k syst
mu M�M�� uv�d�t nebudeme�

��� Syst
m se ztr
tami

Dosud jsme uva�ovali syst
my s frontou potenci�ln� nekone�nou� nyn	 uv��	me frontu� v n	� je
omezen� po�et r m	st na �ek�n	 � p�ijdou�li dal�	 z�kazn	ci� odch�z	 neobslou�eni�

����� Popis syst
mu se ztr�tami

Op�t tedy studujeme pravd�podobnosti pk!t" & P -X!t" & k.� op�t jde o Markovovsk� proces� P�itom
mno�ina stav� je omezen� � X!t" � f�� �� ���� n( rg !resp� pk!t" & � pro ka�d
 k � n ( r"� omezen�
je rovn�� p�echodov� graf !obr�zek ��"� Nav	c nem� smysl podm	nka stability syst
mu � � n
�

λ λ λ λ λ

µ µ µ µ µn2 n n

0 1 n n+r. . . . . . . . . . . . . 

Obr�zek �� P�echodov� graf syst
mu se ztr�tami

pon�vad� syst
m se nep�epl)uje� fronta roste jen do d
lky r�
Syst
m Chapman�Kolmogorovov�ch rovnic je rovn�� kone�n� 

p��!t" & �� � p�!t" ( 
 � p�!t"
p�k!t" & � � pk��!t"� !� ( k
" � pk!t" ( !k ( �"
 � pk��!t"� � � k � n

p�k!t" & � � pk��!t"� !� ( n
" � pk!t" ( n
 � pk��!t"� n � k � n ( r

p�n�r!t" & � � pn�r��!t"� n
 � pn�r!t"

����� �e�en	 syst
mu se ztr�tami

Syst
m op�t �e�	me tak� �e p�edpokl�d�me stabilizaci� tedy lim
t�� p�k!t" & �� a polo�	me pk & lim

t�� p�k!t"�

!Op�t p�edpokl�d�me dodate�nou podm	nku
n�rP
k��

pk & ��" Dostaneme

� & �� � p� ( 
 � p�
� & � � pk�� � !� ( k
" � pk ( !k ( �"
 � pk��� � � k � n

� & � � pk�� � !� ( n
" � pk ( n
 � pk��� n � k � n ( r

� & � � pn�r�� � n
 � pn�r
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�e�en	m tohoto syst
mu pak dostaneme !zde op�t � & �

�
"

pk & p� � �
k

k/
� � � k � n

pk & p� � �k

n/ � nk�n & pn �
�
�

n


k�n
!
�"

D�le pravd�podobnost p� � spo�teme z toho� �e
n�rP
k��

pk & � 

p� �
�
� nX
k��

�k

k/
(

n�rX
k�n��

�k

n/ � nk�n
�
 & p� �

�
�������

nX
k��

�k

k/
(
�n

n/
�

rX
k��

�
�

n


k

� �z �
���r

��� �r pro ���	

�
������ 

a odtud

p��� &

����
���

nP
k��

�k

k� ( �n

n� � ���
r

��� � � �& �
nP

k��

�k

k�
( �n

n�
� r� � & �

����� Parametry syst
mu se ztr�tami

Na z�klad� vypo�ten�ch pravd�podobnost	 pak m��eme spo�	tat

� pravd�podobnost ztr�ty !odm	tnut	" pn�r�

� pravd�podobnost� �e se z�kazn	k neztrat	 � � pn�r�

� pravd�podobnost okam�it
 obsluhy
n��P
k��

pk�

� pravd�podobnost �ek�n	
r��P
k��

pn�k �

� st�edn	 po�et z�kazn	k� v syst
mu E!L" &
n�rP
k��

k � pk�

� st�edn	 d
lka fronty E!Q" &
rP

k��
k � pn�k�

D�le spo�teme st�edn	 po�et pracuj	c	ch linek

� &
nX

k��

k � pk (
rX

k��

n � pn�k

& p� �
nX

k��

k � �
k

k/
( n � p� �

rX
k��

�n�k

n/ � nk & � � p� �
�
�n��X
k��

�k

k/
(

r��X
k��

�
�

n


k
�
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Po rozn�soben	 posledn	 z�vorky �	slem p� m�me
n��P
k��

pk a
r��P
k��

pn�k� tedy

� & � � !� � pn�r" &
�



� !�� pn�r"

Polo�	me�li nyn	 �� & ��!��pn�r"� tedy hodnotu efektivn	ho vstupn	ho proudu� zjist	me� �e z�kazn	k�
kter� se neztrat	� najde p�i p�	chodu do syst
mu v pr�m�ru � obsazen�ch linek�

Nyn	 zb�v� ur�it dobu �ek�n	 W � K tomu� abychom ji spo�	tali� m��eme v z�sad� uplatnit dva
p�	stupy 

�� Pravd�podobnost toho� �e neztracen� z�kazn	k se postav	 na k�t
 m	sto ve front� !pro k &
�� �� ���� r" se rovn�

pn�k�� &
pn�k��

� � pn�r
& c � pn�k��

kde c je konstanta�

�� Nebo to ch�peme tak� �e z�kazn	k �ekal� tedy

pn�k�� &
pn�k��
r��P
j��

pn�j

& c � pn�k��

kde op�t c je konstanta�

Ka�dop�dn� m��eme tedy vz	t p�vodn	 pravd�podobnosti� kter
 jsou ��n��	m normov�ny%%� Vztahy
uvedeme v�dy pro oba p�	stupy 

�� �
c

& �� pn�r & p� �
�
n��P
k��

�k

k� ( �n

n� � ���
r

���

�

�� �
c

&
r��P
j��

pn�j & p� � �nn� � ���
r

���

D�le pro dobu �ek�n	 plat	

P !W � w" &
r��X
k��

c � pn�k � P !Wk�� � w"

Z�kazn	k �ek� na k ( � z�kazn	k� p�ed n	m� dostaneme tedy Erlangovo rozd�len	 a odtud pak
E-Wk��. & k��

n�
� Pro dobu �ek�n	 pak dost�v�me

�� E-W . &
r��P
k��

c � pn�k � k��
n�

&
p���

n

n� �
r��P
k	�

�k��	��k

n��p��
�
r��P
k	�

�k

k� �
�n

n� � ���
r

���

�

�� E-W . &
r��P
k��

c � pn�k � k��
n�

& �
n�
� �
p�
� n�
�n
� ���
���r �

r��P
k��

!k ( �" � p� � �n�kn��nk & �
n�
� ���
���r �

r��P
k��

!k ( �" � �
k

nk��z�
�k

&

�
n�
� ���
���r �

rP
k��

k � �k��
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Nyn	 se pokus	me prov
st limitn	 p�echod pro r �� a uvid	me� zdali dostaneme to� co v syst
mu
M�M�n� tedy

E-W . &
p�


� �n

!n� �"/ � !n� �"�

Limitn	 p�echod d�v�

E-W . &

�n

n�
�

lim
r��

� �
������z �� �

r��X
k��

!k ( �" � �k

n
 �
�
n��X
k��

�k

k/
(
�n

n/
� �� �r

�� �



� �z �

p
��
�

&
p� � �nn� �

�P
k��

!k ( �" � �k

n

&

p� � �n
n
 � n/ � !�� �"�






� &
�

n

&
p� � �n

n
 � n/ � �n��	�
n�

&
p� � �n


 � !n� �"/ � !n� �"�

a jsme hotovi�

���� Syst
my bez �ek
n�

V p�edchoz	 kapitolce jsme zkoumali syst
m� v n�m� je po�et m	st ve front� omezen� nyn	 jej omez	me
na r & �� tedy z�kazn	k v�bec nem� kde �ekat� a pokud jsou v�echny linky obsazeny� odch�z	
s nepo�	zenou�

Dost�v�me zde syst
m n rovnic

� & �� � p� ( 
 � p�
� & � � pk�� � !� ( k
" � pk ( !k ( �"
 � pk��� � � k � n

� & � � pn�� � n
 � pn
a dopl)uj	c	 podm	nku

nX
k��

pk & �

������ �e�en	 syst
mu bez �ek�n	

Provedeme substituci zk & � � pk�� � k
 � pk a dost�v�me

� & z�

� & zk � zk��

� & zn
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M�me tedy op�t zk & � pro ka�d
 k� odkud p� & p�� �� � p� & p�� ��� atd�� celkem tedy pk & p��
�
�
�

�k � �
k�

&

p� � �kk� � Zb�v� dopo�	tat z dopl)uj	c	 podm	nky pravd�podobnost p�� odkud ji� z	sk�me

pk &
�k

k/
�
�
� nX
j��

�j

j/

�
 �� !
�"

co� jsou tzv� Erlangovy vzorce� !Tyto syst
my Erlang zkoumal�"
Pr�m�rn� po�et obsluhuj	c	ch linek je roven

� &
nX

k��

k � pk &
nX

k��

k � �
k

k/
� p�

& p� � � �
�
n��X
k��

�k

k/
(
�n

n/



� �z �

�
p�

�p� � � � �
n

n/

& � � � � pn & � � !� � pn" !
�"

�ili op�t to stejn
 � � zredukov�no o z�kazn	ky� kte�	 ode�li s nepo�	zenou�

������ Limitn	 p�echod

Budeme�li nyn	 zv�t�ovat intenzitu provozu �� roste pravd�podobnost ztr�ty� Jsou�li parametry �� 

konstantn� d�ny a zv�t�ujeme n� ztr�ty naopak klesaj	� P�itom pro n�� se rozd	ly mezi syst
my
beze ztr�t a se ztr�tami st	raj	�

Je�li tedy n��� jsou ztr�ty nulov
� m�me tak

pk &
�k

k/
�
�
� nX
j��

�j

j/

�
A��

� �z �
lim
n��

�e��

tedy pro n�� je pk & e�� � �k
k�

� co� jsme vskutku spo�etli d�	ve�

���� Syst
m M�Er��

Nyn	 budeme zkoumat syst
m� v n�m� doba obsluhy je Erlangovsk�� Toto m��eme interpretovat tak�
�e z�kazn	k p�i obsluze projde n�kolika linkami obsluhy se stejn�m parametrem� p�i�em� obsluhov�n
m��e b�t jen jeden po�adavek� dal�	 z�kazn	k p�ijde na �adu� a� ten p�edchoz	 odejde z cel
ho
syst
mu� !Nap�� policista �idi�e nap�ed legitimuje� pot
 mu ud�l	 pokutu�"

������ Metoda f�z	

Syst
m budeme �e�it pr�v� pomoc	 interpretace� kterou jsme uvedli v p�edchoz	 pozn�mce ka�d�
z�kazn	k bude p�edstavovat r f�z	 !obsluhy"� potom

X!t" � � vyjad�uje� kolik f�z	 je je�t� ��v z�sob�%%� k ud�l�n	
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X!t" & � znamen�� �e linka stoj	�

Znamen� to tedy� �e na ka�d
ho �ekaj	c	ho z�kazn	ka p�ipad� r f�z	 a nav	c ��zbytek%% od z�kazn	ka
rozpracovan
ho�

P�i p�	chodu z�kazn	ka ��posko�	me%% ve stavov
m diagramu !obr�zek ��" o r stav�� postup v ob�

j-1-r j-r j-1 j

r r r r r rµ µ µ µ µ µ

λ λ

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

Obr�zek �� Stavov� diagram syst
mu M�Er�� � metoda f�z	

sluze z�kazn	ka znamen� jeden stav !jednu f�zi"� Pokud naopak p�i p�	chodu posko�	me o jeden
stav a p�i obsluze o r� dost�v�me samoz�ejm� skupinov
 p�	chody� ke kter�m se dostaneme pozd�ji�
P�itom pro r & � dostaneme syst
m M�M��� kter� jsme ji� diskutovali�

Pozor
 v metod� f�z	 nebudeme studovat pk & lim
t�� pk!t"� ale !op�t po stabilizaci syst
mu" prav�

d�podobnosti Pk� �e je je�t� ��k dod�l�n	%% k f�z	� p�itom p� & P� a d�le pk &
k�rP

j��k��	�r��
Pj � p�irozen�

pak Pj & � pro j � ��
Sep	�eme tedy Chapman�Kolmogorovovy rovnice 

!�" � � P� & r
 � P� tedy � & � � P� � r
 � P�

!j" !� ( r
" � Pj & � � Pj�r ( r
 � Pj�� � j & �� �� ���

��Klasick�%% postup �e�en	 se zde uplatnit ned�� zavedeme proto z�transformaci G!j" &
�P
j��

Pj � zj

s dodate�nou podm	nkou G!�" & �� D�le ka�dou rovnici vyn�sob	me zj a dostaneme po se�ten	

�X
j��

!� ( 
r" � Pj � zj &
�X
j��

� � Pj�r � zj (
�X
j��

r
 � Pj�� � zj

odkud �pravami dost�v�me

!� ( r
" �
�
� �X
j��

Pj � zj � P�

�
A & � � zr �

�X
j��

Pj�r � zj�r
� �z �

�P
j	�

Pj �zj

(
r


z
�
�X
j��

Pj�� � zj��

tedy

!� ( r
"!G!z" � P�" & �zr �G!z" (
r


z
� !G!z"� P� � P�z"
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G!z" �
�
� ( r
 � �zr � r


z

	
& � �P� ( r
P� � r


z
� P�� � r
P�

& r
 � P� �
�

�� �
z

�
& r
 � P� � z � �

z

G!z" � �
z
�
h
!� ( r
"z � �zr�� � r


i
& r
 � P� � z � �

z
j � z

p�itom

G!z" &
r
 � P� � !�� z"

r
 ( �zr�� � !� ( r
"z

a pon�vad�

lim
z��

G!z" & lim
z��

�r
 � P�

�!r ( �" � zr � !� ( r
"

&
r
 � P�

!� ( r
" � �!r ( �"
&

r
 � P�

r
 � �r
&


P�


 � �

&
P�

�� �

�

&
P�

�� �
& � � P� & �� �

������ Syst
m M�E���

Dosad	me�li nyn	 r & �� dost�v�me klasick
 exponenci�ln	 rozd�len	 a syst
m M�M��� tedy po
dosazen	

G!z" &

 � !� � �"!�� z"

 ( �z� � !� ( 
"z

&
!� � �"!�� z"

� ( �z� � !� ( �"z� �z �
���z��z��z����z	��z���z	

&
!� � �"!� � z"
!�� �z"!�� z"

&
� � �

�� �z
& !�� �" �

�X
j��

!�z"j

Zde je Pk & pk� a tedy pk & !�� �" � �k !pk je koe�cient u zk� pon�vad� G!z" &
�P
j��

Pj � zj"�

������ Syst
m M�E���

Dosazen	m r & � dostaneme syst
m M�E���� pro kter� m�me

G!z" &
�
 � !�� �"!�� z"

�
 ( �z� � !� ( �
"z

a proto�e jmenovatel m� v�dy ko�en �� m�me

G!z" &
�
 � !�� �"!� � z"

�!�� z"!�z� ( �z � �
"
&

��
!�� �"!� � z"
�!� � z"!z� � z"!z� � z"

& ��
�
� !�� �"

!z� � z"!z� � z"

kde
z��� & ��

�

�
� �

q
� ( ����

�
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a po rozkladu na parci�ln	 zlomky dostaneme

G!z" & ��
�
� !�� �" �

�
���

�
� ��

�� z�
z�

� �
� � z

z�

� � �

�
� ��

�� z�
z�

� �
�� z

z�

�
�
 

a vzhledem k tomu� �e z��� & �p�	p���

�
p
�

� m��eme ��p�i tro�e po�	t�n	%% dosp�t k

G!z" & !� � �" �
�
��
p
� ( ��p�
�
p
� ( �

� �

�� z � ��
p

�����	

�

(
p
� ( � (

p
�

�
p
� ( �

� �

� � z � ��
p

�����	

�

�
� 

Tomuto se n�kdy �	k� zobecn�n� geometrick� rozd�len�� D�le m�me

Pj &
!� � �" � p�j
��j�� � p� ( �

�
��p

� (
q
� ( �

�j��

�
�p

��
q
� ( �

�j��
�

pro j & �� �� ���� a odtud u�it	m binomick
 v�ty dostaneme pravd�podobnosti

P�k &
� � �

��k
�

kX
i��

�
�k ( �
�i� �



� ��k���i!� ( �"i��

P�k�� &
� � �

��k��
�

kX
i��

�
�k

�i� �



� ��k�i!� ( �"i��

���� Syst
m Er�M��

Nyn	 se pokus	me �e�it syst
m Er�M��� kter�� i kdy� vypad� symetrick� s p�edchoz	m� m� pon�kud
jin� smysl vyjad�uje tzv� skupinov� p��chody� tedy m�me�li intenzitu obsluhy 
� pak r�� z�kazn	k�
za�eneme a vezmeme a� r�t
ho� nebo na r �t
ho �ek�me a vezmeme v�echny najednou !ne m
n�"�

D� se uva�ovat t
� syst
m Em�En��� ale ten je ji� p�	li� komplikovan�� a proto se j	m zab�vat
nebudeme�

������ Popis syst
mu Er�M��

Pou�ijeme op�t metodu f�z	 tentokr�t p�	chodem z�kazn	ka jedna f�ze p�ibude� zat	mco obsluhou
r f�z	 ubude� Dostaneme proto syst
m rovnic

r� � P� & 
 � Pr
r� � Pj & r� � Pj�� ( 
 � Pj�r� � � j � r � �

!r�� 
" � Pj & r� � Pj�� ( 
 � Pj�r� j � r

kter� budeme d�le �e�it�
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������ �e�en	 syst
mu Er�M��

Zavedeme funkci P !z"�� &
�P
j��

Pj � zj � p�i�em� P !�" & �� Dostaneme tak

!r� ( 
" �
�X
j��

Pj � zj �
r��X
j��


 � Pj � zj &
�X
j��

r� � Pj�� � zj
� �z �

r�z�
�P
j	�

Pj �zj

(
�X
j��


 � Pj�r � zj

!r� ( 
" � -P !z"� P !�".�
r��X
j��


 � Pj�� � zj & r�z � P !z" (



zr
�
�
�P !z"�

�X
j��

Pj � zj
�
 

P !z" �
�
r� ( 
 ( r�z � 


zr

	
&

zr

zr
� !r� ( 
" � P� (

zr

zr
� 
 �

r��X
j��

Pj � zj � 


zr
�

rX
j��

Pj � zj

P !z" � 

zr
�
h
!r � � ( �"zr � r � � � zr�� � �

i
& !r� � P� � 
 � Pr"� �z �

��

(



zr
�
�
�zr � r��X

j��

Pj � zj �
r��X
j��

Pj � zj
�
 

� �z �
�zr��	�

P
Posledn	 rovnost d�le zkr�t	me v�razem �

zr
a dostaneme

P !z" &
!�� zr" � r��P

j��
Pj � zj

r� � zr�� � !� ( r�" � zr ( �

p�i�em� vid	me� �e suma v �itateli jest polynomem stupn� r � ��
M�me tedy funkci komplexn	 prom�nn
� kter� je v oblasti jednotkov
 kru�nice jzj � � ohrani�en��

proto v�echny ko�eny �itatele jsou i ko�eny jmenovatele�
V	me� �e funkce komplexn	 prom�nn
� kter� je ohrani�en� v cel
 komplexn	 rovin�� je konstantn	���

zejm
na pak funkce
r� � zr�� � !� ( r�" � zr ( �

!�� zr"
�
�� z

z�

� & K �
r��X
j��

Pj � zj

Odtud pak

P !z" &
� � zr

K � !�� z"
�
� � z

z�

�
d�le pak proto�e lim

z��
P !z" & � a !� � zr" & !�� z" !� ( z ( z� ( ���( zr��"� �z �

�r

� je

lim
z��

P !z" & lim
z��

�� zr

K � !� � z"
�
� � z

z�

� &
r

K
�
�� z

z�

�
a odtud pak

K &
r

�� z
z�

��Tot
� vyjad�ovala v p�edchoz� kapitolce funkce G�z�� d�le ji budeme zna�it ji� P �z�� jak se obvykle zna��	
��Nemysl� se tady n�hodou jen polynomi�ln� funkce�
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Celkem tedy

P !z" &
!�� zr"

�
�� z

z�

�
r!� � z"

�
�� z

z�

�
P !z" & !� � zr" �

�
�
r

�� z
(

� �
rz�

�� z
z�

�
!

"

���	 Syst
m M�G��

Vy�e�ili jsme tedy z�kladn	 parametry syst
m� M�M��� M�M�n� Er�M��� Nyn	 budeme sm��ovat
k syst
mu obecn�j�	mu � M�G��� kdy o d
lce obsluhy !resp� jej	m typu rozd�len	" nev	me nic� P�i
�e�en	 syst
mu ji� nevysta�	me se z�transformac	�

������ Laplaceova transformace

O Laplaceov� tranformaci jsme ji� hovo�ili v kapitole ���� zde si pojmy zopakujeme a uk��eme si jej	
dal�	 vyu�it	�

De�nice ���
M�jme funkci re�ln
ho argumentu f!t"� kter� se chov� ��rozumn�%%� tedy �e je de�nov�na pro t � ��

�e je spojit�� �e m� kone�n� po�et nulov�ch bod�� �e f!t" � � pro t � �� a �e je ohrani�ena
exponenci�lou v tom smyslu� �e

�M � �� s� � �  jf!t"j � M � es�t

Vytvo�	me nyn	 tzv� Laplace�v interg�l jako funkci komplexn	 prom�nn


F !p" &
Z �

�
e�ptf!t" dt

Funkce f!t" se pak naz�v� vzor !origin�l"� F !p" je obraz v Laplaceov� transformaci� P	�eme f!t" �
F !p"�

P�	klad ���
P�	klady vzor� a obraz� v Laplaceov� transformaci 

� � � �
p

� ekt � �
p�k

� jestli�e f�!t" � F�!p" a f�!t" � F�!t"� pak c�f�!t" ( c�f�!t" � c�F�!p" ( c�F�!p"� pro ka�d

c�� c� � R

� sin�t� �

p���� � proto�e

sin�t &
ei�t � e�i�t

�i
&

�
�i
�
�

�
p � �i

� �
p ( �i






� SYST
MY HROMADN
 OBSLUHY ��

� analogicky cos �t� p

p����
� proto�e

cos �t &
ei�t ( e�i�t

�

� derivace je�li f!t" � F !p"� pak

Z �

�
f �!t"�e�pt dt &






 u & e�pt u� & �p � e�pt
v� & f!t" v & f!t"






 & -f!t"�e�pt.�� (p�
Z �

�
f!t"�e�pt dt & p�F !p"�f!�"

tedy celkem f �!t" � p � F !p"� f!�"

� f �n	!t" � pn � F !p" !je�li f!�" & �"

�
tR
�
f!� " d� � F �p	

p

� odtud pak tn � n�
pn��

� �t � f!t" � F �!p"

� !�t"n � f!t" � F �n	!p"

� f�t	
t
�

�R
p
F !u" du

� konvoluce je�li f!t" � F !p" a g!t" � G!p"� pak f!t"� g!t" � F !p" �G!p"�

P�	klad ���
V	me� �e sin t� �

��p�
� D�le pak

sin t
t

�
Z �

�

du

� ( u�
& -arctanu.�p &

�

�
� arctan p & arccotg p

a odtud
si t &

Z t

�

sin �
�

d� � arccotg p

p

P�	klad ��� �e�en� diferenci�ln� rovnice

M�jme nyn	 zad�nu nap�� diferenci�ln	 rovnici y�� ( y & t s po��te�n	mi podm	nkami y!�" &
y�!�" & �� Tuto rovnici bychom snadno vy�e�ili zn�m�mi metodami� nyn	 si uk��eme� jak se d� �e�it
pomoc	 Laplaceovy transformace�

�ekn�me� �e y� Y � Pak m�me

y� � p � Y � f!�" & p � Y � �

y�� � p� � Y � p � �

tedy rovnice p�ejde ve tvar

p� � Y � p � � ( Y &
�
p�
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Odtud pak

!p� ( �"Y &
�
p�

a d�le po �prav�ch

Y &
�
p�

(
p

p� ( �

a proto�e je t� �
p�

a cos t� p

p���
� m�me celkem v�sledek y & t ( cos t�

������ V�po�ty moment� n�hodn�ch veli�in

Nyn	 uva�ujme n�hodnou veli�inu� kter� je pops�na distribu�n	 funkc	 F !x"� resp� hustotou a!x"�
p�edpokl�dejme� �e a!x" spl)uje podm	nky Laplaceovy transformace� tedy a!x" � � pro x � ��
a!x" � � pro x � ��

Proto�e a!x" je hustota� m�me Z �

�
a!x" dx & �

a d�le st�edn	 hodnotu Z �

�
x � a!x" dx & X

a n�t� po��te�n	 moment Z �

�
xn � a!x" dx & Xn

Nyn	 uv��	me laplaceovsk� obraz hustotyZ �

�
e�sx � a!x" dx & A�!s"

a odtud snadno
A��n	!�" & !��"n �Xn !
�"

a takto m��eme po�	tat po��te�n	 momenty n�hodn
 prom�nn
 !ji� bez zp�tn
 transformace"�
Uv��it se tomu d� takto 

e�sx & �� sx (
s�x�

�/
� ���

A�!s" &
Z �

�

�
a!x"� sx � a!x" (

s�x�

�/
� a!x"� ���

�
dx

&
Z �

�
a!x" dx� �z �
�

� s �
Z �

�
x � a!x" dx� �z �
�s�X

(
s�

�/
�
Z �

�
x� � a!x" dx� �z �
s�

�� �X�

����

Nyn	 ji� jen sta�	 po zderivov�n	 dosadit s & � a vyjde v��e uveden� rovnost�
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τ τ
t

C C

C C

C

s

w x

n-1 n

n

n-1 n
n

n

obsluha

n-1

n n

vstup

n-1

vn

nC

Obr�zek �� Sch
ma �innosti syst
mu M�G��

������ Popis syst
mu M�G��

V syst
mu M�G�� p�edpokl�d�me markovovsk
 p�	chody z�kazn	k�� zat	mco o dob� obsluhy nev	me
nic� V	me op�t� �e z�kazn	ci nep�ich�zej	 do syst
mu sou�asn�� Schematicky si syst
m zn�zorn	me
na obr� ��� kde m�me nazna�eny vstupy z�kazn	k� do syst
mu !spodn	 osa" a obsluhu !horn	 osa"�
��p�eskok%% z�kazn	ka z doln	 na horn	 osu zna�	 jeho p�ijet	 na linku obsluhy�

Ozna�	me si nyn	

Cn bude n�t� z�kazn	k�

sn doba j	m str�ven� v syst
mu�

wn doba �ek�n	�

xn doba obsluhy�

�n �as jeho p�	chodu�

tn interval od p�	chodu n� ��n	ho�

qn d
lka fronty ve chv	li� kdy opou�t	 syst
m�

vn po�et z�kazn	k�� kte�	 p�i�li b�hem obsluhy�

Zat	mco toti� v Markovovsk
m procesu popisovalo X!t" v libovoln
m okam�iku stav syst
mu� tady
to nejde jak se syst
m chov�� m��eme �	ci jen v ur�it�ch okam�ic	ch� Tedy kdy� to markovovsk

��nen	 po��d%%� tak alespo) n�kdy � v okam�iku� kdy z�kazn	k opou�t	 syst
m�

Te3 budeme uva�ovat� �e od doby� kdy z�kazn	k Cn opustil syst
m� do doby� ne� skon�il Cn���
p�i�lo vn�� nov�ch z�kazn	k�� Pak je z�ejm� qn�� & qn � � ( vn���

Pokud z�kazn	k Cn�� p�i�el a� pot
� co Cn syst
m opustil� je fronta pr�zdn�� je obsluhov�n
okam�it�� tedy qn & �� Pak tak
 qn�� & vn�� & qn ( vn���

Oba vztahy nyn	 slou�	me
qn�� & qn ��qn ( vn�� !
�"
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kde �k &

�
�� k & �� �� ��
�� k & �

Pokud nyn	 nech�me syst
m pracovat� dostaneme

� lim
n�� qn & q� st�edn	 d
lka fronty�

� lim
n�� vn & v� st�edn	 po�et z�kazn	k�� kte�	 p�ijdou b�hem obsluhy� pokud je v � �� syst
m se
zahlt	�

Plat	 p�itom E-qn��. & E-qn.�E-�qn. ( E-vn��.� v limitn	m p�echodu pak m��eme �	ct� �e

E-q. & E-q.� E-�qn. ( E-v. � E-�qn. & E-v.

D�le

E-�qn. &
�X
k��

�k � P -q & k.

& �� � P -q & �. (�� � P -q & �. ( ���

& P -q � �. & �

tedy syst
m je pr�zdn� s pravd�podobnost	 rovnou intenzit� provozu ��
D�le pak !x je st�edn	 doba obsluhy jednoho z�kazn	ka"

E-�qn. & E-v. & � & � � x � � !stabilita"

a odtud P -q & �. & �� ��

������ �e�en	 syst
mu M�G��

Nyn	 chceme spo�	tat E-q.� K tomu vztah 
� umocn	me na druhou a d�le uv��	me� �e je ��qn & �qn
a rovn�� qn ��qn & qn� Dost�v�me tak

q�n�� & q�n ( !�qn"� ( v�n�� � �qn�qn ( �qnvn�� � ��qnvn��

a d�le pro limitn	 p�echod !kde pak E-�q. & E-v."

E-q�n��. & E-q�n. ( E-�qn. ( E-v�n��.� � � E-qn. ( � � E-qn � vn��.� � � E-�qn � vn��.

E-q�. & E-q. ( E-v. ( E-v�.� � � E-q. ( � � E-q. � E-v.� � � E-v. � E-v.

Odtud pak
� � E-q. � !� �E-v." & E-v. ( E-v�.� E-v. � E-v.

a d�le s vyu�it	m E-v. & �

E-q. &
� ( E-v�.� ��� ( �� �

�!�� �"

&
��!� � �" ( E-v�.� �

�!� � �"

& � (
E-v�.� E-v.

�!�� �"
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Nyn	 je t�eba spo�	tat E-v�.� E-v.�
P�ipome)me si� �e p�i po�	t�n	 proces� vznik� a z�nik� jsme vych�zeli z toho� �e syst
m se mohl

ze stavu i p�eklopit jen do i� � nebo z�stat�
Zde m�me vn�� & k� kde k & �� �� �� ��� a zaj	m� n�s� kolik z�kazn	k� do syst
mu p�i�lo� tedy

pravd�podobnosti P -vn�� & k. & �k� Po obsluze jednoho z�kazn	ka m��e syst
m skon�it ve stavu
i� �� i� i ( � atd� !viz obr�zek �
"�

i-1 i i+1 i+2 j. . . . . . . . . .

α

α
α

α

α

0

1

2

3

j-i+1

Obr�zek �
 P�echodov� graf syst
mu M�G��

P�itom pokud ozna�	me P -Xn � x. & P -x � x. & B!x" distribu�n	 funkci obsluhy� resp� jej	
hustotu b!x"� hodnoty �k m��eme spo�	tat jako integr�l vyjad�uj	c	 �plnou pravd�podobnost

�k & P -v & k. &
Z �

�
P -v & k� x � x � x( dx. dx

&
Z �

�
P -v & kjx & x.� �z �

��x�k

k� �e��x

�b!x" dx

M�me tedy syst
m M�G��� pro jeho� obsluhu zn�me hustotu b!x"� resp� distribu�n	 funkci B!x"�
p�	chody jsou markovovsk
� tedy tvo�	 Poisson�v proces !proto zde vystupuje ��x	k

k� � e��x"�
Nyn	 budeme po�	tat v�echna �k sou�asn�� Dostaneme mocninnou �adu� v n	� koe�cienty budou

pr�v� �k� D�le vyu�ijeme� �e za p�edpokladu konvergence je
R P

&
PR

 

V !z" &
�X
k��

�
P -v & k. � zk

�
&
Z �

�
e��x �

�X
k��

�
!�x"k

k/
� zk



� b!x" dx

&
Z �

�
e��x �

�X
k��

!�xz"k

k/� �z �
e�xz

�b!x" dx

&
Z �

�
e�����z	x � b!x" dx & B�!� � �z"

Celkem jsme tedy dostali V !z" & B�!�� �z"�
Tedy b!x" byla hustota� kter� popisuje dobu obsluhy v M�G�� a B� jej	 Laplaceova transformace�

V !z" je Laplaceova transformace jin
ho procesu� a sice markovovsk
ho procesu p�	chod�� Studujeme
oboj	 v Laplaceov� transformaci� oba procesy se vz�jemn� ovliv)uj	�

Plat	 

� B�!�" & V !�" & � !sou�et pravd�podobnost	"�
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� B��k	!�" & !��"k �Xk !k�t� po��te�n	 moment"�

� prvn	 derivace V ��	!�" & v�

� druh� derivace V ��	!�" & v� � v�

Toti�
dV !z"
dz

&
dB�!� � �z"

dz
&
dB�!� � �z"
d!� � �z"

� d!� � �z"
dz

& �� � dB
�!y"
dy

a tedy

V ��	!�" & �� � dB
�!y"
dy







y��

& �x & v & �

D�le proto�e dy

dz
& �� je druh� derivace

d�V

dz�
&

d

dz

�
�� � dB

�!y"
dy

�
& �� � d

�B�!y"
dy�

� dy
dz

& �� � d
�B�!y"
dy�

�ili
V ��	!�" & �� �B���	!�" & ��X�

co� se rovn� v� � v�
Dost�v�me se tedy ke st�edn	mu po�tu z�kazn	k�� kter� je po dosazen	 roven

q & � (
��X�

�!� � �"
!
�"

D�le uk��eme je�t� jeden vztah�
Pro n�hodnou veli�inu s hustotou b!x" a rozptylem 	�

b zavedeme tzv� normovan� rozptyl C�
b &

��
b

�X	�
� Pak dostaneme

X� & X� � !X"�� �z �
��
b

(!X"� & 	�
b ( !X"� & !X"� � !C�

b ( �"

a odtud

q & � (
��!X"� � !C�

b ( �"
�!� � �"

& � ( �� � C�
b ( �

�!� � �"
!��"

co� je tzv� Pollaczek�Khinchinova formule�

������ Vyj�d�en	 jednodu��	ch syst
m� z M�G��

Nyn	 si uk��eme� �e lze op�t snadno dostat syst
my� kter
 jsme vy�e�ili d�	ve� jako speci�ln	 p�	pad
obecn�j�	ho syst
mu M�G���
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M�M��� Tak pro syst
m M�M�� dostaneme

q & � ( �� � � ( �
�!� � �"

&
�

� � �

co� jsme spo�eli d�	ve�

M�D��� T	mto syst
mem jsme se nezab�vali � ka�d� z�kazn	k je obsluhov�n stejn� dlouho� rozptyl
je tedy nulov�� a dost�v�me
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M�H���� Zde m�me p�	klad syst
mu� kter� jsme ani neuva�ovali v Kendallov� klasi�kaci syst
m
m� dv� linky obsluhy� ke kter�m se p�	choz	 z�kazn	ci rozd�l	 v ur�it
m pom�ru !za�ad	 se s ur�itou
pravd�podobnost	"�

Nap�	klad budeme uva�ovat syst
m� v n�m� k prvn	 lince obsluhy� kter� m� parametr �� p�ijde
�tvrtina z�kazn	k�� ke druh
 s parametrem �� zbyl
 t�i �tvrtiny !obr�zek ��"� Dostaneme
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λ

λ

Obr�zek �� Sch
ma syst
mu M�H���
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� C� & �� �� !pro exponenci�ln	 rozd�len	 je C� & �"

a odtud
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���� Z
v�rem

Probrali jsme postupn� n�kolik z�kladn	ch typ� syst
m� hromadn
 obsluhy a� po pom�rn� obecn�
M�G��� V t
to teorii by bylo mo�n
 pokra�ovat d�le � nap�� se pokusit po�	tat syst
m G�G��� ten
v�ak vede k integr�ln	m rovnic	m� kter
 nejsou bez n�ro�n
ho matematick
ho apar�tu zvl�dnuteln
�

Dal�	 v�c� kter� by mohla b�t zaj	mav�� jsou s	t� linek obsluhy z�kazn	k po obsluze u jedn

linky p�ech�z	 k jin
� Rovn�� tyto syst
my jsou dosti obt	�n
� proto se zpravidla �e�	 vytvo�en	m
simula�n	ho modelu�


