
Cvi�en� k p�edn��k�m

�� Vlastnosti skal�r�

Zopakujte si vlastnosti t�lesa komplexn�ch ��sel C �
V�imn�te si vlastnost� s��t�n� a n�soben�� rozeberte si R� Q� Z� N jako podmono�iny

se z	�en
mi operacemi �grupa� okruh� d�litel� nuly� apod�

Uv�domte si strukturu re�ln�ho vektorov�ho prostoru na C �
Po��tejte inverzn� prvky vzhledem k n�soben�� �a � ib
�� � a�ib

a��b�
� nap�� �� � �i
��

apod� Vzpomn�te goniometrick� tvary� mocniny� atd�
P�ipome�te si b��n� geometrick� transformace z rovinn� a prostorov� geometrie

�nap�� podobnosti� projekce� re�exe� ot��en� apod�


	� Vektory a po��t�n� s maticemi

�� Zopakujte pojmy sloupce matice� ��dky matice� operace s��t�n� a n�soben�� Vyn��

sobte n�kolik p��klad�matic� najd�te n�jak� d�litele nuly� Nap�� proA �

�
cos� �sin�
sin� cos�

�

spo�t�te A�� A� �obecn� Ak�
�

�� Jednoduch� syst�my rovnic �e�te Gausovou eliminac� �p�evod na troj	heln�kov

tvar�
 Volte v�ce p��klad��

�� Uva�me matice nad Z
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Spo�t�te �pokud je de�nov�no
 EI� IE� D� � �DH �H�� G� � �F � A� F � A�GFA�
BACE �BFBT a dal�� �polynomi�ln� v
razy� dle vlastn� volby�

�� Najd�te matice pro element�rn� ��dkov� a sloupcov� transformace�
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�� N�kter� matice z p��kladu � upravte na ��dkov
 �sloupcov

 schodovit
 tvar�

�� Najd�te inverzn� matici B�� k B �

�
� �
� �

�
metodou sou�asn
ch 	prav s jed�

notkovou matic�� Tot�� pro ��tvercov�
 matice z p�edchoz�ch p��klad�� pro matici

C �

�
� � i �� i
� i

�
nad C � ��tvercov�
 matice z p��kladu �� a matici typu n�n

D �

�
BB�

� � � � � �
� � � � � �
���

���
� � � � � �

�
CCA �

�� �e�te maticov� rovnice� nap��
�
� �
�  

�
�X �

�
� �
� �

�

v
po�tem inverze i p��m
m v
po�tem�


� Vektorov� prostory� line�rn� z�vislost

�� Zjist�te� zda mno�ina R� � fx � R!x � �g s operacemi x� y � x�y� a� x � xa pro
x� y � R�� a � R tvo�� vektorov
 prostor� Pokud ano� ur�ete jeho b�zi a dimenzi�

�� Podle obecn� teorie mus� b
t R� z p�edchoz�ho cvi�en� izomorfn� s R�� Jak
 je
izomor�smus� �Pro ka�dou volbu b�ze b � R� a � � R� dostaneme pr�v� jeden�


�� Zjist�te� zda dan� mno�ina tvo�� vektorov
 podprostor v R�

M � f�x� y
 � R�!x � �� y � �g
M � f�x� y
 � R�!x � yg
M � f�x� y
 � R�!x�y � �g
M � f�x� y
 � R�!x � y � �g�

Ur�ete v�dy podprostor generovan
 M �

�� Prov��te line�rn� z�vislost vektor�

����
p
�����
� ���

p
�� �� � �

p
�
� ����

p
�� ���

p
�� �


v R� nad skal�ry R a v R� nad skal�ry Q�

�� Prov��te line�rn� z�vislost polynom� v R�"x#�
a
 � � x� �� x� � � x� x�

b
 �� x� x � x�� x� � �



�� B�ZE VEKTOROV�CH PROSTOR� �

�� Zjist�te� zda jsou line�rn� z�visl� matice

�
� �
� �

�
�

�
� ��
� ��

� �
� �
� �

�
�

�
� ��
� �

�

ve vektorov�m prostoru Mat�R�

�� Uva�ujte R jako vektorov
 prostor nad Q� Je
p
 � h��p�i� Je

p
� � h��p�i�

	� Zjist�te� zda
a
 ��� �� �� �
 pat�� do h��� �� �� �
� ��� �� �� �
� ��� �� �� �
i � R�

b
 ������� �
 � R� pat�� do

h������ �
� ���� ����
� ������ �
� ������� �
� ������� �
i�


� Dopl�te mno�iny do b�ze R�

M � f������ �� �
� ��� �� �� �
� ��� �� �� �
g
M � f���� �� �� �� 
� ������ �� �
� ��� ����� �
g�


� B�ze vektorov�ch prostor�

�� Ur�ete n�jakou b�zi vektorov�ho podprostoru

Mf�x�� � � � � xn
 � Rn!x� � x� � � � � � xn � �g

a dopl�te ji na b�zi Rn� Vzpome�te p�itom� jak funguje Steinitzova v�ta o v
m�n��

�� Nech$ P� � hM�i� P� � hM�i v R�� kde

M� � f��� ����� %
� ��� ����� �
� ��� ����� �
g
M� � f������ �� �
� ��� ����� �
� ��� �� �� �
g

Najd�te P� � P�� P� � P�� jejich b�ze a dimenze� �P�ipome�te si p�itom v�tu dimP� �
dimP� � dim�P� � P�
 � dim�P� � P�
�


�� V R�"x# najd�te b�zi podprostor�
a
 P� � ff � R�"x#! f�x
 � f��x
g
b
 P� � ff � R�"x#! f�x
 � �f��x
g
c
 P� � ff � R�"x#! f��
 � f��
 � �g�
Ur�ete tak� P� � P�� P� � P��



�

�� Najd�te sou�adnice vektoru v dan� b�zi�
a
 v � ��� �� �
 � R�� u � ���� �� �
� ��� &� �
� ��� �� �


b
 v � ��� �� �
 � R�� u � ���� �� �
� ��� �� �
� ��� �� �


c
 v � x� � x� � x� � � R�"x#� u � �� � x�� x � x�� x� � x� � x�� x�


d
 v �

�
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� � �

�
� Mat���R
 s baz�

u 	
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 � �
� � �

�
�

�

 
 �
� � �

�
�

�

 
 

� � �

�
�

�
� � �
�
 � �

�
�

�
� � �
�
 �
 �

�
�

�
� � �
�
 �
 �


��

�� Sou�adnice a line�rn� zobrazen�

�� P�ipome�te si pojem sou�adnic vektoru v dan� b�zi a napi�te sou�adnice vektoru
��� �� �� �
 � R� v b�zi

a
 u � ����� �� �� �
� ������� �� �
� ���������� �
� ��� �� ����


b
 v � ���� �� ����
� ��� �� �� �
� ��� ����� �
� ��� �� �� �

�

�� Zjist�te� zda je zobrazen� f ' Rn	 Rn line�rn��
a
 f�x� y
 � �x� y�

b
 f�x� y
 � ��x � �y� x � y

c
 f�x� y� z
 � �x � y� x � y� x� z � �

d
 f�x� y� z
 � �x � ��y � z� �x � �y� ��y � z


�� P�ipome�te si pojem matice zobrazen�� V prostoru R� se standardn� baz� u �
���� �� �
� ��� �� �
� ��� �� �

 napi�te matice n�sleduj�c�ch zobrazen�

a
 identick�ho zobrazen� id' R� 	 R�

b
 kolm� projekce do osy generovan� vektorem ��� �� �

c
 kolm� projekce do roviny generovan� vektory ��� �� �
� ��� �� �

d
 n�soben� pevn� zvolen
m skal�rem a � R�
Zapi�te tato zobrazen� zp�sobem pou�it
m v p�edchoz�m cvi�en��

�� V re�ln�m vektorov�m prostoru V � C � tj� dimV � �� najd�tete nutnou a dostate��
nou podm�nku pro to� aby obecn� line�rn� zobrazen� � ' V 	 V bylo tak� line�rn� jako
zobrazen� mezi ���rozm�rn
mi
 komplexn�mi vektorov
mi prostory�

�� V prostoru C � nad R napi�te matici zobrazen� �ve standardn� b�zi
� kter� ka�d

vektor �p� q
 � C � zobraz� na �ip� iq
� �Matice bude v Mat��R
�


�� Napi�te matici �idR� 
u�v identick�ho zobrazen� na R� v baz�ch u� v ze cvi�en� �� tzv�
matici p�echodu� Napi�te tak� �idR� 
v�u a uv�domte si jak se tyto matice pou�ij� pro
p�evod sou�adnic vektor� z jedn� b�ze do druh��



�� LINE�RN
 ZOBRAZEN
 II �

�� V prostoru polynom� R�"x# uva�me b�ze u � ��� x� x�� x�
 a v � �� � x� � � x� x� �
x�� x� � x�
� Najd�te matice p�echodu od u k v a naopak� Pou�ijte je k p�evodu
sou�adnic n�kolika polynom��

	� Nech$

�
� � � �
� � � �

�
je matice zobrazen� f ' C � "x#	 C � "x# v baz�ch v z p�edchoz�ho

cvi�en� a standardn� ��� x
 na C � "x#� Najd�te obrazy polynom� �x� x�� � �x�� � � x�
x� � x��


� Ve standardn�ch baz�ch na R� a R� je d�no zobrazen� f matic� A� g matic� B�

A �

�
BBB�

� � ��
� � �
� � �
�� � �
�� � �

�
CCCA � B �

�
��� � � � �

� � � � �
� � � � �

�
A

Uv�domte si odkud kam tato zobrazen� jdou a najd�te matice jejich kompozic� Zjist�te�
zda p�jde o izomor�smus�

�� Line�rn� zobrazen� II

�� Nech$ f ' R� 	 R� je line�rn� zobrazen� dan� vztahem f�x�� x�� x�� x�
 � �x���x��
�x� � �x�� �x� � �x� � �x� � x�� x� � �x� � �x� � x�� x� � x� � x� � x�
�

a
 Najd�te b�ze j�dra Kerf a obrazu Imf �
b
 Dopl�te b�zi Imf na b�zi cel�ho R�� nejl�pe baz� Kerf � pokud to p�jde �promyslete

si
� a napi�te matici f v t�to nov� b�zi�

�� Matice line�rn�ho zobrazen� f ' R� 	 R� v b�zi u � ���� �� �
� ��� �� �
� ��� �� �

 je

A �

�
��� � ��

� �� �
�� � �

�
A

a
 Zjist�te� zda je f izomor�smus�
b
 Pokud ano� najd�te matici inverzn�ho zobrazen� ve standardn� b�zi�

�� Ve standardn�ch baz�ch R�"x# a R�"x# ur�ete matici zobrazen�� kter� je de�nov�no
jako n�soben� pevn� zvolen
m polynomem g � R�"x#�

a
 Zvolte sami n�kolik r�zn
ch g a najd�te v�dy dimenzi j�dra p��slu�n�ho zobrazen��
b
 Zjist�te dimenzi obrazu podprostoru hx� � x�� x� x�i p�i n�kter� volb��
Promyslete si dob�e� co je skute�n� nutn� po��tat v bodech a
� b
�

�� Ur�ete dimenzi obrazu a j�dra zobrazen�� kter� je de�nov�no jako n�soben� matic�

A �

�
� �
� �

�
v Mat��C 


a
 zprava
b
 zleva�



�

�� Najd�te dimenzi a b�zi obrazu pr�niku podprostor� V� a V� � R� p�i zobrazen�
f ' R� 	 R�� P�itom f�x� y� z� w
 � �x��y��z�w� �x��y�z���w��x�y��w��y�z�
�w� �x� �y� z� ��w
� V� � h��������� �
� ���� �� ����
i� V� � h��� �� �� �
� ��� �� �� �
i�
D�le zjist�te dimenzi vzoru podprostoru W � R�� generovan�ho vektorem ��� �� �� �� �
�

�� Permutace a determinanty

�� Uv�domte si souvislost permutace � namno�in�X � f�� � � � � ng s po�ad�m ����
� � � � � ��n

�

a
 Pro permutace � �

�
� � � � � %
% � � � � �

�
� � �

�
� � � � � %
% � � � � �

�
spo�t�te

kompozice � 
 �� � 
 � a pro v�echny �ty�i p�edchoz� permutace spo�t�te jejich paritu
�z de�nice pomoc� po�tu inverz�
�

b
 Napi�te � a � jako sou�iny transpozic�

�� Nech$ permutace � na X � f�� � � � � ng je de�nov�na pomoc� cyklu na k prvc�ch v
X� k � �� a ostatn� prvky nech$ jsou samodru�n�� k naz
v�me d�lka cyklu �� Uka�te�
�e parita t�to permutace je sgn��
 � ���
k��� Odtud pak plyne� �e je�li permutace �
sou�inem cykl� ��� � � � � �s� o d�lk�ch k�� � � � � ks pak parita je sgn��
 � ���


P
s

i��
ks�s�

�� Pro transpozici � � ��� � � � � j� � � � � i� � � � � n
 plat� sgn� � (i�j
��i	���j	

i�j � Doka�te� �e
tent
� vztah plat� pro libovolnou permutaci �� �N�vod' U�ijte vztah pro paritu sou�inu
permutac� a v�tu� �e ka�d� permutace je sou�inem transpozic�


�� Rozlo�te n�sleduj�c� permutace dan� po�ad�m na cykly a spo�t�te jejich paritu�
a
 �&� �� �� �� %� ��  � �� ��� �

b
 �&� �&� �� � � ��� ��� ��� �� ��� ��� ��� �� �� �%�  � �� ��� %� �� ��
�

�� Ur�ete paritu permutac�'
a
 �n� n� �� � � � � �� �

b
 ��� �� �� � � � � �n� �� �n� �� �� �� � � � � �n

c
 ��� �� �� �� %� �� � � � � �n� �� �n� �n� �
�

�� Vypo�t�te determinant dle de�nice'

�������

� � � �
� � � �
� � �� �
� �� � �

�������
�� Spo�t�te determinanty matic

a


�
� �
� �

�

b


�
� � i i
�� i � � i

�

c


�
sinx �cosx
cosx sinx

�



�� V�PO�ET DETERMINANT� A INVERZN
CH MATIC �

d


�
BBB�

� � �� �� �
�� % � � �
� �& �� � ��
�� �� � � ��
�� � � � �

�
CCCA

e


�
B�

� � � �
� � � �
� � & �%
�  �� %�

�
CA�

�� V�po�et determinant� a inverzn�ch matic

�� Spo�t�te 	pravou na troj	heln�kov
 tvar nebo vhodn
m Laplaceov
m rozvojem de�
teminanty matic

a


�
BBB�

� � � � �
� � �� � �
� � � � �
� � �� � �
� �� � % �

�
CCCA

b


�
BBBBB�

� � � � � �
� � � � � �
� � � � % �
� % % � �  
� � �� � � �
� � �� �� � �

�
CCCCCA

�� Vypo�t�te determinanty n�t�ho ��du z matice Dn � Matn�R
�

a
 D�n �

�
BBBBBBBBBBB�

a � � � � � � � � � � b
� a � � � � � � � � b �
���

���
� � � � � a b � � � � �
� � � � � c d � � � � �
���

���
� c � � � � � � � � d �
c � � � � � � � � � � d

�
CCCCCCCCCCCA

b
 Dn �

�
BB�
n � � � � � �
� n � � � � �
���

���
� � � � � � n

�
CCA

�� Spo�t�te inverzn� matice k dan
m matic�m metodou vyu��vaj�c� p��m� a zp�tn�
Gausovy eliminace a pou�it�m algebraicky adjungovan� matice�

a


�
 �
�� �

�



�

b


�
� � � �

� � �
�� �� ��

�
A

c


�
B�

� � �� �
� & � ��
�� �% ��� �
� �� �% �

�
CA

d
 V�imn�te si� �e v�echny t�i matice maj� determinant ��� proto v
sledn� inverzn�
matice jsou celo��seln�� Vzpome�te obecn
 v
sledek� kter
 toto zaji�$uje �A�� existuje
pr�v�� kdy� jAj je invertibiln� skal�r)


�� Syst�my line�rn�ch rovnic I

�� �e�te syst�my rovnic �a diskutujte jejich �e�itelnost pro r�zn� okruhy skal�r�
�

�x� � �x� � %x� � ���


�x� � �x� � �x� � ��

x� � �x� � �x� � �&

��x� � x� � �x� � ����


�x� � ��x� � �x� � ��

�x� � �x� � �x� � ��

�x� � �x� � ��x� � �&x� � �%x� � ����


�x� � �x� � � x� � ��x� � ��x� � ��

��x� � � x� � ���x� � ���x� � ��%x� � ���

�x� � �x� � ��x� � ��x� � ��x� � ��

�x� � �x� � ��x� � ��x� � ��x� � �&

�� Diskutujte �e�en� p�edchoz�ch rovnic z hlediska �e�en� p��slu�n
ch homogenn�ch sys�
t�m� a najd�te fundament�ln� syt�my �e�en� pro skal�ry R�

�� Najd�te takov
 syst�m rovnic nad R� aby platilo

��
 mno�ina jeho �e�en� je f�� � �s� t� �t��� � s� t
T � R�! s� t � Rg
��
 jeho fundament�ln� syst�m �e�en� je f��� �� �� �� �
� ��� �� �� �� �
� ��� �� �� �� �
g

Um�te naj�t v�echny takov� syst�my�

�� �e�te syst�m rovnic s parametrem � � K� uva�te p�itom mo�nosti K �Z� K � R�

x� � x� � �x� � �

x� � �x� � x� � �

�x� � x� � x� � �





� VLASTN
 VEKTORY A VLASTN
 HODNOTY I �

�� Nad R �e�te maticovou rovnici

�
� � �� ��

� �� ��
�� % �

�
A �X �

�
� � � �

� �  
� % &

�
A��


�
� � �� ��

� � �
� � �

�
A �X �

�
� � ��

� �
� �

�
A��


Diskutujte p�itom mo�nost nalezen� inverzn� matice� p��p� pou�it� fundament�ln�ch sys�
t�m� �e�en� homogen�ho syst�mu�

��� Syst�my line�rn�ch rovnic II

�� Najd�te fundament�ln� syst�m �e�en� n�sleduj�c�ho syst�mu line�rn�ch rovnic a fun�
dament�ln� syst�m �e�en� p��slu�n�ho homogenn�ho syst�mu�

�
� � � ��

� �� �
� �� �

�
A �

�
�x�
x�
x�

�
A �

�
� �
��
�

�
A

�e�te nad skal�ry Z�Z
� Z�� Diskutujte p�itom pou�it� Cramerova pravidla i Gausovy
eliminace�

�� Ve vektorov�m prostoruR� najd�te pr�nik podprostor� V� a V� zadan
ch gener�tory
V� � h��� �� �� �
� ��� �� �� �
i� V� � h��� �� �� �
� ��� �� �� �
� ��� �� �� �
i�

Spo�t�te tak� pr�nik sou�tu V��V� s podprostorem generovan
mvektorem ������ ����
�
�Hod� se v tomto p��pad� Crammerovo pravidlo�


�� Pova�ujte gener�tory podprostor� V� a V� z p�edchoz�ho cvi�en� za prvky v �Z�
��
�Z�
�� resp� C � � a �e�te znovu stejnou 	lohu� Zejm�na si uv�domte� kolik prvk� maj�
diskutovan� prostory a podprostory�

�� V prostoru polynom� R
"x# uva�te podprostory V� � hx� � �x���x� � x
i� V� �
h��x�����x
� x��x���x�i� V� � hx��x
� ���x��x�� x�i a spo�t�te jejich pr�nik
a V� � V� � V��

��� Vlastn� vektory a vlastn� hodnoty I

�� Dejte p��klad zobrazen� A ' R� 	 R� pro kter� je KerA � h��� �� �
� ��� �� �
i� ImA �
h��� �� �
i�
�� Rozhodn�te� zda existuje line�rn� zobrazen� A ' R� 	 R�� kter� zobraz� postupn�
vektory ��� ����
� ��� ����
� ������ �
 na vektory ��� �
� ��� �
� ��� �
�




�

�� Line�rn� zobrazen� f ' Mat��R
 	 R spl�uje f

�
� �
� �

�
� �� f

�
� ��
� �

�
� ��

f

�
� �
� �

�
� �� f

�
� �
� �

�
� �� Najd�te vyj�d�en� f pomoc� prvk� matic� j�dro� obraz�

�� Zobrazen� A ' R�"x#	 R�"x# je de�nov�no p�edpisemA�f
�x
 � f ����x
��f ���x
� kde
��rky ozna�uj� derivaci polynom� podle prom�nn� x� Ov��te� �e A je line�rn�� spo�t�te
jeho j�dro� obraz� vlastn� hodnoty� vlastn� vektory�

�� Nad skal�ry K � R� C najd�te vlastn� hodnoty a vlastn� vektory zobrazen� f ' K� 	
K� � kter� je v b�zi ���� �� �
� ������ �
� ��� �� �

 dan� matic�

A �

�
� � �� �

� �� &
�� � �

�
A �

�� Nad skal�ry K � Z�� R� C najd�te vlastn� hodnoty a vlastn� vektory zobrazen�

f ' K� 	 K� � kter� je ve standardn� b�zi dan� matic� A �

�
� ��
� �

�
�

�	� Vlastn� hodnoty a vlastn� vektory II

�� V R� ur�ete podprostor vlastn�ch vektor� p��slu�n
ch vlastn� hodnot� � pro matice

A �

�
� � � �

� � �
� � �

�
A� B �

�
� � � �

� � �
� � �

�
A� C �

�
� � � �

� � �
� � �

�
A�

�� Zjist�te� zda je matice A podobn� diagon�ln� matici nad poli Q� R� C �to nastane
pr�v� kdy� vlastn� vektory generuj� cel
 prostor K�
�

a
 A �

�
� � � ��

� � ��
% � ��

�
A b
 A �

�
� � � ��
�� � �
� & ��

�
A

c
 A �

�
� � � ��

% � �&
� � ��

�
A

�� Nech$ 	 ' V 	 V je izomor�smus� Doka�te� �e 	 a 	�� maj� stejn� podprostory vlast�
n�ch vektor� a zjist�te z�vislost mezi vlastn�mi hodnotami �jsou to p�evr�cen� hodnoty�
nula tam b
t stejn� nem��e
�

�� Nad skal�ry K � R najd�te vlastn� ��sla a vlastn� vektory matic

a
 A �

�
� � �� �
�� � ��
� � �

�
A b
 B �

�
B�

� � � �
�� �� � ��
� � � �
� � � �

�
CA




�� KOMPLEXIFIKACE A KANONICK� TVARY RE�LN�CH MATIC 



�
� Vlastn� hodnoty a vlastn� vektory II

�� Zjist�te� jak z�vis� vlastn� hodnoty a vlastn� vektory matic A� B na parametrech �
a 
�

A �

�
� � � �

� � �
� 
 �

�
A B �

�
� � � �

� � �
� 
 � � �

�
A

�� Najd�te Jordanovy kanonick� tvary matic A� B� C�

A �

�
� � � �
�� � �
� � �

�
A B �

�
�� � �

� � �
� � �

�
A C �

�
� � �� ��
�� �� ��
� � �

�
A

�� Spo�t�te vlastn� hodnoty a vlastn� vektory matice B � �A� � �A� � A� � A � %E
�ani� byste po��tali B)


A �

�
� � �� �

� �� �
� �� �

�
A

�� S vyu�it�m existence Jordanova kanonick�ho tvaru doka�te pro komplexn� matice
v�tu Hamiltonovu�Caleyovu �tvrd�� �e ka�d� matice je ko�enem sv�ho charakteristick�ho
polynomu
�

�
� Komplexi�kace a kanonick� tvary re�ln�ch matic

�� Nech$D ' R�"x#	 R�"x# je line�rn� zobrazen� dan� derivac� polynom� podle prom�nn�
x� Uka�te� �e komplexi�kace re�ln
ch polynom� d� pr�v� komplexn� vektorov
 prostor
polynom� t�ho� stupn� nad C a DC ' C � "x#	 C � "x# je op�t derivace podle prom�nn� x�

�� Projd�te si podobn� jako v prvn�m p��klad� prostory re�ln
ch a komplexn�ch matic
a line�rn� zobrazen� transpozice a n�soben� pevnou �re�lnou
 matic� zprava� resp� zleva�

�� Spo�t�te Jordan�v kanonick
 tvar re�ln� matice A nad C � Pak diskutujte geomet�
rick� vlastnosti p��slu�n�ho zobrazen� R� 	 R� �tj� p�i existenci komplexn�ch ko�en�
najd�te p��slu�nou invariantn� rovinu� ve kter� je zobrazen� d�no rotac� a homoteti�
�

A �

�
� � �� ��

� � ��
� �� �

�
A

�� Prove*te tot�� jako v p�edchoz� 	loze v z�vislosti na hodnot� parametru a � R

A �

�
� a� � �� a � �

a � a � �
a� � � a

�
A




�

�� Nech$ V je re�ln
 vektorov
 prostor a uva�ujme jeho komplexi�kaci V C jako re�ln

vektorov
 prostor �V C 
R � P�ipome�me si pojem komplexn� konjugace na komplexi�kaci
a uka�te� �e komplexi�kaci posledn�ho prostoru m��eme �jako komplexn� vektorov

prostor
 ztoto�nit s V C � +V C �

��� Prostory se skalal�rn�m sou�inem� I�

�� Zjist�te� zda je zobrazen� g ' R��R� 	 R skal�rn� sou�in�

g�x� y
 � x�y� � x�y� � x�y� � x�y�

g�x� y
 � �x�y� � �x�y� � �x�y�

g�x� y
 � x�y� � x�y� � x�y� � �x�y�

�� Zkuste na R� naj�t takov
 skal�rn� sou�in� aby vektory u a v na sebe byly kolm�
��
 u � ��� �
� v � ��� �

��
 u � ���� �
� v � ������


�� Grammov
m�Schmidtov
m ortogonaliza�n�m procesem sestrojte ortonorm�ln� b�zi
podprostoru

L � h��� �������
� ������ �� �
� ������� �� �
i
ve standardn�m euklideovsk�m R��

�� Najd�te ortogon�ln� b�zi vektorov�ho prostoru R�"x# se skal�rn�m sou�inem de�no�
van
m vztahem f � g �

R �
��

f�x
g�x
dx� Najd�te matici p�echodu od standardn� b�ze
��� x� x�� x�
 do nalezen� b�ze�

�� Najd�te ortogon�ln� pr�m�t vektoru ��� �� �
 do podprostoru

L � h���� �� �
� ��� �� �
i�

��� Prostory se skal�rn�m sou�inem� II�

�� Na vektorov�m prostoru C n "x# de�nujte skal�rn� sou�in tak� aby byla b�ze ��� x� �
��x

�� � � � � �
n�x

n

ortonorm�ln��

�� Najd�te ortonorm�ln� b�zi podprostoru

L � h��� ������%
� � � �������%
� ��� ������� �
� ���� �� ����
i � R�

ve standardn�m euklideovsk�m prostoru�




�� ORTOGON�LN
 PR�M�TY A ZOBRAZEN
 
�

�� Nejd�te ortonorm�ln� fundament�ln� syst�m �e�en� syst�mu rovnic

�x� � x� � �x� � �x� � �

�x� � �x� � �x� � �x� � �

�x� � x� � x� � �x� � �

�� Pokud to jde� dopl�te dan� vektory na ortogon�ln� b�zi standardn�ho euklidovsk�ho
prostoru� �Kolik m�me mo�nost��


��
 u � ��� �� �
� v � ���� �� �

��
 u � ���� ����� �
� v � ��� ����� �
�

�� Ur�ete v�echny hodnoty parametr� a� b� c� pro kter� je matice

A �

�
�

a � �c
� �p

�
�b �p




�a � �p
�

c

�
A

ortogon�ln�� Pro tyto hodnoty spo�t�te p��slu�n
 kanonick
 tvar� �Promyslete geomet�
rick� vlastnosti transformace)


�� Zkuste de�novat na R� dva skal�rn� sou�iny tak� aby zobrazen� � ' R� 	 R��
��x�� x�� x�
 � �x� � x� � x���x� � x�� x�
� bylo ortogon�ln��

��� Ortogon�ln� pr�m�ty a zobrazen�

�� Najd�te ortogon�ln� dopln�k podprostoru

P � h���� �� �� �
� ��� ����� �
� ���� �� ����
i
v R� se standardn�m skal�rn�m sou�inem� Pak najd�te kolm� pr�m�ty vektor� stan�
dardn� b�ze do P a P��

�� Nech$ je L � hu� v�wi � R�� Nejd�te kolm
 pr�m�t vektoru z do L a L��
��
 z � ��� ����� �
� u � ��� �� �� �
� v � ��������� �
� w � ������ ����

��
 z � ��� �� ����
� u � ��� �� ��  
� v � ��� �� �� �
� w � ������ �� �

�� Najd�te �p��m
m v
po�tem
 v�echny ortog�ln� a unit�rn� matice ��du �� pak v�echny
ortogon�ln� s kladn
m determinantem�

�� Zjist�te� zda je ortogon�ln� transformace dan� matic�

A �

�
B�

�p
�

� �p



� �p
�

�p
�

�p



� �p
�

� �p
�

�p



�
CA

kompozic� re�exe a rotace� �i zda se jedn� pouze o rotaci� a najd�te osu a 	hel t�to
rotace�




�

��� Biline�rn� a kvadratick� formy

�� Zjist�te� zda je zobrazen� f ' R� � R� 	 R biline�rn� forma na R�� Pokud ano�
rozhodn�te� zda je symetrick� nebo antisymetrick��
��
 f�x� y
 � x�y�
��
 f�x� y
 � x�y� � �y� � ��
��
 f�x� y
 � x�y� � x�y� � x�y�

�� Ur�ete hodnost biline�rn� formy f�x� y
 � x�y� � �x�y� � x�y� � �x�y� na R� a
najd�te jej� matici v
��
 standardn� b�zi R�

��
 v b�zi ��� �� �
� ��� �� �
� ��� �� �


�� Uva�me biline�rn� formu h�x� y
 � �x�y� � �x�y� � �x�y� � �x�y� � �x�y� � x�y�
de�novanou na C � a nech$ f�x
 je j� de�novan� kvadratick� forma�
��
 Napi�te analytick� vyj�d�en� f �
��
 Najd�te pol�rn� formu g pro f �

�� Ur�ete hodnost kvadratick� formy f�x
 � x�� � �x�x�� x�x� � �x�x�� uva�ujeme�li
f jako formu na C � � resp� na R��

�� Najd�te diagon�ln� tvar formy f na R� pomoc� algoritmu dopln�n� na �tverce
��
 f je dan� formul� z p�edchoz�ho cvi�en�
��
 f�x� y
 � �x�� � �x�� � ��x�� � �x�x� � �x�x� �  x�x�
��
 f�x� y
 � x�x� � x�x� � x�x�

��� Re�ln� a komplexn� kvadratick� formy

�� Najd�te kanonick� tvary kvadratick
ch forem na C � dan
ch vztahy ��
� ��
 z cvi�en�
� p�edchoz� s�rie� Najd�te tak� p��slu�n� pol�rn� b�ze�

�� Zjist�te vlastnosti re�ln
ch kvadratick
ch forem� nap�� de�nitnost� pozitivn� de�nit�
nost apod� �pozor na z�vislost na prostoru V na n�m� je forma de�nov�na

��
 f�x
 � x�� � x�x� � x��
��
 f�x
 � �x�x� � �x�x�
��
 f�x
 � ��x�� �  x�� � �x�� � �x�x� � �x�x� � �x�x�

�� Najd�te v�echny hodnoty parametru a � R� pro kter� je kvadratick� forma f na R�

positivn� de�nitn�� resp� negativn� de�nitn� �pou�ijte Sylvestrovo kriterium

��
 f�x
 � x�� � x�� � �ax�x� � a�x�x�
��
 f�x
 � ax�� � ax�� � �a� �
x�� � �x�x� � �ax�x� � �x�x�



�
� ANALYTICK� GEOMETRIE I 
�

	�� Adjungovan� zobrazen�

�� Line�rn� zobrazen� � ' R� 	 R� je d�no vztahem

��x� y� z
 � �x � �y � z� x � �z��y � z


��
 Spo�t�te du�ln� zobrazen� �� ' R��	 R��

��
 adjungovan� zobrazen� �� ' R� 	 R� vzhledem ke standardn�mu skal�rn�mu
sou�inu na R��

��
 adjungovan� zobrazen� �� ' R� 	 R� vzhledem ke skal�rn�mu sou�inu

h�x� y� z
� �x� � y�� z�
i � �xx� � xy� � x�y � �yy� � yz� � y�z � zz��

�� Na C � se standardn�m skal�rn�m sou�inem ur�ete� kdy je samoadjungovan� zobrazen�

��x� y� z� w
 � ��x� 
y� �z� �w


pro �� 
� �� � � C �
�� Na prostoru re�ln
ch polynom� stupn� � se skal�rn�m sou�inem dan
m f � g �R �

 f�x
g�x
dx spo�t�te adjungovan� zobrazen� k

��
 operaci derivov�n� podle prom�nn�
��
 operaci n�soben� pevn
m polynomem
��
 operaci �zapomenut� monom� stupn� ��

�� Na R� se standardn�m skal�rn�m sou�inem najd�te adjungovan� zobrazen� k prom�t�n�
na vybran
 podprostor ve sm�ru dopl�kov�ho podprostoru� Kdy bude toto prom�t�n�
samoadjungovan��

	�� Analytick� geometrie I

�� V rovin� R� ja d�n troj	heln�k ABC� Ozna�me po �ad� A�� B�� C � st�edy jeho stran
BC� AC� AB� Doka�te �e v zam��en� R� plat�

�A� �A
 � �B� �B
 � �C � � C
 � ��

�� Je d�na p��mka p ' �x � �y � % � �� Ur�ete jej� parametrick
 popis� Jak se z�sk�
implicitn� popis z parametrick�ho�

�� Ur�ete vz�jemnou polohu polohu p��mek

��
 p ' �x� �y � � � �� q ' �x � �y � � � �
��
 p ' �x� y
 � �����
 � t�����
� q ' �x� y � � � �
��
 p ' �x� y
 � ��� �
 � t���� �
� q ' �x� y
 � ��� �
 � t����%





�

�� Zjist�te vz�jmenou polohu rovin

��
 � ' �x� y� z
 � ������ �
 � t���� �� �
 � s��� �� �


 ' �x� y� z
 � ���� �� �
 � t��� �� �
 � s���� �� �


��
 � ' �x� y� z
 � ������ �
 � t��� �� �
 � s������ �


 ' x� y � �z � � � �

��
 � ' �x� y � z � & � �� 
 ' x� y � z � �

�� Najd�te parametrick� vyj�d�en� p��mky v R� zadan�

p '

�
�x � y � z � & � �

x � y � z � �

Jak vypadaj� rovnice v�ech rovin proch�zej�c�ch danou p��mkou p �tzv� svazek rovin
�
Jak se z�sk� jejich obecn� rovnice z parametrick�ho� resp� implicitn�ho tvaru p�

Zadejte parametricky i implicitn� p��mku� resp� rovinu zadanou dv�mi� resp� t�emi�
body� Zad�n� volte sami�

�� Najd�te p���ku mimob��ek p� q proch�zej�c� bodem M � Je d�no M � ��� �� �
�
p ' �x� y� z
 � ������ �
� t��� �� �
� q ' �x� y� z
 � ��� �� �
� t������ �
 Jak se hled� p���ka
zadan� sm�rem�

		� Analytick� geometrie II

�� V rovin� E� je d�n obd�ln�k ABCD� Doka�te �e v jej�m zam��en� R� se standardn�m
skal�rn�m sou�inem plat� �A �M
 � �C �M
 � �B �M
 � �D �M
�

�� Uka�te� �e ortogon�ln� dopln�k zam��en� nadroviny v En zadan� implicitn� 
 ' a�x��
� � �� anxn � a
 � � je generov�n tzv� norm�lov
m vektorem v � �a�� � � � � an
�

Uka�te� �e pro vzd�lenost bodu A � �y�� � � � � yn
 od 
 plat�

��A� 

 �
ja�y� � � � �� anyn � a
p

a�� � � � �� a�n
�

�� Ur�ete pro jak� vektory v E�� E� plat�

��
 ku� vk � ku� vk
��
 ku� vk � kuk � kvk
��
 ku� vk � kuk � kvk
��
 ku� vk � ku� vk

�� Najd�te sou�adnice vrchol� krychle ABCDEFGH� je�li A � ������ �
� B � ��� �� �
�
D � ���� �� �
 �pokud existuje
�

�� Napi�te rovnici p��mky p� kter� obsahuje M � ��� �
 a s p��mkou q '
p
�x�y�� � �

sv�r� 	hel �
�
� resp� �

�
�



��� ANALYTICK� GEOMETRIE IV 
�

�� Ur�ete bodQ soum�rn
 k bodu P � ������ �
 podle p��mky p ' �x� y� z
 � ������� �
�
t��� ����
�
�� Najd�te osu mimob��ek p ' �x� y� z
 � ��������%
 � t������ �
� q ' �x� y� z
 �
��� �� �
 � s��� ����
�

	
� Analytick� geometrie III

�� Uka�te� �e odchylka dvou nadrovin je rovna odchylce jejich norm�lov
ch vektor��

�� Spo�t�te v
�ku pravideln�ho �ty�st�nu ABCD v E� a odchylky jeho protilehl
ch
hran �

�� Spo�t�te povrch a objem �ty�st�nu ABCD v E� je�li A � ������ �
� B � ��� ����
�
C � ������ �
� D � ��� �� �
�

�� Spo�t�te objem a v
�ku �ty�bok�ho jehlanu ABCDV v E�� je�li A � ������ �
�
B � ��� �� �
� C � ���� �� �
� D � ��������
� V � ��� �� �
� D�le ur�ete odchylky jeho
hran od podstavy�

	
� Analytick� geometrie IV

�� Uva�me n�� vektor� u� � �x��� � � � � x�n
� � � � � un�� � �x�n��	�� � � � � x�n��	n
 v stan�
dardn�m orientovan�m euklidovsk�m vektorov�m prostoru Rn� D�le uva�me matici
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Uka�te� �e vektor un � �A��� � � � � A�n
� kde Aij jsou algebraick� dopl�ky prvk� aij
matice A m� n�sleduj�c� vlastnosti'

��
 un je kolm
 na v�echny u�� � � � � un��

��
 velikost vektoru kunk je rovna �neorientovan�mu
 objemu rovnob��nost�nu zadan�ho
vektory u�� � � � � u�n��	

��
 u�� � � � � un je b�ze Rn kompatibiln� s orientac��

V dimenzi � tak dost�v�me obvykl
 vektorov� sou�in dvou vektor� u�� u��

�� Najd�te kanonick� rovnice a osy ku�elose�ky dan� ve standardn� sou�adn� soustav�
rovnic�

��
 x� � y� � �xy � �x � � � � �hyperbola s vrcholem v ��
p
�
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��
 �x� � �y� � �xy � x� ��y � � �dv� r�znob��n� p��mky


�� Napi�te rovnici kru�nice proch�zej�c� bodem A � ��� �
 a dot
kaj�c� se p��mek p '
x � y � � � �� q ' x� y � � � ��


