Cviceni k prednaskam

1. Vlastnosti skalari

Zopakujte si vlastnosti télesa komplexnich ¢isel C.

Vsimneéte si vlastnosti s¢itani a nasobeni, rozeberte si R, Q, Z, N jako podmonoziny
se ziZenymi operacemi (grupa, okruh, délitelé nuly, apod.)

Uvédomte si strukturu realného vektorového prostoru na C.

Poéitejte inverzni prvky vzhledem k nésobeni, (a + ib)~! = a‘g:_ibe, napt. (1 + 2¢)~!

apod. Vzpomnéte goniometrické tvary, mocniny, atd.
Pripomente si bézné geometrické transformace z rovinné a prostorové geometrie
(napf. podobnosti, projekce, reflexe, otac¢eni apod.)

2. Vektory a pocditani s maticemi

1. Zopakujte pojmy sloupce matice, radky matice, operace s¢itani a nasobeni. Vyna-
cosq —sina)

sobte nékolik prikladd matic, najdéte néjaké délitele nuly. Napt. pro A = ( .
sinae cosa

spoctéte A2, A3 (obecné AK?).

2. Jednoduché systémy rovnic Feste Gausovou eliminaci (pfevod na trojihelnikovy
tvar.) Volte vice piikladd.

3. UvaZme matice nad Z

1 0
A= 21,B:(—102),C:100_1
020 5
-1 2
1
11 ~3 b2 0
D=(, ,). E=| J|. F=[-20 -3
- 0 3 5

10 0 Lo
G=[0 1 —4 ,H:(l _7>,I:(1 0 —2 4)
10 1

Spoététe (pokud je definovéno) EI, IE, D®* + 4DH — H*, G* —3F, A— F, A— GFA,
BACE — BFBT a dali ”polynomialni vyrazy” dle vlastni volby.

4. Najdéte matice pro elementarni radkové a sloupcové transformace.
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5. Nékteré matice z piikladu 1 upravte na fadkovy (sloupcovy) schodovity tvar.

1
2 4

notkovou matici. TotéZ pro (étvercové) matice z predchozich piikladd, pro matici

6. Najdéte inverzni matici B~! k B = ( ) metodou soucasnych uprav s jed-

C = (1 i1 z_ Z) nad C, (¢tvercové) matice z prikladu 1, a matici typu n/n

2
1 1 1
0 1 1
D =
0 0 1

5. Reste maticové rovnice, napr.

EHENEH

vypoétem inverze i primym vypoctem.

3. Vektorové prostory, linearni zavislost
1. Zjistéte, zda mnozina Ry = {a € R;2 > 0} s operacemi « Gy = z.y, a ®x = 2* pro
r,y € Ry, a € R tvori vektorovy prostor. Pokud ano, urcete jeho béazi a dimenzi.

2. Podle obecné teorie musi byt Ry z pfedchoziho cvideni izomorfni s RY. Jaky je
izomorfismus? (Pro kazdou volbu baze b € R4 a 1 € R! dostaneme praveé jeden.)

3. Zjistéte, zda dand mnoZina tvori vektorovy podprostor v R?

M = {(z,y) €R* x>0,y >0}
M = {(z,y) € R*z =y}

M = {(z,y) € R*% 2.y > 0}

M ={(z,y) e R}z =y + 1}

Urcete vzdy podprostor generovany M.

4. Provétfte linearni zéavislost vektort

(1,—v2,-01), (1—v2,2,1+V2), (1,—V2—-1,—vV2-1)

v R? nad skalary R a v R® nad skaléry Q.

5. Provéite linedrni zavislost polynomu v Ry[z].
a) l+a, 1—ua, 24+ — 2
b) 1 —a, o —a% 22 -1
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6. Zjistéte, zda jsou linearné zavislé matice

1 2 1 -1 0 1 2 -1
3 4)7\0 =2 1 1/7\2 1
ve vektorovém prostoru Mat;R.

7. Uvazujte R jako vektorovy prostor nad Q. Je /8 € (1,+/2)? Je /3 € (1,1/2)?
8. Zjistéte, zda

a) (1,1,1,1) pati do ((1,0,1,2),(0,0,1,3),(0,1,0,2)) C R*
b) (—1,—4,7) € R? patii do

((1,-2,3),(=2,1,—1),(0,-3,5), (=2, -5,3),(—1,-1,2)).

9. Doplite mnoziny do baze R*

M ={(1,-1,0,2),(0,2,1,3),(2,0,1,7)}
M ={(-1,1,0,0,),(0,—1,1,0),(0,0,—1,1)}.

4. Baze vektorovych prostoru

1. Urcete néjakou bazi vektorového podprostoru

M{(z1,...,2n) € R 21 294+ + 2, =0}
a doplnite ji na bazi R™. Vzpomente pritom, jak funguje Steinitzova véta o vymeéné

2. Necht P1 = <M1>, P2 = <M2> A R4, kde

My

={(4,0,-2,6),(2,1,-2,3),(3,1,-2,4)}
M,

={(1,-1,0,2),(2,2,-1,3),(0,1,1,0)}

Najdéte Py + Py, Py N Py, jejich baze a dimenze. (Pripomeite si pritom vétu dimP; +
3. V R;[z] najdéte bazi podprostori

a) Py ={f € Rs[z]; f(x) = f(—2)}

b) Py ={f € Rs[z]; f(z) = —f(—2)}

c) Py = {f € Rs[z]; f(1) = f(2) = 0}.
Uréetetaké P1QP3,P2—|—P3.



4. Najdéte souradnice vektoru v dané bazi.
a)v=(2,1,1) e R® u=((2,7,3),(3,9,4),(1,5,3))
b) v = (2, 1, 1) € R3 u=1((1,0,1),(1,0,0),(1,1,1))
c) v=a*+ 27 —I-:I;—|-1€R4[ l, u=(1+2% o +a2% 2% + 2% + 2t 23)

d)v = (1 0 _41> € Matgs(R) s bazi

1
u_<<1 0 0> <1 1 0> <1 1 1>
= 0 0 o/’\o 0 0o/’\0 0 0/’
0 0 0 0 0 0 0 0 0
-1 0 0/°\=1 =1 0/)’\=1 -1 -1

5. Souradnice a linearni zobrazeni

1. P Fipomente si pojem souradnic vektoru v dané bazi a napiste souradnice vektoru
(1,1,1,1) € R* v bézi
a) u =

((-1,0,0,0),(-1,-1,0,0),(—1,-1,-1,0),
b) 1

9 70717_1))
((0,0,0,-5),(1,2,3, 1) (1 0,— 1,0),(0, ,

(0
,0))-

< | =

2. Zjistéte, zda je zobrazeni f: R™ — R™ linearni.
a) f(z,y) = (z,y%)
) ( y) =(2$+3y,x—y)
) (:1; Y, 2 ):(:1;—17y+2,2:1;—5y,13y—2)

3. Pfipomeiite si pojem matice zobrazeni. V prostoru R? se standardni bazi u =
((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) napiste matice néasledujicich zobrazeni

a) identického zobrazeni id: R? — R?

b) kolmé projekce do osy generované vektorem (1,0,0)

¢) kolmé projekce do roviny generované vektory (0,1,0),(0,0,1)

d) nasobeni pevné zvolenym skalarem a € R.

Zapiste tato zobrazeni zptisobem pouzitym v predchozim cviceni.

4. V redlném vektorovém prostoru V = C, tj. dim V = 2, najdétete nutnou a dostatec-
nou podminku pro to, aby obecné linearni zobrazeni ¢: V — V bylo také linearni jako
zobrazeni mezi (1-rozmérnymi) komplexnimi vektorovymi prostory.

5. V prostoru C? nad R napiste matici zobrazeni (ve standardni bazi), kterd kazdy
vektor (p,q) € C? zobrazi na (ip,iq). (Matice bude v Mat,(R).)

6. Napiste matici (idps )y o identického zobrazeni na R* v bazich u, v ze cvieni 1, tzv.
matici prechodu. Napiste také (idgs ), . a uvédomte si jak se tyto matice pouZiji pro
prevod souradnic vektori z jedné baze do druhé.
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= (l,z,2%,2%)av=(14+2,1 —a,2% +
k v a naopak. PouZijte je k prevodu

7. V prostoru polynomu Rj;[z] uvaZzme baze
23 2% — 2%). Najdéte matice piechodu od

soutadnic nékolika polynomii.

1 2 3 4
4 3 2 1
cvideni a standardni (1,2) na C; [2]. Najdéte obrazy polynomt 2o — 23, 1+ 2%, 1+ 2 +
x? + x3.

u
u

8. Necht ( ) je matice zobrazeni f: Cs[z] — C; [¢] v bazich v z pfedchoziho

9. Ve standardnich bazich na R*® a R® je dano zobrazeni f matici A, ¢ matici B.

1 2 -1
1 0 1 2 1 0 1 2

A=|3 2 o |, B=[1 3071
~1 1 0 1 00 0 1
2 0 1

Uvédomte si odkud kam tato zobrazeni jdou a najdéte matice jejich kompozic. Zjistéte,
zda pajde o izomorfismus.

6. Linearni zobrazeni I1

1. Necht f: R* — R* je linedrn{ zobrazeni dané vztahem f(z1,22,23,24) = (21 + 222+
3us + 4day, 41 + 3o + 223 + x4, 11 — 200 + 3x3 — 24,31 + T2 + 23 + 24).

a) Najdéte baze jadra Kerf a obrazu Imf.

b) Doplitte bazi Im f na bézi celého R*, nejlépe bazi Ker f, pokud to pfijde (promyslete
si), a napiste matici f v této nové bazi.

2. Matice linedrniho zobrazeni f: R® — R® v bazi u = ((1,0,1),(0,1,1),(1,1,0)) je

-1 0 -1
A= 0 -1 1
-1 1 0

a) Zjistéte, zda je f izomorfismus.
b) Pokud ano, najdéte matici inverzniho zobrazeni ve standardni bazi.

3. Ve standardnich bazich Ry[z] a Rg[z] uréete matici zobrazeni, které je definovéano
jako nésobeni pevné zvolenym polynomem g € Ry[z].
a) Zvolte sami nékolik rtiznych ¢ a najdéte vidy dimenzi jadra ptislusného zobrazeni.
b) Zjistéte dimenzi obrazu podprostoru (z? + 23, — 2*) pii nékteré volbé.
Promyslete si dobfe, co je skuteéné nutné pocitat v bodech a), b).

4. Urcete dimenzi obrazu a jadra zobrazeni, které je definovano jako nasobeni matici
11
A= <4 4> v Matq(C)

a) zprava

b) zleva.
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5. Najdéte dimenzi a bazi obrazu priniku podprostortt V; a Vo C R* pii zobrazeni
f: R* = R®. Pfitom f(z,y,z,w) = (2+2y+32+w, 22 —3y—z—12w, —a+y+5w, —y—z—
2w,2x —3y —z —12w), V1 = ((2,-1,-1,1),(-2,3,1, 1)), V5, = ((0,2,0,0),(1,1,1,1)).

b b
Déle zjistéte dimenzi vzoru podprostoru W C R®, generovaného vektorem (1,1,1,1,1).

7. Permutace a determinanty

1. Uvédomte sisouvislost permutace o namnoziné X = {1,...,n} s poradim (o(1),...,o(n)).
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 vy

6 1 5 4 2 1)’”:<6 4215 3>Sp°Ctete
kompozice 0 o w, w0 ¢ a pro vsechny ¢tyri predchozi permutace spoctéte jejich paritu

(z definice pomoci podtu inverzi).

a) Pro permutace o = (

b) Napiste 7 a o jako soudiny transpozic.

2. Necht permutace # na X = {1,...,n} je definovdna pomoci cyklu na k prvcich v
X, k > 1, a ostatni prvky necht jsou samodruzné. k nazyvame délka cyklu =. Ukazte,
Ze parita této permutace je sgn(n) = (—1)*71. Odtud pak plyne, 7e je-li permutace

soudinem cykld 7y, ..., 7,, o délkich ki, ..., k, pak parita je sgn(o) = (—1)2i=1 k=,

3. Pro transpozici 0 = (1,...,J,...,7,...,n) plati sgno = Hi>]~%§.’(]’). Dokazte, ze
tentyZ vztah plati pro libovolnou permutaci o. (Navod: Uzijte vztah pro paritu souéinu

permutaci a vétu, ze kazdé permutace je souéinem transpozic.)

4. Rozlozte nasledujici permutace dané poradim na cykly a spoctéte jejich paritu.
a) (9,4,5,1,6,2,8,3,10,7)
b) (9,19,5,18,10,13,20,3,12,15,11,1,4,16,8,2,17,6,7, 14).

5. Urcete paritu permutaci:
a) (n,n—1,...,2,1)
b) (1,3,5,...,2n —3,2n — 1,2,4,...,2n)
c) (2,3,1,5,6,4,...,3n —1,3n,3n — 2).

1 0 0 1

Cté ‘ : 0 2 3 1

6. Vypoctéte determinant dle definice: L0 11
2 -3 1 0

7. Spocététe determinanty matic

o (] ;*') |
(3500

) SINT —COST
c )
cosxr  sinzx
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3 4 -3 -1 2

5 6 5 2 3
)| 4 -9 -3 7 -5

1 -4 1 1 =2

3 7 5 2 3

11 1 1

1 2 3 4
911 4 o 16

1 8 27 64

8. Vypocet determinanti a inverznich matic

1. Spoctéte tpravou na trojuhelnikovy tvar nebo vhodnym Laplaceovym rozvojem de-
teminanty matic

1 0 0 0 5
2 1 =1 3 4
A1 0 0 07
3 1 1 4 1
5 =2 3 6 1
1 0 2 0 3 0
2 3 3 4 4 5
4 0 9 0 6 0
b) 5 6 6 7T 7 8
1 0 -1 0 1 O
1 1 -1 -1 1 1
2. Vypoctéte determinanty n-tého fadu z matice D, € Mat,(R).
a 0 ... 0 0 ... 0 b
0O a ... 00 ... b O
0 0 b 0 0
W D =14 ¢ d 0 0
c 0 0 d 0
c 0 ... 0 O 0 d
n 1 1 1
1 n 1 1
b) D, = | . .
1 1 1 ... n

3. Spoctéte inverzni matice k danym maticim metodou vyuzivajici pfimé a zpétné
Gausovy eliminace a pouzitim algebraicky adjungované matice.

2) (181 ?)



1 1 1
b) 2 3 3
-1 -3 =2
1 4 -2 3
2 9 3 =2
11 6 -1 o4
0 -1 -6 0
d) Vsimnéte si, Ze vSechny t¥i matice maji determinant +1, proto vysledné inverzni
matice jsou celoéiselné. Vzpomenite obecny vysledek, ktery toto zajistuje (A™! existuje
pravé, kdyz |A| je invertibilni skalar!)

9. Systémy linearnich rovnic I

1. Reste systémy rovnic (a diskutujte jejich fesitelnost pro rizné okruhy skalart).
(1) 41’1 + 31’2 + 61’3 =1
31’1 —|— 51’2 —|— 41’3 = 10
1 — 21’2 + 21’3 =-9

(2) 121’1 — I3 —|— 51’3 = 30
31’1 — 131’2 + 21’3 =21
71’1 —|— 21’2 —|— 31’3 = 15

(3) 201 — 3x9 + 1723 — 2924 — 3625 = 22
201 — 3x9 + 18x3 — 27wy + 3325 = 21
1227 — 18z 4+ 10223 — 17424 — 21625 = 132
221 — 3x9 + 21wz — 2424 — 3025 = 20
201 — 39 + 24x3 — 21xy — 2725 = 19
2. Diskutujte reseni predchozich rovnic z hlediska reseni prislusnych homogennich sys-
tému a najdéte fundamentalni sytémy feseni pro skalary R.
3. Najdéte takovy systém rovnic nad R, aby platilo
(1) mnozina jeho fegeni je {(1 +2s —t,2t,—1+ s —t)T € R3;s5,t € R}
(2) jeho fundamentalni systém feseni je {(1,0,0,2,1),(0,1,1,1,0),(1,1,1,0,2)}
Umite najit vsechny takové systémy?

4. Reste systém rovnic s parametrem o € K, uvaite pfitom moznosti K = Z, K = R.

1+ a2 +ary =1
v +ary w3 =1

ary +x2 + w3 =1
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5. Nad R feste maticovou rovnici

1 -4 -3 1 4 7
(1) 1 -5 -3|-X=[2 5 8
-1 6 4 3 6 9
1 -1 -2 1 -2
(2) 3 2 4 |.-Xx=(3 1
1 4 0 1 5

Diskutujte pritom moznost nalezeni inverzni matice, prip. pouziti fundamentalnich sys-
tému feseni homogeniho systému.
10. Systémy linearnich rovnic II

1. Najdéte fundamentalni systém reseni nasledujiciho systému linearnich rovnic a fun-
damentalni systém feSeni prislusného homogenniho systému.

1 2 -1 x1 3
2 =5 4 .|z ] =1-1
4 -1 2 T3 5)

Reste nad skalary Z, Zg, Z7. Diskutujte pritom pouziti Cramerova pravidla i Gausovy
eliminace.

2. Ve vektorovém prostoru R* najdéte priinik podprostort V; a V, zadanych generatory
Vi=(1,1,1,1),(1,0,1,0)), V» = ((1,1,0,0),(0,1,1,1),(0,1,1,0)).

Spoététe také prinik souctu V4 +V4 s podprostorem generovanym vektorem (1, —2, 3, —4).
(Hodi se v tomto ptipadé Crammerovo pravidlo?)

3. Povazujte generdtory podprostortt V; a Vi z piedchoziho cviéeni za prvky v (Z3)*,
(Z3)*, resp. C*, a feSte znovu stejnou tlohu. Zejména si uvédomte, kolik prvkd maji
diskutované prostory a podprostory.

4. V prostoru polynomtt Rg[x] uvazte podprostory Vi = (2? + 223, —a® + %), V5 =
(2422, —142% 22 + 2% +22%), V3 = (22 + 2%, 14 32% + 27, 2%) a spoctéte jejich prinik
a V1 + V2 + V3.

11. Vlastni vektory a vlastni hodnoty I
1. Dejte piiklad zobrazeni A: R* — R? pro které je KerA = ((1,0,0),(1,1,1)), ImA =
((1,0,1)).

2. Rozhodnéte, zda existuje linearni zobrazeni A: R® — R?, které zobrazi postupné

vektory (1,2,-3),(2,1,-2),(1,—4,5) na vektory (1,2),(2,3),(1,3).
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3. Linedrni zobrazeni f: Maty(R) — R splauje f <(1) é) =1, f <(1) _01> =0,

11 1 1 - e , . .
f (1 0) =3, f (0 1) = 0. Najdéte vyjadreni f pomoci prvkt matic, jadro, obraz.
4. Zobrazeni A: Ry[z] — Ry[z] je definovéno predpisem A(f)(z) = f"'(x)—2f"(x), kde
carky oznacuji derivaci polynomu podle proménné x. Ovérte, ze A je linearni, spoctéte
jeho jadro, obraz, vlastni hodnoty, vlastni vektory.

5. Nad skalary K = R, C najdéte vlastni hodnoty a vlastni vektory zobrazeni f: K> —
K?, které je v bazi ((1,1,0),(1,—1,0),(0,0,1)) dané matici

4 =5 7
A= 1 -4 9
-4 0 5

6. Nad skalary K = Zj;, R, C najdéte vlastni hodnoty a vlastni vektory zobrazeni

f: K2 — K2, které je ve standardni bazi dané matici A = (g _02>

12. Vlastni hodnoty a vlastni vektory II

1. V R? uréete podprostor vlastnich vektort piislusnych vlastni hodnoté 3 pro matice

30 0 3 1 0 3 1 0
A=[0 3 0o)],B=(0 3 0],c=(0 3 1
0 0 3 0 0 3 00 3

2. Zjistéte, zda je matice A podobna diagonalni matici nad poli Q, R, C (to nastane
pravé kdyz vlastni vektory generuji cely prostor K*).

5 2 -3 4 7 =5
A)A=|4 5 —4 byA=[-4 5 0
6 4 —4 1 9 —4
4 2 -3
c)A=|6 4 -9
5 3 -7

3. Nechf ¢: V — V je izomorfismus. Dokazte, Ze ¢ a ¢~ ! maji stejné podprostory vlast-
nich vektort a zjistéte zavislost mezi vlastnimi hodnotami (jsou to prevracené hodnoty,
nula tam byt stejné nemize).

4. Nad skalary K = R najdéte vlastni ¢isla a vlastni vektory matic

1 2 0 3

2 -1 1 -1 -2 0 -3

a) A= 1 2 -1 b) B = o 0 2 0
0o 0 1

1 2 0 3
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13. Vlastni hodnoty a vlastni vektory II

1. Zjistéte, jak zavisi vlastni hodnoty a vlastni vektory matic A, B na parametrech «
a f3

2 3 0 2 3 0
A=14 1 0 B=14 1 0
a [ 2 a [ 24«
2. Najdéte Jordanovy kanonické tvary matic A, B, C.
2 10 3 20 0 -3 -2
A= -1 4 0 B=10 3 0 C=|-1 -2 =2
5 7 3 0 5 3 0 4 3

3. Spoététe vlastni hodnoty a vlastni vektory matice B = 34 — 243 + A2 = A + 6E
(aniZ byste poéitali B!)

2 -1 1
A=14 -2 2
2 -1 1

4. S vyuzitim existence Jordanova kanonického tvaru dokazte pro komplexni matice
vétu Hamiltonovu-Caleyovu (tvrdi, Ze kazda matice je kofenem svého charakteristického
polynomu).

14. Komplexifikace a kanonické tvary realnych matic

1. Necht D: R3[z] — R[] je linearni zobrazeni dané derivaci polynomt podle proménné
x. Ukazte, ze komplexifikace realnych polynomu da pravé komplexni vektorovy prostor
polynomt tého# stupné nad C a D©: Cs[z] — Cs[z] je opét derivace podle proménné z.
2. Projdéte si podobné jako v prvnim prikladé prostory redlnych a komplexnich matic

a linedrni zobrazeni transpozice a nasobeni pevnou (realnou) matici zprava, resp. zleva.

3. Spoctéte Jordantuv kanonicky tvar realné matice A nad C. Pak diskutujte geomet-
rické vlastnosti pfisluiného zobrazeni R?* — R? (tj. pii existenci komplexnich kofent
najdéte prislusnou invariantni rovinu, ve které je zobrazeni déno rotaci a homotetii).

1 -1 -4
A=11 1 =2
1 -1 0

4. Provedte totéz jako v predchozi tiloze v zavislosti na hodnoté parametru a € R

at+2 -2 a+2
A= a 0 a+2
a—2 0 a
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5. Necht V je redlny vektorovy prostor a uvazujme jeho komplexifikaci V© jako realny
vektorovy prostor (V©)g. Pfipomenme si pojem komplexni konjugace na komplexifikaci
a ukaZte, Ze komplexifikaci posledniho prostoru muzeme (jako komplexni vektorovy
prostor) ztotoZnit s Veq Ve,

15. Prostory se skalalarnim soucinem, I.

1. Zjistéte, zda je zobrazeni ¢: R? x R? — R skalarni souéin.

g(x,y) = 191 + T1y2 + T2y1 + T2y2
g(x,y) = 4x1y1 + 2x1y2 + Sr2y0
g(x,y) = x1y1 + x1y2 + T2y1 + 222y

2. Zkuste na R? najit takovy skaldrni soucin, aby vektory u a v na sebe byly kolmé
(1) U= (172)7 v = (273)
(2) u=(-5,2), v =(10,—4)

3. Grammovym-Schmidtovym ortogonalizacnim procesem sestrojte ortonormalni béazi
podprostoru

L={(1,1-1,-1),(1,-1,1,1),(-1,-2,0,1))
ve standardnim euklideovském R*?.

4. Najdéte ortogonalni bazi vektorového prostoru Rs[z] se skalarnim soucinem defino-
vanym vztahem f-¢ = f_ll f(z)g(x)dz. Najdéte matici pfechodu od standardni béaze

(1,2,2%,2%) do nalezené haze.

5. Najdéte ortogonalni prumét vektoru (1,2,3) do podprostoru

L={((-1,1,1),(1,1,1)).

16. Prostory se skalarnim soucinem, II.

2

1. Na vektorovém prostoru C, [¢] definujte skaldrni souéin tak, aby byla baze (1, x, %:1; yen.

ortonormalni.

2. Najdéte ortonormalni bazi podprostoru
L=1{(3,2,—4,-6),(8,1,-2,-16),(5,12, 14, 5),(11,3,4, -7)) Cc R*

ve standardnim euklideovském prostoru.
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3. Nejdéte ortonormalni fundamentalni systém reseni systému rovnic

21’1 —$2—|—5$3—|-7$4 =0
41’1 — 21’2 + 71’3 + 51’4 =0
21’1 —1’2—|—$3—5$4 =0
4. Pokud to jde, doplite dané vektory na ortogonalni bazi standardniho euklidovského
prostoru. (Kolik mame moZnosti?)
(1) u=1(2,2,1), v =(-2,1,2)
(2) u=(-3,1,-2,2), v = (4,2,-3,2).

5. Urcete vsechny hodnoty parametrt a, b, ¢, pro které je matice

a 0 2¢

1 1
A=-n 2 &
—da —% C

ortogonalni. Pro tyto hodnoty spoététe piislusny kanonicky tvar. (Promyslete geomet-
rické vlastnosti transformace!)

6. Zkuste definovat na R?® dva skaladrni souciny tak, aby zobrazeni v: R?® — RS3,
o(x1,x9,23) = (v1 + 22 + 23, —21 + 22, 23), bylo ortogonalni.

17. Ortogonalni praméty a zobrazeni

1. Najdéte ortogonalni doplnék podprostoru
P=(-1,2,0,1),(3,1,-2,4),(—4,1,2,—4))

v R?* se standardnim skaldrnim souéinem. Pak najdéte kolmé primeéty vektortl stan-

dardni béze do P a P+.

2. Necht je L = (u,v,w) C R% Nejdéte kolmy primét vektoru z do L a L+,

(1) 2 =(4,2,-5,3), u=(5,1,3,3), v=(3,-1,-3,5), w=(3,-1,5,-3)

(2) 2 =1(2,5,2,-2), u=(1,1,2,8), v=1(0,1,1,3), w=(1,-2,1,1)

3. Najdéte (primym vypoétem) vSechny ortogalni a unitarni matice fadu 2, pak vsechny
ortogonalni s kladnym determinantem.

4. Zjistéte, zda je ortogonalni transformace dana matici

1 2
VR
R S T T
IR T
Vi Vi A

kompozici reflexe a rotace, ¢i zda se jedna pouze o rotaci, a najdéte osu a thel této
rotace.
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18. Bilinearni a kvadratické formy

1. Zjistéte, zda je zobrazeni f: R? x R? — R bilinedrni forma na R% Pokud ano,
rozhodnéte, zda je symetricka nebo antisymetricka.

(1) f(l',y) = T1Y2
(2) flz,y) = x1y1 + 2y2 — 12
(3) flz,y) = x1y2 — 2291 + 7191

2. Uréete hodnost bilinedrni formy f(x,y) = x1y1 + 2x2y1 — 22y2 + 323y2 na R® a
najdéte jeji matici v

(1) standardn{ bazi R?

(2) v bazi (1,1,1),(0,1,1),(1,0,1)

3. Uvazme bilinearni formu hA(x,y) = 2x1y1 — 4x1y2 — 3x2y2 + 222y3 — 423ys — T3Y3
definovanou na C* a necht f(x) je ji definované kvadratické forma.

1) Napiste analytické vyjadreni f.
P y yJ
(2) Najdéte polarni formu ¢ pro f.

4. Uréete hodnost kvadratické formy f(z) = :1;% —2xy19 + 8x1w3 — 2w223, Uvazujeme-li
f jako formu na C?, resp. na R5.

5. Najdéte diagonalni tvar formy f na R® pomoci algoritmu doplnéni na ¢étverce
(1) f je dana formuli z pfedchoziho cviceni

(2) flx,y) = 423 + 223 + 1522 + day29 — daq23 — S8wgws

(3) flo,y) = x120 + 2125 + 2223

19. Realné a komplexni kvadratické formy

1. Najdéte kanonické tvary kvadratickych forem na C* danych vztahy (2), (3) z cviéeni
5 predchozi série. Najdéte také prislusné polarni baze.

2. Zjistéte vlastnosti realnych kvadratickych forem, napt. definitnost, pozitivni definit-
nost apod. (pozor na zéavislost na prostoru V na némz je forma definovana)

(1) f(z) = af — 120 + 23
(2) f(z) = 22122 + 4aq 23
(3) f(x) = —22% — 823 — 323 + 2x122 + 4ay23 — 22003

3. Najdéte vsechny hodnoty parametru a € R, pro které je kvadratické forma f na R?
positivné definitni, resp. negativné definitni (pouZijte Sylvestrovo kriterium)

(1) f(z) = 2% + 25 + daz 22 + a®x1 23
(2) f(z) = az? + azi + (a — 3)a3 + 22129 + 2ax123 + 22223
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20. Adjungovana zobrazeni
1. Linedrni zobrazeni ¢: R® — R3 je ddno vztahem
g@(l’,y,Z) = (l‘ _2y +z, +327_y _Z)
(1) Spoététe dudlni zobrazeni ¢*: R3* — R3*
(2) adjungované zobrazeni ¢*: R® — R? vzhledem ke standardnimu skaldrnimu
soudinu na R3.

(3) adjungované zobrazeni ¢*: R® — R? vzhledem ke skaldrnimu souéinu

(z,y,2), (:1;’, Yy, Z/)> =2z +ay + 2’y + 2y Fy e+ 22

2. Na C! se standardnim skaldrnim sou¢inem uréete, kdy je samoadjungované zobrazeni

S‘Q(x7y7 Z? w) - (O{x76y7727 5w)

pro a, 3,7,6 € C.

3. Na prostoru realnych polynomu stupné 2 se skalarnim souéinem danym f -g =
1 vy . ; ;

Jo f(z)g(z)dz spoltéte adjungované zobrazeni k

(1) operaci derivovani podle proménné
(2) operaci nasobeni pevnym polynomem
(3) operaci "zapomenuti monomu stupné 2”

4. Na R? se standardnim skaldrnim souéinem najdéte adjungované zobrazeni k promitani

na vybrany podprostor ve sméru doplikového podprostoru. Kdy bude toto promitani
samoadjungované?

21. Analyticka geometrie I

1. V roviné Rs ja dan trojihelnik ABC. Oznadme po fadé A, B', C' stfedy jeho stran
BC, AC, AB. Dokaite 7e v zaméfeni R? plati

(A= A)+(B'"-B)+(C'-C)=0.
2. Je dana primka p : 2x + 3y — 6 = 0. Urcete jeji parametricky popis. Jak se ziska
implicitni popis z parametrického?

3. Urcete vzajemnou polohu polohu primek
(1) p:2e —3y+4=0,¢:3c+2y—7=0
(2) p:(x,y)=(1,-1)4+¢(1,-2),¢: 20 +y—1=0
(3) p: (l’,y) = (27 1) —I—t(—l,?)), q: (l’,y) = (173) +t(27_6)
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4. Zjistéte vzajmenou polohu rovin

(1) o (r,2) = (L-2,3) + H-1,0,1) + 5(2,1,0)
B (ry ) = (~1,0.0) 4 1(1,1,2) + 5(~1.5.1)
(2) a:(z,y,2) =(2,—-1,1) —I—t(l,l,l) +s(1,-1,0)

B:ax+y—2241=0
3) a:20—y4+2z—-9=0,:04+y—2=0

5. Najdéte parametrické vyjadreni piimky v Rz zadané

‘{Zx—y—l—z—9:()
' r+y—2=0

Jak vypadaji rovnice vSech rovin prochazejicich danou pfimkou p (tzv. svazek rovin)?
Jak se ziska jejich obecna rovnice z parametrického, resp. implicitniho tvaru p.

Zadejte parametricky 1 implicitné piimku, resp. rovinu zadanou dvémi, resp. tfemi,
body. Zadani volte sami.

6. Najdéte piicku mimobéZek p, ¢ prochazejici bodem M. Je ddno M = (7,0,4),
pi(x,y,z)=(2,-1,1)+¢(1,2,1), ¢: (z,y,2) = (1,1,1)+¢(2,—1,1) Jak se hledd pficka

zadana smérem?

22. Analyticka geometrie 11

1. V roviné Es je dan obdélnik ABC D. Dokazte %e v jejim zaméieni R? se standardnim
skalarnim soudinem plati (A — M) - (C — M) = (B — M) - (D — M).

2. Ukazte, ze ortogonalni doplnék zaméreni nadroviny v E,, zadané implicitnén : ayx1+
-4 apty + ag = 0 je generovan tzv. normalovym vektorem v = (ay,... ,ay).
Ukazte, Ze pro vzdalenost bodu A = (y1,... ,yn) od n plati

|G1y1 —I_"'—I_anyn‘l’ao

1/a%_l__l_a%

3. Urcete pro jaké vektory v Ey, E3 plati
(1) [lu+ o] = [Ju =]
(2) [lw+of[ =[]l = [|v]]
(3) [lw+vl[ = [[ufl = [|v]]
(4) [lu+ vl > [Ju =]

4. Najdéte soufadnice vrcholt krychle ABCDEFGH, je-li A = (1,-1,3), B =(3,0,5),
D =(-1,1,4) (pokud existuje).

p(A,n) =

5. Napiste rovnici pfimky p, ktera obsahuje M = (3,2) a s primkou ¢ : V3r—y+3=0

s s
svira thel T, resp.
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6. Urcete bod @) soumérny k bodu P = (3, —1,4) podle ptimky p : (z,y,2) = (=7,—4,7)+
#(4,3,—1).

7. Najdéte osu mimobézek p : (x,y,z) = (0,—15,—6) + t(2,-1,3), ¢ : (v,y,2) =
(3,4,2) + (4,2, —3).

23. Analyticka geometrie I11

1. Ukazte, ze odchylka dvou nadrovin je rovna odchylce jejich normalovych vektora.

2. Spoététe vysku pravidelného ¢tyisténu ABC'D v Ej3 a odchylky jeho protilehlych
hran .

3. Spoctéte povrch a objem ¢tytsténu ABCD v Es je-li A =(1,-1,2), B =(2,0,-2),
C=(3,-2,0), D=(1,1,1).

4. Spoctéte objem a vysku ¢tyrbokého jehlanu ABCDV v Es, je-li A = (2,-1,2),
B =(0,0,5), C =(-1,0,5), D = (4,-3,—-4), V = (1,2,1). Déle uréete odchylky jeho
hran od podstavy.

24. Analyticka geometrie IV

1. Uvazme n —1 vektort uy = (11,...,2Z1n)s -+ Un—1 = (L(n—1)1,- -+ > L(n—1)n) V stan-
dardnim orientovaném euklidovském vektorovém prostoru R”. Déle uvazme matici
Y1 Y2 Yn
11 12 e Tin
A=
Lin-1)1 L(n-1)2 -+ L(n=1)n

Ukaizte, ze vektor u, = (A11,...,A1n), kde A;; jsou algebraické doplitky prvka a;;
matice A ma nasledujici vlastnosti:
(1) uy je kolmy na vSechny wuy, ... ,up—1
(2) velikost vektoru ||u,]| je rovna (neorientovanému) objemu rovnobéZnosténu zadaného
vektory uy,... ,U(p—1)
(3) u1,...,u, je baze R™ kompatibilni s orientaci.
V dimenzi 2 tak dostavame obvykly wvektorovy soucin dvou vektort uy, us.

2. Najdéte kanonické rovnice a osy kuzelosecky dané ve standardni souradné soustavé
rovnici
(1) 22 + y* + 4oy + 22 + 1 = 0 (hyperbola s vrcholem v (—%, —4) a osami ve
LV2 V2

smérech (£%5%, %
(2) 22% — 3y* + day + x + 10y — 3 (dvé rtiznobézné piimky)
3. Napiste rovnici kruznice prochazejici bodem A = (1,2) a dotykajici se piimek p :
r—y+3=0,qg:2—y—1=0.



