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� Variace� kombinace

De�nice�

Pro libovoln� r � R� k � N� de�nujeme�

klesaj�c� faktori�l� �r�k �

�
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kombina�n� ��slo� de�nujeme pro libovoln� r � R� k � N� jako
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Pozn�mka�

Podle de�nice pro libovoln� r � R plat�
�
r
�

�
� �� zejm�na

�
�
�

�
� � a pro libovoln� k � N plat��

�
k

�
� �� Tyto hrani�n� podm�nky spolu s rekurentn� formul� umo !uj� postupn" po��tat

v�echny hodnoty
�
n
k

�
pro n� k � N��

Poznamenejme je�t"�  e
�
n
n

�
� ��

�
n
k

�
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k��n�k�� a
�
n
k

�
� � pro n � k�

Variace

V n�sleduj�c�ch #vah�ch nech$ k � N� a nech$ M je kone�n� mno ina maj�c� n � jM j prvk
�
De�nice�

Uspo��dan� k�tice �m�� � � � �mk� vz�jemn" r
zn%ch prvk
m�� � � � �mk �M se naz%vaj� variac�
k�t� t��dy v M � Vz�jemn" jednozna�n" odpov�daj�c� prost%m zobrazen�m f�� � � � � kg �M �
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��� Tvrzen�

Po�et variac� k�t� t��dy v M je roven ��slu �n�k

Pozn�mka�

Je�li n � k� pak �n�k � ��

��� D�sledek

Po�et v�ech permutac� mno iny M je roven n��

De�nice�

Uspo��dan� k�tice �m��m	� � � � �mk� libovoln%ch prvk
 m��m	� � � � �mk � M se naz%vaj�
variac� k�t� t��dy s opakov�n�m� Vz�jemn" jednozna�n" odpov�daj� libovoln%m zobrazen�m
f�� � � � � kg �M �

��� Tvrzen�

Po�et v�ech variac� k�t� t��dy v M s opakov�n�m je roven ��slu nk� klademe�li �� � ��

Kombinace

Libovoln� k�prvkov� podmno iny L �M naz%v�me kombinac� k�t� t��dy v M � Jim vz�jemn"
jednozna�n" odpov�daj� zobrazen��
f � M � f�� �g spl!uj�c�

P
m�M

f�m� � k vztahem f�m� � �� m � L�

Rozd"l�m�li na M pevn" n"jak� line�rn� uspo��d�n� 	� pak k�prvkov� podmno iny L � M
vz�jemn" jednozna�n" odpov�daj� vzestupn" uspo��dan%m k�tic�m �m�� � � � �mk� vz�jemn"
r
zn%ch prvk
 v M �

��� Tvrzen�

Po�et v�ech kombinac� k�t� t��dy v M je roven ��slu
�
n
k

�
� �n�k

k�

D�kaz�

Plyne z Tvrzen� ���� nebo$ podle D
sledku ��� na k�prvkov� podmno in" L �M existuje k�
permutac�� t�j� variac� k�t� t��dy v M �

Pozn�mka�

To plat� i tehdy� je�li n � k pak
�
n
k

�
� �

De�nice�

M"jme nyn� libovoln� zobrazen� g � M � M� spl!uj�c�
P

m�M
g�m� � k� Naz%v�me je kombi�

nace k�t� t��dy v M s opakov�n�m � Pro kritick� m � M ud�v� g�m� po�et v%skyt
 v dan�
kombinaci� P�i pevn" zvolen�m line�rn�m uspo��d�n� 	 na M pak kombinace n�t� t��dy v M
vz�jemn" jednozna�n" odpov�daj� vzestupn" uspo��dan%m k�tic�m �m�� � � � �mk� libovoln%ch�
ne nutn" r
zn%ch prvk
 z M �

��	 Tvrzen�

Po�et v�ech kombinac� k�t� t��dy v M s opakov�n�m je roven ��slu
�
n�k��

k

�
�

D�kaz�

M
 eme p�edpokl�dat p��mo�  e M � f�� � � � � ng� Je�li k � �� je uveden% po�et roven ��
Pokud k � N � n � �� je tento po�et roven ��
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Permutace

��
 V�ta

V okruhu Z�x� y� polynom
 dvou prom"nn%ch x� y nad Z pro libovoln� n � N plat�

�x� y�n �
nX
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�
xk�yn�k

Pozn�mka�

V"ta ��� je ve�ejnosti zn�ma sp��e pod pseudonymem Binomick� v�ta�

��� D�sledek
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�� Pro libovoln� m�n � N� plat�
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D�kaz�

�� Z�ejm� z Binomick� v"ty dosazen�m x � y � �

�� Z�ejm� z Binomick� v"ty dosazen�m x � ��� y � �

�� Nenulov� s��tance jsou jen pro n 	 k 	 m� Pak vych�z�
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Zvolme nyn� nekone�nou matici C � �����n
�
m
n

�
��m�n
�� Tato matice m� v ka d�m

��dku jen kone�n% po�et nenulov%ch prvk
� Potom D
sledek ��
���� lze p�epsat ve
tvaru C�C � E� kde E je nekone�n� jednotkov� matice�

��
 D�sledek

Nech$ fang�n
�� fbng�n
� jsou dv" posloupnosti re�ln%ch ��sel� Pak

bn �
nX

k
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�
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ak pro n � N� �
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D�kaz�
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Sta�� si uv"domit�  e uveden� lze p�epsat jako

�B� b�
b�
���

�CA � C

�B� a�
a�
���

�CA
a

�B� a�
a�
���

�CA � C

�B� b�
b�
���

�CA� Pak jedna plyne z druh� pomoc� C�C � E�

Pozn�mka�

Jedn� se o p��klad vz�jemn" inverzn�ch formul��
Pro libovoln� l � N a k�� � � � � kl � N� de�nujeme

�
k������kl
k������kl

�
� �k������kl��

k�������kl� �
Naz%vaj� se polynomick� koe�cienty� V n�sleduj�c�m tvrzen� oz�ejm�me v%znam t"chto ��sel�

���� Tvrzen�

Bu� M kone�n� mno ina maj�c� n � jM j prvk
� Nech$ k�� � � � � kl � N� jsou takov��  e
k� � � � �� kl � n�
Pak po�et v�ech zobrazen� h � M � f�� � � � � lg spl!uj�c�ch podm�nku jh���i�j � ki pro
i � �� � � � � l je rovno ��slu

�
n

k������kl

�
�

D�kaz�

Indukc� vzhledem k l�
Pro l � � je tvrzen� z�ejm�� Nech$ l � N � l � �� Uva ujme libovoln� zobrazen� spl!uj�c�
uveden% po adavek� Polo �me L � h���l�� Podle tvrzen� ��&� existuje

�
n
kl

�
mo nost� jak

m
 e vypadat mno ina L� Podle induk�n�ho p�edpokladu zobrazen� h na mno inu M � L
je mo no vyhotovit

�
n�kl

k������kl��

�
zp
soby� Odtud plyne�  e po�et v�ech ur�en%ch zobrazen� je

roven �
n

kl

��
n� kl

k�� � � � � kl��

�
�

n�
kl��n� kl��

� �n� ki��
k�� � � � � � kl���

�

�
n�

k�� � � � � � kl��� � kl� �

�
n

k�� � � � � kl

�

���� V�ta

Pro libovoln� n� k � N v okruhu Z�x�� � � � � xl� polynom
 l prom"nn%ch nad Z plat�

�x� � � � �� xl�
n �

X�
n

k�� � � � � kl

�
�xk�� � � � � � xkll �

kde suma jde p�es v�echny l�tice �k�� � � � � kl� � N l
� spl!uj�c� k� � � � �� kl � n�

D�kaz�

Analogicky jako d
kaz V"ty ��� s pou it�m Tvrzen� �����

���� D�sledek

Pro libovoln� n � N� a l � N plat�X�
n

k�� � � � � kl

�
� ln�

kde suma jde p�es v�echny l�tice �k�� � � � � kl� � N l
� spl!uj�c� k� � � � �� kl � n�

D�kaz�

Pro n � � z�ejm� a pro n � N plyne z V"ty ���� dosazen�m � za v�echny prom"nn� x�� � � � � xl�
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���� Tvrzen�

Nech$ k�� � � � � kl � N� a nech$ n � k� � � � �� kl� Je�li n � N pak plat���
n

k�� � � � � kl

�
�
X�

n� �
k�� � � � � kj��� kj � �� kj��� � � � � kl

�
kde suma jde p�es v�echna j � �� � � � � l takov��  e kj � N �

Pozn�mka�

Jedn� se o ��ste�n� zobecn"n� rekurentn� formule v Tvrzen� �������

D�kaz�

P��m%m v%po�tem�

X�
n� �

k�� � � � � kj��� kj � �� kj��� � � � � kl

�
�
X �n� ���

k�� � � � � � kj��� � �kj � ��� � kj��� � � � � � kl� �

�
X kj � �n� ���

k�� � � � � � kj � � � � � � kl� �
�n� ���

k�� � � � � � kl� �
X

kj �
�n� ���

k�� � � � � � kl� � �
nz 	
 �

k� � � � �� kl� �

�

�
n

k�� � � � � kl

�
�

nebo$ p�id�n�m nulov%ch s��tanc
 se sou�et nezm"n��

� Princip inkluze a exkluze

Dok� eme nejprve zobecn"n� D
sledku ��	� Bude se t%kat syst�mu ��sel indexovan%ch
kone�n%mi podmno inami M � S n"jak� mno iny S�

��� V�ta

Bu� S libovoln� mno ina� Nech$ faM j M � S� jM j � �g� fbM j M � S� jM j � �g� jsou
dva syst�my re�ln%ch ��sel� Pak

bM �
X
L�M

aL pro M � S� jM j ���
 aM �
X
L�M

����jM�LjbL pro M � S� jM j ��

D�kaz�

Nech$ plat� prvn� vztah pro v�echny kone�n� podmno iny M � S� Pak do sumy v druh�m
vztahu lze dosadit z prvn�ho vztahu� ��m vych�z��X

L�M
����jM�LjbL �

X
L�M

����jM�Lj � �
X
H�L

aH� �
X
L�M

X
H�L

����jM�LjaH �

�
X
H�M

X
H�L�M

����jM�Lj�aH �
X
H�M

aH
X

H�L�M
����jM�Lj �

�
X
H�M

aH �
�� X
jHj�l�jMj

����jMj�l �
�jM �H j
l � jH j

��A �

�
X
H�M

aH

��jM�HjX
k
�

����jM�Hj�k
�jM �H j

k

��A �
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�
X
H�M

aH � ����jM�Hj

��jM�HjX
k
�

����k
�jM �H j

k

��A � aM

Nebo$ podle D
sledku ��
���� je posledn� suma v z�vork�ch nenulov� jen pro H � M �
T�m jsme dostali druh% vztah pro v�echny kone�n� podmno inyM � S� Dosazen�m ��vztahu
do �� vztahu dostaneme to co pot�ebujeme�

Pozn�mka�

D
sledek ��	 plyne z V"ty ��� n�sledovn"�
Nech$ fang�n
�� fbng�n
� jsou posloupnosti re�ln%ch ��sel� Bu� S spo�etn� mno ina� D�le

de�nujme syst�my re�ln%ch ��sel

faM j M � S� jM j ��g� fbM j M � S� jM j ��g

takto� aM � ����jMj�ajMj� bM � bjMj pro M � S� jM j ��� Pak prvky ve V"t" ��� p�ejdou
pomoc� Tvrzen� ��& ve formule v D
sledku ��	�

Pou it�m V"ty ���� ve speci�ln� aplikaci dostaneme n�sleduj�c��

��� D�sledek � Princip inkluze a exkluze

Bu� Q kone�n� mno ina� Nech$ fAi j i � Ig je kone�n% syst�m podmno in mno iny Q�
tj� jI j � � a Ai � Q pro i � I � Polo �me Ai � Q � Ai pro i � I � pak pro libovolnou
podmno inu J � I plat��

j
�
i�J

Ai �
�

i�I�J
Aij �

X
J�K�I

����jK�Jjj
�
i�K

Aij

Pozn�mka�

Dodejme pro ur�itost�  e
T
I��

Ai � Q�

D�kaz�

Je evidentn��  e pro libovolnou podmno inu J � I plat�
T
i�J

Ai �
S

J�K�I
�
T
i�K

Ai �
T

i�I�K
Ai�

Kde pr
nik vlevo je disjunktn� sjednocen� mno in�
Pokud j T

i�J
Aij �

P
J�K�I

j T
i�K

Ai �
T

i�I�K
Aij�

De�nujme nyn� syst�m ��sel faJ j J � Ig� fbJ j J � Ig takto�
aJ � j T

i�I�J
Ai �

T
i�J

Aij� bJ � j T
i�I�J

Aij pro J � I �

Pak tento p�edchoz� vztah lze p�epsat jako formuli bI�J �
P

J�K�I
aI�K pro v�echna

J � I � Polo �me M � I � J � L � I �K pak J � K � L �M �
Podle V"ty ���� pak plat� tak� inverzn� formule a

aM �
X
L�M

����jM�LjbL pro v�echna M � I

neboli
aI�J �

X
J�K�I

����jK�JjbI�K pro v�echna J � I

Co p�eps�no nazp"t d� dokazovan% vztah�
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Nej�ast�j�� interpretace�

D�na kone�n� mno ina Q objekt
� kter� mohou m�t kone�n" mnoho vlastnost� vi� i � I �
Ozna�me Ai mno inu v�ech objekt
 z Q n"jak� vlastnosti vi� pro i � I � Potom vztah
v D
sledku ��� ud�v� pro danou podmno inu J � I po�et t"ch objekt
� kter� maj� pr�v"
vlastnosti vi pro i � J � Tento vztah a jeho n�sleduj�c� d
sledky b%vaj� ozna�ov�n jako Princip
inkluze a exkluze�

��� D�sledek

Vztah pro po�et objekt
 nemaj�c�  �dnou z uveden%ch vlastnost��
Bu� Q kone�n� mno ina� Nech$ fAiji � Ig je kone�n% syst�m podmno in v Q� Ozna��me
A��� �

T
i�I

�Q�Ai� � Q� S
i�I

Ai�

Pak plat��
jA���j �

X
K�I

����jKjj
�
i�K

Aij� kde
�
i��

Ai � Q

D�kaz�

Okam it" z D
sledku ��� pro J � ��
Pozn�mka�

D
sledek ���� je jenom jinou formulac� skute�nosti�  e pro libovoln% kone�n% syst�m mno in
fAi j i � Ig kone�n%ch mno in plat�

j


i�I

Aij �
X

��
K�I
����jKj���j

�
i�K

Aij �

X
i�I

jAij �
X

fi�jg�I 	i�
j
jAi � Aj j�

X
fi�j�kg�I 	i�
j �
k

jAi � Aj � Akj � � � �� ����jIj��j
�
i�I

Aij

��� D�sledek

Vztah pro po�et objekt
 ur�uj�c�ch pr�v" r vlastnost� � 	 r 	 jI j
Bu� Q kone�n� mno ina� Nech$ fAi j i � Ig je kone�n% syst�m podmno in v Q� Pro
libovoln� r � N�� � 	 r 	 jI j ozna��me A�r� �

S
J�I�jJj
r

�
T
i�j

Ai �
T

i�I�J
Ai��

Pak plat��

jA�r�j �
X
K�I

r�jKj

����jKj�r
�jKj

r

�
�j�
�
i�K

Aij

D�kaz�

S pou it�m D
sledku ���� plat��

jA�r�j �
X
J�I

jIj
r

j
�
i�I

Ai �
�

i�I�J
Aij �

X
J�I

jJj
r

X
J�K�I

����jK�Jjj
�
i�K

Aij �

X
K�I

r�jKj

X
J�K

jJj
r

����jK�Jjj
�
i�K

Aij �
X
K�I

r�jKj

�jKj
r

�
����jKj�rj

�
i�K

Aij

P	�klad�

M"jme n � N�� Ur�ete po�et v�ech permutac� � mno iny f�� � � � � ng� kter� nemaj�  �dn%
pevn% bod� tj� takov%�  e ��i� 
� i� pro i � �� � � � � n�

�e�en��
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Ozna��me Sn mno inu v�ech permutac� mno iny f�� � � � � ng� De�nujme podmno iny
fA�� � � � Ang permutac� z Sn takto�

Ai � f� � Sn j ��i� � ig pro i � �� � � � n� Pak v ozna�en� z D
sledku ��� je A��� pr�v"
mno ina v�ech permutac� z Sn� kter� nemaj�  �dn% pevn% bod� Vztah pro po�et prvk

mno iny A��� lze p�epsat p��padn" takto�

jA���j � jSnj �
nP
i
�

jAij�
P
i�j

jAi � Aj j �
P

i�j�k

jAi � Aj � Akj� � � �� ����t
P

i������it

jAi �
� � � � Ait j� � � �� ����njA� � � � � � Anj�

P�itom pro libovoln� t � �� � � � � n a pro libovoln� i� � � � � it podle D
sledku ��� plat��

jAi� � � � � � Ait j � �n� t��

p�i�em takov%ch s��tanc
 podle tvrzen� ��&� budu moci vytvo�it
�
n
t

�
� Tak e celkem vych�z��

jA���j � n���n���n�����
�
n
	

�
�n������n���n����� � � ������t

�
n
t

�
�n�t��� � � ������n�� �

n�

�
�� �

��
�

�
��
� �

��
� � � ��

����t

t�
� � � ��

����n

n�

�

 �z 	

konverguje k �
e
pro n
�

Obecn"j�� #lohou by bylo ur�it po�et v�ech permutac� z Sn maj�c�ch pr�v" r pevn%ch
bod
� V ozna�en� z D
sledku ���� to znamen� ur�it po�et v�ech prvk
 z mno iny A�r��
Propo�ten�m p��slu�n�ho vztahu postupn" dostaneme

jA�r�j �
nX
t
r

����t�r
�
n

t

�
�

�
t

r

�
��n� t�� �

n�
r�

nX
t
r

����t�r � �
�t� r��

�

n�
r�
�
�
�� �

��
�

�
��
� �

��
� � � ��

����n�r

�n� r��

�

� M�biova inverzn� formule

M�biova funkce je pro libovoln� n � N de�nov�na n�sledovn"�

� ���� � �

� ��p� � � � � � pk� � ����k pro k � N a libovoln� vz�jemn" r
zn� prvo��sla p�� � � � � pk�

� ��q	�r� � � pro libovoln� q� r � N� q � ��

��� Lemma

Pro libovoln� n � N plat�� X
djn

��d� �

�
�� pro n � �
�� pro n � �

�

kde suma jde p�es v�echny d"litele d � N ��sla n�

D�kaz�

Pro n � � z�ejm�� Nech$ n � �� Pak n lze jednoduch%m zp
sobem zapsat ve tvaru sou�inu
n � p��� � � � � � p�kk � kde k � N � p�� � � � � pk jsou vz�jemn" r
zn� prvo��sla a ��� � � � � �k � N
Polo me n� � p� � � � � � pk�

Pak z de�nice funkce � plyne�  e
P
djn

��d� �
P
djn�

��d� �
kP
i
�

�
k
i

�
����i � ��

Podle D
sledku ��
����
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��� V�ta

Nech$ fang�n
�� fbng�n
� jsou dv" posloupnosti n�hodn%ch re�ln%ch ��sel� Pak

bn �
X
djn

ad pro �n � N �
 an �
X
djn

��
n

d
�bd pro �n � N

D�kaz�

Nech$ plat� prvotn� vztah pro v�echna n � N � Pak do sumy v druh�m vztahu m
 eme
dosadit z prvn�ho vztahu� ��m dostanemeP

djn
��n

d
�bd �

P
djn

��n
d
��
P
cjd

ac� � � � � polo �me e � n
d
� pak d � n

e
� �cjn

e
� cejn � ejn

c
�

� � � �
P
ejn

��e� � P
cjn
e

ac� �
P
cjn

P
ejn

c

��e�ac �
P
cjn

ac

�P
ejn

c

��e�

�
� an

nebo$ posledn� suma v z�vork�ch j nenulov� jen pro c � n� podle Lematu ���� T�m jsme
dostali druh% vztah pro v�echna n � N � Analogicky dosazen�m druh�ho vztahu do sumy
v prvn�m vztahu dostaneme prvn� vztah�

Jednou z aplikac� je snadn� odvozen� vztah
 pro Eulerovu funkci�

De�nice�

Eulerova funkce� 	 je pro libovoln� n � N de�nov�na vztahem

	�n� � jfk � N j k 	 n� �k� n� � �gj�
kde �k� n� je nejv"t�� spole�n% d"litel ��sel k� n�

��� Lemma

Pro libovoln� n � N plat�� X
djn

	�d� � n

D�kaz�

Uk� eme�  e p�edpisem �d� c� �� n
d
� e je de�nov�na bijekce mezi mno inami

f�d� c� j djc � N� djn� c 	 d� �c� d� � �g � fe � N j e 	 ng

Lemma pak vyjad�uje rovnost po�tu prvk
 t"chto mno in� Uveden%m p�edpisem je
skute�n" de�nov�no zobrazen� mezi t"mito mno inami�

Toto zobrazen� je surjektivn�� nebo$ ka d� e � N spl!uj�c� e 	 n lze ps�t ve tvaru e � b�c�
kde b � �e� n�� c � e

b
� tak e polo �me�li d � n

b
m�me e � n

d
� c� p�i�em jist" djn� c 	 d�

�c� d� � ��
Toto zobrazen� je sou�asn" tak� prost�� nebo$ p�i t"chto podm�nk�ch nutn" n

d
� �e� n�

tak e takov% rozklad e je jedine�n%�
e � n

d
� c� �c� d� � ��

��� Tvrzen�

Pro libovoln� n � N plat�

	�n� � n�

kY
i
�

��� �
pi

��

kde p�� � � � � pk jsou v�echna vz�jemn" r
zn� prvo��sla� kter� d"l� n�

Pozn�mka�

Pro n � � sou�in napravo zmiz��
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D�kaz�

De�nujeme�li posloupnosti fang�n
�� fbng�n
� p�edpisy an � 	�n�� bn � n pro v�echna n � N �
stane se vztah v Lematu ��� prvn� z funkc� ve V"t" ���� Podle t�to v"ty plat� ov�em i druh�
formule� kter� zde dostane tvar

	�n� �
X
djn

��
n

d
� � d

Polo �me�li zde c � n
d

dostaneme

	�n� �
X
cjd

��c�
n

c

Polo �me�li d�le stejn" jako v D
sledku Lematu ���� n� � p�� � � � � pk�
Z de�nice funkce plyne 	�n� �

P
cjn�

��n� � n
c
� co rozeps�no podrobn"ji d�v��

	�n� � n�
kP
i
�

n
pi

�
P
i�j

n
pi�pj

� P
i�j�l

n
pi�pj �pl

�� � ������t � P
i������it

n
p������pt �� � ������k n

p������pk
Co je pr�v" dok�zan% vztah po rozn�soben��

� Vytvo�uj�c� funkce� generuj�c� funkce

Ozna�me R�x� algebru form�ln� mocninn	ch �ad nad R� x nech$ je prom"nn�� Jej�mi prvky
jsou v�echny posloupnosti fang�n
� re�ln%ch ��sel� kter� zapisujeme form�ln" jako mocninn�

�ady
�P
n
�

anx
n�

Tedy R�x� obsahuje okruh polynom
 R�x� a operace lze p��mo roz���it na cel� R�x� t%mi 
p�edpisy�

�
�X
n
�

anx
n� � �

�X
n
�

bnx
n� �

�X
n
�

�an � bn�x
n

�
�X
n
�

anx
n� � �

�X
n
�

bnx
n� �

�X
n
�

cnx
n� kde cn �

�X
i
�

aibn�i

T�m se z R�x� st�v� okruh�
Pro tyto mocninn� �ady lze form�ln" de�novat rovn" derivaci

�
�X
n
�

anx
n�� �

�X
n
�

n � anxn�� �
�X
n
�

�n� ��an��x
n

Na mocninnou �adu
�P
n
�

anx
n lze ov�em tak� pohl� et jako na �adu re�ln%ch funkc��

Z matematick� anal%zy v�me�  e jej� polom"r konvergence je roven r � �
n
�

kde n � limn
� sup n
pjanj� � �� ��� �

� � ��
Je�li n � �� pak na intervalu ��r� r�� je tato �ada absolutn" konvergentn�� a jej� sou�et

a�x� je funkce� kter� m� v�echny derivace� Pak p��eme
�P
n
�

anx
n � a�x��

Tak� v�me�  e pak uvnit� konvergentn�ch interval


�
�X
n
�

anx
n� � �

�X
n
�

bnx
n� � a�x� � b�x�

�
�X
n
�

anx
n� � �

�X
n
�

bnx
n� � a�x� � b�x�
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�
�X
n
�

anx
n�� � a��x��

kde nalevo vystupuj� v%�e de�novan� form�ln� operace na mocninn%ch �ad�ch� zat�mco
vpravo jsou obvykl� s��t�n�� n�soben� a derivace p��slu�n%ch re�ln%ch funkc�� Derivovan�
�ada m� stejn% polom"r konvergence jako �ada p
vodn��

Souvislost mezi pojet�m algebry a anal	zy
 V�me�li�  e �ada
�P
n
�

anx
n m� polom"r konver�

gence r � �� pak je pln" ur�ena podle sou�tu a�x� na intervalu ��r� r� nebo$ an � a�n�����
n�

pro n � N�� podle uveden%ch pozn�mek o derivac�ch�
Z anal%zy v�me nap��klad�  e plat��

ex �
�X
n
�

xn

n�
pro x � R

log�� � x� �
�X
n
�

����n��x
n

n
� kde x � ���� � �

��� Tvrzen�

Pro libovoln� r � R a libovoln� x � ���� �� plat�

�� � x�r �
�X
n
�

�
r

n

�
xn �

�X
n
�

�r�n
n�

xn

De�nice�

Vytv��ej�c� funkci posloupnosti fang�n
� re�ln%ch ��sel rozum�me form�ln� mocninnou �adu
�X
n
�

anx
n�

p��padn" jej� sou�et a�x�� m��li tato �ada r � ��
Exponenci�ln� vytv��ej�c� funkci posloupnosti fang�n
� re�ln%ch ��sel rozum�me vytv��ej�c�

funkci posloupnosti

fan
n�
g�n
�

t�j� form�ln� mocninnou �adu�
�X
n
�

an
n�
xn�

p��padn" jej� sou�et a�x�� V�imn"te si�  e pak an � a�n���� pro n� � N��

P	�klad�

Ve tvrzen� ���� jsme vid"li�  e pro libovoln� r � R je funkce �� � x�r vytvo�uj�c� funkc�
posloupnosti f��r

n

�
�g�n
� a sou�asn" exponenci�ln� vytv��ej�c� funkc� posloupnosti f�r�ng�n
��

Vandenmondeova konvolu�n� formule�

��� Tvrzen�

Pro libovoln� p� q � R a m � N� plat��
p� q

m

�
�

mX
k
�

�
p

k

��
q

m� k

�
D�kaz�

Ve vztahu �� � x�p�q � �� � x�p � �� � x�q rozvedeme v�echny z�vorky podle Tvrzen� ����
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�� � x�p�q �
�P
m
�

�
p�q
m

�
xm

�� � x�p �
�P
j
�

�
p
j

�
xj

�� � x�q �
�P
j
�

�
q
j

�
xj �

posledn� dva rozvoje vyn�sob�me na

�� � x�p��� � x�q �
�P
j
�

�
p
j

�
xj �

�P
j
�

�
q
j

�
xj �

�P
m
�

�
mP
k
�

�
p
k

��
q

m�k
�
�xm

Nyn� zb%v� porovnat koe�cienty u xm u uveden%ch �ad�

P	�klad�

Nech$ y�� � � � � yn pro n � N jsou prvky n"jak� pologrupy� tak e je de�nov�n jejich sou�in
y� � � � � � yn� Kolika zp
soby je mo no tento sou�in uz�vorkovat tak� aby postup n�soben� t�m
byl jednozna�n" ur�en'

Ozna�me an hledan% po�et t"chto uz�vorkov�n� pro n � N � Je jasn��  e a� � �� a	 �
�� a� � �� Klademe d�le a� � �� Pro libovoln� n � � lze prov�st n� � zp
soby�

y� � �y	 � � � � � yn�
���

�y� � � � � � yk� � �yk�� � � � � � yn�
���

�y� � � � � � yn��� � yn
P�itom pro dan� k lze prvn�ch k prvk
 nahrazovat ak zp
soby a posledn�ch n� k prvk


an�k zp
soby� Celkem to d�v��  e

an �
nX

k
�

ak � an�k� pro n � �

Posloupnost fang�n
� je tedy �e�en�m t�to rekurentn� formule p�i v%�e uveden%ch hod�
not�ch�

Vezm"me vytvo�uj�c� funkci
�P
n
�

anx
n t�to posloupnosti� Doufejme�  e tato posloupnost bude

m�t hledan% polom"r konvergence a ozna��me a�x� jej� sou�et� Pon"vad a� � �� rekurentn�

funkce ��k��  e pro n � � je koe�cient u xn v sou�inu �ad �
�P
n
�

anx
n� � �

�P
n
�

anx
n� roven an�

Koe�cient u x v tomto sou�inu je roven a� � a� � a� � a�� zat�mco a� � �� Absolutn� �len je
roven a��a� � � �
 a� � ��

To celkem d�v�

�
�X
n
�

anx
n�	 � �x�

�X
n
�

anx
n

�a�x��	 � �x� a�x�

(e�en�m t�to kvadratick� rovnice pro a�x� jsou funkce a�x� � ��p���x
	

Ale pon"vad a��� � a� � �� m
 eme vz�t pouze

a�x� �
��p�� �x

�
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P�itom rozvoj t�to funkce do mocninn� �ady konverguje pro x � �� �
� �

�
� �� Pon"vad 

tato funkce spl!uje danou kvadratickou funkci� vyhovuj� koe�cienty jej�ho rozvoje stanoven�
rekurentn� formuli� Nav�c po��te�n� koe�cienty jsou�

a��� � ��
a����
��

� �
�p

�� �x
�x
� � �

tak e koe�cienty rozvoje nalezen� funkce a�x� jsou skute�n" �e�en�m na�� #lohy� Jsme schopn�
je vypo��tat pomoc� Tvrzen� ����

a�x� �
�� ��� �x�

�
�

�
�

��
�P
n
�

� �
�
n

�
���x�n

�
� ��

�

�X
n
�

� �
	

n

�
���x�n �

�
�X
n
�

����n�� � �	n�� �
�
	 �n
n�

� xn
 �z 	
hledan% koe�cient an

tak e #pravou obdr �me

an � ����n�� � �	n�� �
�
	 � �� �

	 � � � �	 � � � � � � � ��	n
	 �

n�
� �n�� � � � � � � � � � ��n� �����n� ��

��n� �� � n� �

��n��
����n� ����n��	

�
��n� ���

n���n� ����	

�ili

an �
�
n

�
�n� �
n� �

�
pro v�echna n � N

	 Line
rn� rekurentn� formule

De�nice�

Bu� R�x� algebra form�ln�ch mocninn%ch �ad nad R� Pro libovolnou �adu
�P
n
�

anx
n v R�x��

v n� a� 
� �� existuje �ada
�P
n
�

bnx
n takov��  e �

�P
n
�

anx
n� � �

�P
n
�

bnx
n� � �� tzn� takov� �ada�

je jednotkou okruhu R�x��
Skute�n" uveden� podm�nka  �d�� aby

a��b� � �� a��b� � a��b� � �� � � �

a��bn �
nX
i
�

aibn�i � � pro n � N�

co pon"vad a� 
� � je mo n� splnit � pot�ebn� koe�cienty bn pro n � N� je odtud postupn"
mo no vypo��tat�

Tento fakt zejm�na znamen��  e pro libovoln% polynom z R�x� s nenulov%m absolutn�m
�lenem� existuje mocninn� �ada v R�x�� kter� je k n"mu inverzn�m prvkem� Takto je mo n�
zapsat nap��klad racion�ln� lomen� funkce� tj� zlomky f

g
� kde f � g � R�x�� g s nenulov%m

absolutn�m �lenem ch�pat jako form�ln� mocninn� �ady�

Fakta o rozkladech racion�ln�ch lomen%ch funkc� na parci�ln� zlomky�
Nech$ f � g � R�x�� g 
� �� Nech$ g � h� � � � � � hm� kde m � N a h�� � � � � hm � R�x�

jsou vz�jemn" nesoud"ln� polynomy� Pak existuj� c� d�� � � � � dm � R�x� spl!uj�c� st�d�� �
st�h��� � � � � st�dm� � st�hm� takov��  e f

g
� c� d�

h�
� � � �� dm

hm
�
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Tyto c� d�� � � � � dm jsou ur�eny jednozna�n"� Je�li st�f� � st�g�� pak c � �� Tento fakt je
zobecn"n�m Bezoutovy v"ty pro polynomy a lze ho dok�zat indukc� vzhledem k m�

Jsou�li v�ichni �initel� v rozkladu g � h� � � � � � hm tvaru �x � r�k pro n"jak� r � R a
k � N � je mo no pak j�t je�t" d�l� �Uva ujme C m�sto R�

Pak pro libovoln% polynom d � R�x� spl!uj�c� st�d� � k existuj� jednozna�n" ur�en�
s�� � � � � sk � R takov��  e d

�x�r�k � s�
�x�r� �

s�
�x�r�� � � � �� sk

�x�r�k
K tomu sta�� prov�st rozvoj d se st�edem v r�
Nech$ posloupnost fang�n
� re�ln%ch ��sel vyhovuje podm�nce

an�k � q�an�k�� � q	an�k�	 � � � �� qkan

pro �n � N�� k � N a q�� � � � qk jsou re�ln� konstanty� qk 
� �� Tato podm�nka se naz%v�
line�rn� rekurentn� formule k�t�ho ��du s konstantn�mi koe�cienty� C�lem je naj�t v�echna
�e�en�� tj� v�echny posloupnosti fang�n
� vyhovuj�c� t�to formuli�

Je jich nekone�no� nebo$ tvo�� vektorov% prostor dimenze k nad R� Pozd"ji budeme
muset p�ej�t nad C�

Jestli e hodnoty prvn�ch k��len
 jsou p�edem pevn" ur�eny� tomu se ��k� po��te�n� pod�
m�nky� Maj��li b%t spln"ny tzv� po��te�n� podm�nky�

a� � 
�� a� � 
�� � � � � ak�� � 
k��

kde 
�� � � � � 
k�� jsou dan� re�ln� hodnoty� pak je t�m �e�en� fang�n
� ur�eno jednozna�n"�
Je�li zn�m� b�ze vektorov�ho prostoru v�ech �e�en�� pak toto konkr�tn� �e�en� je jej� line�rn�
kombinac�� P��slu�n� koe�cienty se ur�� z po��te�n�ch podm�nek �e�en�m soustavy line�rn�ch
rovnic�

Chceme tedy naj�t b�zi vektorov�ho prostoru v�ech �e�en� dan� rekurentn� formule� K t�to
formuli de�nujeme jej� tzv� charakteristick	 polynom� h�x� � xk � q�x

k��� q	x
k�	 � � � �� qk

Tento polynom lze nad C rozlo it na sou�in line�rn�ch polynom


h�x� � �x� r��
l� � � � � � �x� rt�

lt � kde t � N� l�� � � � � lt � N� l� � � � �� lt � k� r�� � � � � rt � C

vz�jemn" r
zn�� r� � � � � � rt 
� � nebo$ qk 
� ��

Polo �me�li d�le

g�x� � xk�h�
�
x
� � �� q�x� q	x

	 � � � �� qkx
k

Pak rozklad h�x� p�ijde na rozklad g�x� �

g�x� � ��� r�x�
l� � � � � � ��� rtx�

lt

Ozna��me a�x� vytv��ej�c� funkci
P�

n
� anx
n posloupnosti fang�n
�� Vid�me�  e

rekurentn� formule ��k� p�esn" to�  e v sou�inu a�x��g�x� jsou v�echny koe�cienty u xl pro
v�echna l � k rovny �� nebo$ dan% koe�cient je roven al�q��al���q	�al�	� � � ��qk�al�k � �
co znamen��  e existuje polynom f�x� � R�x� stupn" men��ho ne k� takov%�  e

a�x��g�x� � f�x�� �ili a�x� �
f�x�

g�x�
�

nebo$ g�x� je polynom s konstantn�m �lenem �� tak e j�m lze d"lit v algeb�e form�ln�ch
mocninn%ch �ad R�x�� Uk� eme� jak lze zlomek vpravo rozvinout v �adu�

Vzhledem k p�edchoz�mu rozkladu g�x� na sou�in line�rn�ch faktor
 nad C� v�me podle
v%sledk
 o rozkladu na parci�ln� zlomky�  e existuje

s��� � � � � s�l� � � � � � st�� � � � stlt � C

takov��  e

a�x� �
s��

�� r�x
� � � ��

s�l�
��� r�x�l�

� � � ��
st�

��� rtx�
� � � ��

stlt
��� rtx�lt




 LINE�RN� REKURENTN� FORMULE �


Podle s��tanc
 je l��� � ��lt � k� Vytv��ej�c� funkce libovoln�ho �e�en� rekurentn� formule
je tedy line�rn� kombinac� zlomk
 tvaru

�
��� rx�e

�

kde r � ri pro n"jak� i � �� � � � � t a e � f�� � � � � lig� Takov% zlomek lze rozvinout do n�sleduj�c�
mocninn� �ady� Pon"vad z�ejm"�

��� rx��� �
�X
n
�

�rx�n

dost�v�me

��� rx��e �
�
��� rx���

�e
�

� �X
n
�

�rx�n
�e

Podle de�nice kombinac� s opakov�n�m z Kapitoly �� a podle Tvrzen� ���� tedy vych�z�

���rx��e �
�X
n
�

�
e� n� �

n

�
�rx�n �

�X
n
�

�
n� e� �
e� �

�
rnxn �

�
�e� ���

�
�X
n
�

�n�e���e��r
nxn

Vytvo�uj�c� funkce v�ech �e�en� rekurentn� formule jsou tedy line�rn� kombinac� takov%ch�

to
�P
n
�

�n � e � ��e��r
n mocninn%ch �ad� Proto e t"chto �ad je k a podprostor v�ech �e�en�

m� dimenzi k� mus� j�t o v�echny mo n� line�rn� kombinace� Uv"dom�me�li si p�itom�  e
�n � e � ��e�� jsou polynomy v n�t%ch stup!
 e � � pro v�echny uveden� e� vid�me�  e je
lze nahradit jednodu���mi polynomy ne��� )ili vytvo�uj�c� funkce �e�en� rekurentn� formule

jsou pr�v" v�echny line�rn� kombinace �ad tvaru
�P
n
�

ne��rnxn� kde r � ri� i � �� � � � � t a

e � f�� � � � � lig� (e�en� rekurentn� formule jsou odpov�daj�c� line�rn� kombinace posloupnost�
koe�cient
 fne��rng�n
��

Tyto z�v"ry lze formulovat jako�

��� V�ta

Nech$ je d�na line�rn" rekurentn� formule s konstantn�mi koe�cienty� Nech$ r�� � � � � rt jsou
v�echny vz�jemn" r
zn� ko�eny jej�ho charakteristick�ho polynomu v C� nech$ e�� � � � � et jsou
jejich n�sobnosti� Pak posloupnost

fne��rni g�n
� pro i � �� � � � � t� e � �� � � � � ei

tvo�� b�zi vektorov�ho prostoru v�ech �e�en� nad C t�to rekurentn� formule� �Zde op"t
�� � ���

P	�klad�

Bu� �M�	� konstantn� �et"zec o n � jM j prvc�ch� M�me ur�it po�et an v�ech podmno in
L �M � kter� neobsahuj�  �dn� dva prvky v nich jeden pokr%v� druh% v �M�	��

Je�li n � � a je�li m nejv"t�� prvek v �M�	�� pak takov� podmno ina L bu� neobsahuje
m� �ili L �M �fmg� anebo obsahuje�li m� v tom p��pad" ov�em neobsahuje prvek m� le �c�
v dan�m �et"zci bezprost�edn" pod m tak e pak L � fm�g � M � fm�m�g� Odvodili jsme
tak�  e posloupnost ��sel fang�n
� spl!uje rekurentn� formuli

an � an�� � an�	� pro n � �

P�itom je jasn��  e po��te�n� hodnoty jsou a� � �� a� � � )leny t�to posloupnosti jsou
Fibonacciho ��sla�
Charakteristick% polynom t�to rekurentn� formule je x	 � x � �� M� dva re�ln� ko�eny�

x� � ��
p



	 � x	 � ��p

	 � tak e posloupnost
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��
� �

p
&

�

�n��
n
�

�

��
��p&

�

�n��
n
�

tvo�� b�zi vektorov�ho prostoru v�ech �e�en� rekurentn� formule� Hledan� posloupnost
je jejich line�rn� kombinac� s jist%mi koe�cienty� pro n" z po��te�n�ch podm�nek plynou
rovnice

c� � c	 � ��

c� � � �
p
&

�
� c	 � ��

p
&

�
� ��

jej� �e�en�m je

c� �
�p
&

�
� �

p
&

�

�	

� c	 � � �p
&

�
��p&

�

�	

Tak e dost�v�me

an �
�p
&

���� �
p
&

�

�n�	

�
�

��p&
�

�n�	
�A pro n � N�

� Grafy

De�nice�

Pro libovolnou mno inu M a libovoln� k � N� zna��me
�
M
k

�
mno inu v�ech k�prvkov%ch

podmno in mno iny M a �M diagon�ln� relaci �identitu� na M �
Oby�ejn	 �netrivi�ln�
 graf G � �V�E� se skl�d� z kone�n� nepr�zdn� mno iny vrchol
 V

�n"kdy tak� uzl
� a n"jak� podmno iny E � �V	� hran�

Zn�zorn�n��

Oby�ejn	 orientovan	 graf G � �V�E� se skl�d� z kone�n� mno iny V vrchol
 a n"jak�
podmno iny E � V � V ��V orientovan%ch hran�

Zn�zorn�n��



� GRAFY ��

Takov� grafy nemohou obsahovat smy�ky�

Tomu lze odpomoci t�m�  e v de�nici graf
 klademe obecn"ji E � �V�� � �V	�� t�m vznik�
neorientovan	 graf� anebo E � V � V � ��m dostaneme orientovan	 graf�

Takov� grafy nemohou obsahovat ani n�sobn� hrany�

Toho lze dos�hnout za cenu komplikovan"j��ch de�nic�
�Neorientovan	
 multigraf
 G � �V�E� �� se skl�d� z kone�n� mno iny V 
� � vrchol
�

kone�n� mno iny hran E a zobrazen� � � E � �
V
�

� � �V	�� naz%van� zobrazen� incidence�
Orientovan	 multigraf G � �V�E� �� se li�� od p�edchoz�ho t�m�  e zobrazen� incidence

je � � E � V � V � Zobrazen� incidence p�i�azuje hran" mno inu� respektive uspo��danou
dvojici jejich koncov%ch vrchol
�

V�echny d�le uveden� de�nice se budou t�kat jen oby�ejn�ch graf�� eventu�ln	 oby�ejn�ch
orientovan�ch graf�
 Mnoh� v�sledky by bylo mo�no p�i vhodn�m roz�
�en
 dok�zat i pro
multigrafy a orientovan� grafy
 Tam� kde to bude m
t v�znam upozorn
me


De�nice�

Bu� G � �V�E� oby�ejn% graf� p��padn" oby�ejn% orientovan% graf� Graf H � �W�F � se
naz%v� ��st grafu G� jestli e W � V a F � E�

)�st H � �W�F � grafu G se naz%v� faktor grafu� jestli e W � V �
)�st H � �W�F � grafu G se naz%v� podgraf grafu G� jestli e je to jeho nejv"t�� ��st

s danou mno inou vrchol
W � tj� jestli e F � E��W	 �� p��padn" F � E�W 	 u orientovan%ch
graf
� Podgraf grafu je pln" ur�en svou mno inou vrchol
�

De�nice�

Bu� G � �V�E� oby�ejn% graf� Pro ka d% vrchol v � V de�nujeme ��slo

dG�v� � jfe � E j v � egj

naz%v�me je stupe� vrcholu v v grafu G�

	�� Tvrzen�

Pro ka d% oby�ejn% graf G � �V�E� plat��X
v�V

dG�v� � �jEj

D�kaz�

Ka d� hrana m� dva vrcholy�

De�nice�

Bu� G � �V�E� oby�ejn% orientovan% graf� Pro ka d% vrchol v � V de�nujeme ��slo�

� d�G�v� � jE � �fvg � V �j
� d�G�v� � jE � �V � fvg�j

naz%v� se v	stupn� a vstupn� stupe� vrchol� v G�




 STROMY ��

	�� Tvrzen�

Pro ka d% oby�ejn% orientovan% graf G � �V�E� plat�X
v�V

d�G�v� �
X
v�V

d�G�v� � jEj

D�kaz�

Ka d� hrana z jednoho vrcholu vych�z� a do jednoho vstupuje�

De�nice�

Bu� G � �V�E� oby�ejn% graf� Posloupnost tvaru

v�� fv�� v�g� v�� fv�� v	g� v	� � � � � vl��� fvl��� vlg� vl�
kde l � N�� v�� v�� � � � � vl � V � fv�� v�g� � � � � fvl��� vlg � E se naz%v� sled v grafu G d�lky l
z vrcholu v� do vl�

� Jsou�li v�echny hrany fv�� v�g� � � � � fvl��� vlg vz�jemn" r
zn�� naz%v� se tah v G�

� Jsou�li v�echny vrcholy v�� v�� � � � vl vz�jemn" r
zn�� je to cesta v G�

� Jestli e l � N a v� � vl� pak takov% sled nebo tah se naz%v� uzav�en	� Cesta nem
 e
b%t uzav�en��

� M�me�li uzav�en% tah� v n"m jsou jinak v�echny vrcholy tj� v� � � � vl vz�jemn" r
zn��
jde o kru�nici v G�

Vrcholy a hrany ka d�ho sledu v G ur�uj� jistou ��st v grafu G� V tomto smyslu plat��

	�� Tvrzen�

Bu� G � �V�E� oby�ejn% graf� u� v � V � Pak libovoln% sled v G z u do v obsahuje n"jakou
cestu z u do v�

De�nice�

Oby�ejn% graf se naz%v� souvisl	� jestli e pro libovoln� dva vrcholy u� v v G existuje sled v G
z u do v�

De�nice�

Bu� G � �V�E� oby�ejn% graf� De�nujme na mno in" V relaci dosa�itelnosti� �G p�edpisem�
Pro libovoln� u� v � V u �G v pr�v" kdy existuje sled v G z u do v�
Pak �G je ekvivalence na V � Vznik� rozklad V� �G� Podgrafy grafu G ur�en� jed�

notliv%mi t��dami tohoto rozkladu se naz%vaj� komponenty grafu G� Jsou to souvisl� grafy a
graf G s�m je jejich disjunktn�m sjednocen�m�

Jestli e v de�nic�ch� kter� p�edch�zely Tvrzen� ��� uva ujeme oby�ejn% orientovan%
graf G a nahrad�me v nich v�echny hrany fv�� v�g � � � fvl��� vlg orientovan%mi hranami
�v�� v�� � � � �vl��� vl� dostaneme de�nici t"chto pojm
� orientovan	 sled� orientovan	 tah� ori�
entovan� cesta a d�le uzav�en	 orientovan	 sled nebo tah a cyklus�

� Stromy


�� V�ta

Pro libovoln% oby�ejn% graf G � �V�E� jsou n�sleduj�c� podm�nky ekvivalentn��

�� pro libovoln� dva vrcholy u� v � V existuje jedin� cesta v G z u do v�

�� graf G je souvisl% a neobsahuje  �dnou kru nici�

�� graf G je souvisl% a jV j � jEj� �




 STROMY ��

D�kaz�

��
 ��
Existence cest zaru�uje souvislost grafu G a jejich jednozna�nost vylu�uje p��tomnost
kru nice v grafu G�

��
 ��
Indukc� vzhledem k jV j�
Pro jV j � � jasn��
Nech$ jV j � �� Pak ze souvislosti grafu G plyne�  e existuje n"jak� hrana fx� yg � E�
Uk� eme�  e pak pro ��st G� � �V�E�ffx� ygg� grafu G plat��  e graf G� m� pr�v" dv"
souvisl� komponenty� Skute�n"� kdyby G� byl souvisl% graf� znamenalo by to existenci
n"jak� cesty v G� z x do y� Tato cesta by spolu s hranou fx� yg vytvo�ila kru nici
v cel�m grafu G� Tak e graf G� nen� souvisl% a nav�c vrcholy x� y le � v r
zn%ch

komponent�ch grafu G�� G � �V �E� a G � �V �E�� M�me uk�zat�  e V � V � V �
Pak pro ka d� z w � V uva ujme nejkrat�� ze v�ech cest v grafu G vedouc�ch z w
do x nebo do y� Takov� cesta je�t" neobsahuje hranu fx� yg� jinak by ji bylo mo n�

zkr�tit tak e je to cesta v G� a tedy w � V nebo w � V � )ili graf G� m� dv" souvisl�

komponenty G a G� kter� sami zase neobsahuj�  �dnou kru nici� Podle induk�n�ho

p�edpokladu tedy� jV j � jEj� � a jV j � jEj� �� Odtud celkem

jV j � jV j� jV j � jEj� � � jEj� � � jEj� �� kv
li hran" fx� yg

��
 ��
Indukc� vzhledem k jV j�
Pro jV j � � jasn��
Nech$ jV j � �� Pak ze souvislosti grafu G plyne�  e ka d% vrchol ve V m� stupe!
alespo! �� Odtud porovn�n�m vztahu jV j � jEj� � s Tvrzen�m ����X

v�V
dG�v� � �jEj � �jV j � �

vypl%v��  e ve V mus� existovat alespo! dva vrcholy stupn" pr�v" �� Bu� x � V takov%
vrchol� z n"ho vych�z� jedin� hrana� �ekn"me fx� yg� Pak graf G
 � �V � fxg� E �
ffx� ygg� je jist" souvisl% a nav�c spl!uje

jV � fxgj � jV j � � � jEj � jE � ffx� yggj� �

Podle induk�n�ho p�edpokladu libovoln� dva vrcholy grafu G
 jsou spojeny jedinou
cestou v G
� Lehce je vid"t�  e pak tot� plat� i pro cel% graf G�

De�nice�

Oby�ejn% graf G � �V�E� spl!uj�c� ekvivalentn� podm�nky z V"ty ��� se naz%v� strom�

Pozn�mka�

V d
kazu jsme lehce vid"li�  e ka d% strom s jV j � � m� alespo! dva vrcholy stupn" jedna�

Zn�zorn�n��
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De�nice�

Bu� G � �V�E� oby�ejn% graf� Libovoln% faktor H � �V� F � grafu G� kter% je stromem se
naz%v� kostra grafu G�


�� Tvrzen�

Libovoln% souvisl% oby�ejn% graf G � �V�E� obsahuje n"jakou kostru�

D�kaz�

Indukc� vzhledem k po�tu kru nic v G�
Neobsahuje�li G  �dnou kru nici� pak je s�m kostrou� V opa�n�m p��pad" vezm"me n"jakou
hranu fx� yg le �c� na n"jak� kru nici grafu G a uva me jeho ��st G� � �V�E � ffx� ygg��
Graf G� z
stane z�ejm" souvisl% a podle induk�n�ho p�edpokladu obsahuje n"jakou kostru�
kter� je i kostrou grafu G�


�� D�sledek

Pro libovoln% souvisl% oby�ejn% graf G � �V�E� plat��

jV j 	 jEj� �

Rovnost nast�v� pr�v" tehdy� kdy G je strom�

D�kaz�

Bu� G � �V�E� strom� Pak podle Tvrzen� ���� a V"ty ���� plat��X
v�V

dG�v� � �jEj � �jV j � �� neboli
X
v�V

�dG�v�� �� � jV j � �

Vid"li jsme tak��  e dG�v� � � pro v�echna v � V � pokud jV j � ��
Uk� eme�  e jsou to nejen nutn�� ale i dosta�uj�c� podm�nky pro existenci stromu na dan�

mno in" vrchol
� jsou�li p�edeps�ny stupn" t"chto vrchol
� Ur��me dokonce jejich po�et�


�� Tvrzen�

Bu� V � fv�� � � � � vng kone�n� mno ina o n prvc�ch� n � �� a nech$ di � N pro i � �� � � � n

jsou libovoln� ��sla spl!uj�c�
nP
i
�

�di � �� � n� ��

Potom po�et v�ech strom
 G � �V�E�� tj� po�et v�ech podmno in E � �V	�� takov%ch  e
G � �V�E� je strom� spl!uj�c�ch dG�vi� � di� pro i � �� � � � � n je roven ��slu�

n� �
d� � �� � � � � dn � �

�



� CESTY A MINIM�LN� KOSTRY ��

D�kaz�

Indukc� vzhledem k n�
Pro n � � nutn" d� � d	 � �� existuje jedin% strom a

�
�
���

�
� ��

Nech$ n � �� Ozna�me hledan% po�et strom
 t�n� d�� � � � � dn�� Z podm�nky pro ��sla
d�� � � � � dn plyne existence l � f�� � � � � ng takov�ho�  e dl � �� Vhodn%m p�e��slov�n�m
prvk
 z V lze doc�lit toho�  e dn � �� Uk� eme�  e pak plat�

t�n� d�� � � � � dn� �
X

t�n� �� d�� � � � � dj � �� � � � � dn����

kde suma napravo jde p�es v�echna j � f�� � � � � n� �g� pro n" dj � ��
Skute�n"� uva me libovoln% strom G � �V�E� spl!uj�c� dG�vi� � di pro i � �� � � � � n�

Pak dG�vn� � dn � � a tedy fvj � vng � E pro jedin� j � f�� � � � � n � �g Pak pro n" ov�em
dj � dG�vj� � �� aby byl G souvisl% graf�

Pak Gj � �V � fvng� E � ffvj � vngg� je strom s mno inou vrchol
 V � fvng spl!uj�c�

dG�vi� � di pro i � �� � � � � n� �� i 
� j
dGj

�vj� � dj � �

Toto j a strom Gj mohou ov�em jinak b%t zcela libovoln�� T�m je ov"�en uveden%
rekurentn� vztah pro t�n� d�� � � � � dn�� Nyn� sta�� dosadit s��tance napravo podle induk�n�ho
p�edpokladu a s pou it�m Tvrzen� �����


�� D�sledek �Caleyho formule�

Po�et v�ech strom
 G � �V�E� s danou mno inou vrchol
 V maj�c� jV j � n vrchol
� jV j � �
je roven ��slu nn�	�

D�kaz�

Plyne okam it" z Tvrzen� ��� a jemu p�edch�zej�c�ho koment��e s pou it�m D
sledku �����


 Cesty a minim
ln� kostry

De�nice�

Ohodnocen	 neorientovan% nebo orientovan% graf G � �V�E� q� se skl�d� z grafu �V�E�
p��slu�n�ho typu a n"jak�ho zobrazen� q � E � R� ohodnocen� jeho hran�

Probl�m nejkrat�� cesty

De�nice�

Bu� G � �V�E� q� ohodnocen% oby�ejn% orientovan% graf� Nech$ v�� e�� v�� � � � � el� vl� kde
vi � V a ei � �vi��� vi� pro i � �� � � � � l jsou hrany z E� je n"jak% orientovan% sled v G�

Potom d�lkou tohoto sledu rozum�me ��slo q�e�� � � � �� q�el��
Bu� nyn� G � �V�E� q� nez�porn� ohodnocen	 oby�ejn% orientovan% graf� tzn�  e q�e� � �
pro v�echny e � E� Pak pro libovoln� vrcholy u� v � V pro n" existuje orientovan% sled v G
z u do v v grafu G nazveme vzd�lenost d�lkou tohoto nejkrat��ho sledu� Je jasn��  e takov%m
sledem bude cesta�

Pokud takov% sled neexistuje� klademe vzd�lenost rovnu ��
Vzd�lenost vrcholu od sebe sama klademe rovnu ��

Dijkstr�v algoritmus

Je d�n nez�porn" ohodnocen% oby�ejn% orientovan% graf G � �V�E� q� a jeho vrchol u � V �
Pro v�echny v � V m�me naj�t vzd�lenost dv z u do v v G�
V%po�et prob�h� v jednotliv%ch kroc�ch indexovan%ch pomoc� i � �� �� � � �� V pr
b"hu
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v%po�tu se�ad�me vrcholy z V do posloupnosti v�� v	� � � � a ur��me vzd�lenost dvi �
B"hem cel�ho v%po�tu budeme pot�ebovat je�t" pomocnou funkci f � V � R � f�g� kter�
se v�ak bude pr
b" n" m"nit�

�� Na za��tku nastav�me f�u� � � a f�
� �� pro v�echny vrcholy 
 � V � fug�
�� V i�t�m kroku vybereme jako vi takov% vrchol z mno iny V �fv�� � � � � vi��g� na n"m 

funkce f�vi� nab%v� nejmen�� hodnoty a polo �me dvi rovno t�to hodnot"�
tzn� dvi � f�vi��

� Je�li dvi � �� potom zm"n�me funkci f na vrcholech 
 � V � fv�� � � � � vig� pro
n" �vi� 
� � E a dvi � q��vi� 
�� � f�
�� p�edpisem f�
� � dvi � q��vi� 
���

�� Postup z bodu �� opakujeme a do vy�erp�n� mno iny V �

��� V�ta

Hodnoty dv pro v � V vypo�ten� uveden%m algoritmem jsou vzd�lenosti z u � V do jed�
notliv%ch v � V �

N�sleduj�c� Lemma se lehce ov"�� po jednotliv%ch kroc�ch uveden�ho algoritmu�

Lemma

V kter�mkoliv okam iku v%po�tu pro kter%koliv vrchol v � V � pro n"j f�v� � �� plat��  e
f�v� je d�lka n"jak� cesty v G z u do v�

D�kaz� �V"ty 
���

Indukc� vzhledem k i�
Je jasn��  e algoritmus ur�� v� � u a dv� � �� Uva ujme i�t% krok algoritmu pro n"kter�
i � � a p�edpokl�dejme�  e pro v�echna j � i je dvij vzd�lenost z u do vj v G� Uk� eme�
 e tot� pak plat� i pro dvi � P�ipus$me�  e to nen� pravda� Jestli e f�vi� � �� pak to
znamen��  e vzd�lenost z u do vi je kone�n�� �ili existuje cesta z u do vi� Jestli e f�vi� � R�
pak podle Lemmatu je f�vi� d�lka n"jak� cesty v G z u do vi� ale nejde o nejkrat�� cestu�
V obou p��padech tedy existuje nejkrat�� cesta v G z u do vi a m� d�lku men�� ne f�vi��
Ozna�me tuto cestu C a jej� d�lku d�C�� Nech$ �x� y� � E je prvn� hrana na t�to cest"
od u takov��  e x � fv�� � � � � vi��g� y 
� fv�� � � � � vi��g� Pak po��te�n� #sek cesty C od u
do x je nejkrat�� cestou v G z u do x a m� tud� d�lku dx podle induk�n�ho p�edpokladu�
Krom" toho po ukon�en� i� � kroku nutn" f�y� 	 dx � q��x� y��� Hodnota vpravo je ov�em
d�lkou po��te�n�ho #seku cesty C od u do y a nep�ev%�� d�lku d�C� vzhledem k nez�pornosti
ohodnocen��

Dost�v�me tak f�y� 	 d�C� � f�vi�� co je spor s volbou vrcholu vi v i�t�m kroku�

Nalezen� nejkrat��ch cest

M�me�li k dispozici z�znam v%po�tu� jsme schopn� pro ka d% vrchol naj�t n"kterou nejkrat��
cestu z u do v� existuje�li�
Postupujeme pro i � �� �� � � �� Nejkrat�� cesta v G z u do v� � u se skl�d� z jedin�ho vrcholu
u�

Je�li i � �� pak dvi � f�vi� v i�t�m kroku v%po�tu�
Jestli e f�vi� � R� pak f�vi� muselo b%t zm"n"no v n"kter�m z p�edchoz�ch krok
�
Nech$ se to stalo naposledy v k�t�m kroku� Pak f�vi� � dvk � q��vk� vi��� To znamen��

 e nejkrat�� cesta v G z u do vk prodlou ena o hranu �vk� vi� a vrchol vi d� nejkrat�� cestu
v G z u do vi� Jestli e f�vi� ��� cesta neexistuje�
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Probl�m minim�ln� kostry

Bu� G � �V�E� q� ohodnocen% oby�ejn% �neorientovan%� graf �souvisl%�� Pak podle Tvrzen�
��� graf �V�E� obsahuje jist" n"jakou kostru� Kostra �V� F � grafu �V�E�� pro ni ��slo

P
e�F

q�e�

je nejmen��� se naz%v� minim�ln� kostra grafu G�

Algoritmus minim�ln� kostry

Je d�n ohodnocen% oby�ejn% neorientovan% souvisl% graf G � �V�E� q��
M�me naj�t n"kterou minim�ln� kostru grafu G�

Polo me n � jV j� V%po�et prob�h� v jednotliv%ch kroc�ch� v nich postupn" konstruu�
jeme podmno iny E� � E� � � � � � En�� takto�

Na za��tku polo �me E� � ��
V i�t�m kroku pro i � �� � � � � n�� sestroj�me mno inu Ei pomoc� mno iny Ei�� n�sledovn"�

Mezi v�emi hranami e � E� e � fx� yg� takov%mi�  e vrcholy x� y le � v r
zn%ch kom�
ponent�ch grafu �V�Ei���� vybereme tu hranu e� pro ni hodnota q�e� je nejmen��� Pak
polo �me Ei � Ei�� � feg

Proveditelnost�

Pon"vad graf �V�E� je souvisl%� graf �V� �� m� n komponent a p�id�n�m jedn� hrany spojuj�c�
dv" komponenty se jejich po�et sn� � o �� lze v�echny tyto kroky prov�st�

��� V�ta

Graf �V�En��� s mno inou hran nalezenou v posledn�m kroku uveden�ho algoritmu je mini�
m�ln� kostra grafu G�

Uveden% algoritmus lze p�eformulovat�

Kluskal�v algoritmus

Na za��tku uspo��d�me hrany v E podle ohodnocen�� t�j� zap��eme E � fe�� � � � � emg� kde
m � jEj tak� aby q�e�� 	 � � � 	 q�em�� V i�t�m kroku pak klademe Ei � Ei���ferg� kde r je
nejmen�� index takov%�  e koncov� vrcholy er le � v r
zn%ch komponent�ch grafu �V�Ei����
P�itom je jasn��  e r � s pro v�echna s takov��  e es � Ei��� Tento postup je v%po�etn"
jednodu����

D�kaz� �V�ty ����

Graf �V�En��� je strom� nebo$ je souvisl% �nebo$ m� jednu komponentu� a m� n vrchol
 a
n � � hran� tedy spl!uje podm�nky ��� V"ty ���� )ili je to kostra grafu G� zb%v� dok�zat�
 e jde o minim�ln� kostru�

K tomuto #�elu uk� eme�  e v pr
b"hu cel�ho v%po�tu� t�j� pro ka d� i � �� �� � � � � n� �
existuje minim�ln� kostra �V� Fi� grafu G takov��  e Ei � Fi� Postupujeme indukc��

Jist" existuje n"jak� minim�ln� kostra �V� F�� grafu G a na za��tku jist" E� � � � F��
Uva ujme i�t% krok algoritmu pro n"jak� i � �� � � � � n � �� P�edpokl�dejme�  e existuje
minim�ln� kostra �V� Fi��� grafu G takov��  e Ei�� � Fi��� Jestli e p�id�van� hrana e� pro
n� Ei � Ei�� � feg spl!uje e � Fi��� pak Ei � Fi�� a Fi � Fi��� V opa�n�m p��pad" graf
�V� Fi�� � feg� podle D
sledku ��� nen� strom a tedy obsahuje kru nici� kter� ov�em mus�
proch�zet hranou e�
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Hrany mezi komponentami existuj�� proto e Ei�� � Fi��

Zb%vaj�c� ��st t�to kru nice propojuje ty dv" komponenty grafu�V�Ei���� kter� spojovala
hrana e� Odtud plyne�  e na t�to ��sti kru nice mus� le et alespo! jedna hrana f p��mo
spojuj�c� n"kter� dv" r
zn� komponenty grafu �V�Ei���� Polo �me Fi � �Fi�� � ffg�� feg�
Pak graf �V� Fi� z
st�v� souvisl% a podle D
sledku ��� je to strom� �ili kostra grafuG� P�itom
ze zp
sobu volby hrany e v i�t�m kroku v%po�tu plyne�  e q�e� 	 q�f�� tak e �V� Fi� je zase
minim�ln� kostra grafu G� Nav�c Ei � Fi� Zejm�na nakonec En�� � Fn��� �ili �V�En��� je
rovna minim�ln� kost�e �V� Fn����

Analogicky je mo no de�novat maxim�ln� kostru grafu� P��slu�n� analogie uveden�ho
algoritmu se pak naz%v� hladov	 algoritmus �greedy��

� Eulerovsk� grafy

De�nice�

Uzav�en% tah v oby�ejn�m souvisl�m grafu G � �V�E� d�lky jEj� tj� uzav�en% tah proch�ze�
j�c� ka dou z hranou v E pr�v" jednou� se naz%v� eulerovsk	 uzav�en	 tah�

Souvisl% graf obsahuj�c� eulerovsk% uzav�en% tah se naz%v� eulerovsk	 graf� Graf poz
st��
vaj�c� z jedin�ho vrcholu a  �dn� hrany se naz%v� trivi�ln� graf�


�� V�ta

Netrivi�ln� souvisl% oby�ejn% graf G � �V�E� je eulerovsk%� pr�v" kdy v�echny vrcholy z V
jsou sud�ho stupn"�

D�kaz�

Je�li graf G eulerovsk%� je evidentn��  e v�echny vrcholy z V mus� b%t sud�ho stupn"�
Nech$ naopak v�echny vrcholy z V jsou sud�ho stupn"� Nejprve sestroj�me v G jak%koliv

uzav�en% tah� Zvol�me libovoln% vrchol v� � V � a pon"vad G je netrivi�ln� a souvisl%� mus�
existovat n"jak� hrana fv�� v�g � E� V i�t�m kroku i � �� �� � � � m�me ji vybr�nu hranu
fvi��� vig a je�li vi 
� v�� pon"vad vrchol vi je sud�ho stupn"� jsme schopn� naj�t hranu
fvi� vi��g � E kterou jsme dosud nepro�li�

Takto lze pokra�ovat� dokud pro n"kter� k � N nenastane vk � v�� Tak najdeme v G
uzav�en% tah v�� fv�� v�g� v�� � � � � vk� D�le uk� eme�  e ka d% uzav�en% tah v G� kter% nen�
eulerovsk%� lze prodlou it� Skute�n"� v tom p��pad" mus� existovat hrana fw�� w�g� kterou
tento tah neproch�z�� Kv
li souvislosti grafu G ale lze zvolit hranu fw�� w�g tak�  e w� tento
tah proch�z��

Nyn� t%m zp
sobem jako v%�e sestroj�me v G uzav�en% tah w�� fw�� w�g� � � � � wl� P�itom
kv
li sudosti stup!
 vrchol
 z V jsme nav�c schopn� se vyhnout hran�m� kter� jsme pro�li
v p�edchoz�m tahu�

Vlo �me�li nyn� tento nov% tah se m�sto n"kter�ho z v%skyt
 vrchol
 w� v p�edchoz�m
tahu� vytvo��me del�� uzav�en% tah� Takov%mto prodlu ov�n�m posl�ze sestroj�me eulerovsk%
uzav�en% tah�
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Pozn�mka�

V"ta 	��� plat� beze zm"ny i pro multigrafy a lze ji pr�v" tak snadno dok�zat� ale u stup!

vrchol
 je nutno vz�t v #vah n�sobnost hran a smy�ky po��tat dvakr�t�

De�nice�

Uzav�en% orientovan% tah v oby�ejn�m souvisl�m orientovan�m grafu se naz%v� eulerovsk	
uzav�en	 orientovan	 tah� Souvisl% orientovan% graf obsahuj�c� takov% tah se naz%v� eulerovsk	
orientovan	 graf� Takov% graf je jist" siln" souvisl%�

De�nice�

Oby�ejn% orientovan% graf G � �V�E� se naz%v� vyv��en	 graf� jestli e pro stupe! ka d�ho
vrcholu v � V plat� d�G�v� � d�G�v��


�� V�ta

Netrivi�ln� souvisl% orientovan% graf G � �V�E� je eulerovsk%� pr�v" kdy je vyv� en%�

D�kaz�

Obdoba d
kazu V"ty 	���

�� Bipartitn� Grafy

De�nice�

Bipartitn� graf G � �V�W�E� se skl�d� ze dvou kone�n%ch mno in V a W vrchol
 spl!uj�c�ch

V �W � � a n"jak� podmno iny E � �V �W	 �� ��V	� � �W	 �� hran�

To znamen��  e pro ka dou hranu e � E je

e � V 
� � 
� e �W

De�nice�

Bu� G � �V�W�E� bipartitn� graf� Podmno inu F � E naz%v�me p�rov�n� v grafu G� jestli e
hrany v F jsou vz�jemn" disjunktn�� tj�  �dn� dv" hrany v F nevych�zej� z t�ho vrcholu�
)�slo jF j naz%v�me velikost� p�rov�n� F � je shora omezen� ��slem minfjV j� jW jg�

Pro libovoln% vrchol v � V v G zna�me

�G�v� � fw �W jfv� wg � Eg

a pro libovolnou podmno inu A � V zna��me

�G�A� �


v�A

�G�v�

Analogick� ozna�en� zave�me i pro vrcholy w � W a podmno inu B �W �
Z�kladn�m v%sledkem je Hallova v�ta�



�� BIPARTITN� GRAFY �	

���� V�ta �Hallova�

Bipartitn� graf G � �V�W�E� obsahuje p�rov�n� velikosti jV j� pr�v" kdy pro ka dou pod�
mno inu A � V je spln"no

jAj 	 j �G �A�j

Pozn�mka�

Je�li tato podm�nka spln"na� pak zejm�na jV j 	 j �G �V �j 	 jW j� �ili jV j � minfjV j� jW jg�
D�kaz�

Uveden� podm�nka je evidentn" nutn�� Je�li toti F p�rov�n� v G velikosti jV j a ozna��me�li
H � �V�W� F �� pak pro ka dou podmno inu A � V je jAj � j �H �A�j 	 j �G �A�j� J�drem
v"ty je fakt�  e tato podm�nka je tak� posta�uj�c��

De�nujme nejprve n�sleduj�c� pomocn% pojem�
M"jme n"jak� p�rov�n� F v bipartitn�m grafu G a dva vrcholy v � V�w � W � Libovol�
nou cestu v G tvaru v � v�� fv�� w�g� w�� fw�� v�g� v�� fv�� w�g� � � � � vl� fvl� wlg� wl � w� kde
l � N�� v�� v�� � � � � vl � V � w�� w�� � � � � wl � W � fv�� w�g� fv�� w�g� � � � � fvl� wlg � E � F �
fw�� v�g� � � � � fwl��� vlg � F naz%v�me st��davou cestou v G z v do w vzhledem k p�rov�n� F �

M"jme nyn� n"jak� p�rov�n� F v grafu v G� P�edpokl�dejme�  e pro jeho velikost plat�
jF j � jV j� Ozna�me S � V � �

S
F � a T � W � �

S
F �� Tak e existuje vrchol v � V � S�

Ozna�me je�t" H � �V�W� F �� H � �V�W�E � F �� Ozna�me Q mno inu v�ech t"ch vrchol

w �W � pro n" existuje st��dav� cesta v G z v do w vzhledem k F �

Uk� eme�  e Q 
� T �
P�ipus$me�  e Q � T � Ozna�me P � �H�Q�� Pak P � S a�H�P � � Q nebo$ F je p�rov�n�
a d�le�

H
�P � � Q� nebo$ pro ka d% vrchol w � �

H
�P � existuj� vrcholy ev � P� ew � Q takov��

 e fev� wg � E � F � f ew� evg � F � Pak jak�koliv st��dav� cesta v G z v do ew vzhledem k F
prodlou ena o #sek f ew� evg� ev� fev� wg� w d� st��davou cestu v G z v do w vzhledem k F � Tak e
skute�n" w � Q�

Dohromady to znamen��  e �G�P � � Q� Nav�c m�me �G�fvg� � Q� nebo$ pro ka d%
vrchol w � �G�fvg� je fv� wg � E � F � tak e v� fv� wg� w je st��dav� cesta v G vzhledem
k F � Dohromady to d�v��  e �G�P �fvg� � Q� Tak e skute�n" Q 
� T �Tedy bude existovat
vrchol w � Q� T a st��dav� cesta v G z v do w vzhledem k F �
Rozep��eme�li tuto cestu stejn" jako v%�e� je jasn�  e F � � F � ffw�� w�g� � � � � fwl� vlgg �
ffv�� w�g� � � � � fvl� wlgg je p�rov�n� v G velikosti jF �j � jF j � �� Takto krok za krokem
dosp"jeme k p
vodn� velikosti jV j�

Ov�em jP j � jQj a v 
� P � �ili j �G �P � fvg�j � jP j � jP � fvgj� co je SPOR s
p�edpokladem v"ty�
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De�nice�

Bu� G � �V�W�E� bipartitn� graf� Podmno ina U � V �W se naz%v� se�na grafu G� jestli e
pro ka dou hranu e � E je e � U 
� �� )�slo jU j se naz%v� velikost se�ny�

���� K�nigova v�ta

Pro ka d% bipartitn� graf G � �V�W�E� je maxim�ln� velikost p�rov�n� v G rovna minim�ln�
velikosti se�ny v G�

Pozn�mka�

Jedn� se o prvn� p��pad v"ty� kterou �ad�me k tzv� charakteristick	m v�t�m�

D�kaz�

Bu� F libovoln� p�rov�n� v G a bu� U libovoln� se�na v G� Pak pro libovolnou hranu e � F
je e � U 
� � a pon"vad hrany v F jsou disjunktn�� odtud nutn" jF j 	 jU j� Zb%v� uk�zat�
 e pro n"kter� p�rov�n� F a n"kterou se�nu u � G zde nast�v� rovnost�

Bu� tedy U n"jak� se�na v G minim�ln� velikosti� Ozna�me S � V � U a T � W � U �

Uva ujme bipartitn� grafy K � �S�W � T�C� a L � �V � S� T�D�� kde C a D jsou
podmno iny v�ech t"chto hran z E� jejich koncov� vrcholy le � v uveden%ch podmno in�ch
vrchol
 V a W � P�esv"d�me se�  e pro libovolnou podmno inu A � S je spln"no jAj 	
j�K �A�j� Skute�n"� je vid"t�  e mno ina �U �A���K�A� je tak� se�na v grafu G� P�itom
kdyby jAj � j �K �A�j� �lo by o se�nu men�� velikosti ne U co nen� mo n�� To podle
Hallovy v"ty ���� znamen��  e v grafu K existuje p�rov�n� P � velikosti jSj� Analogicky se
uk� e�  e v grafu L existuje p�rov�n� Q velikosti jT j� Je jasn��  e pak F � P �Q je p�rov�n�
v G velikosti jF j � jP j� jQj � jSj� jT j � jU j�
De�nice�

Bu� A libovoln� obd�ln�kov� matice �nad R�� �adou matice A rozum�me kter%koliv jej�
��dek nebo sloupec� Libovoln% soubor prvk
 matice A naz%v�me nez�visl	m� jestli e  �dn�
dva prvky tohoto souboru nele � ve stejn� �ad" matice A� P�eformulov�n�m V"ty ���� do
*�e�i matic+ dostaneme�

���� V�ta

Pro libovolnou obd�ln�kovou matici A je maxim�ln� velikost nez�visl�ho souboru nenulov%ch
prvk
 v A rovna minim�ln�mu po�tu �ad obsahuj�c� v�echny nenulov� prvky matice A�

D�kaz�

Sta�� aplikovat V"tu ����� na bipartitn� graf G � �I� J� E�� kde I a J jsou mno iny v�ech
��dk
 a sloupc
 matic A� p�i�em ��dek a sloupec tvo�� hranu v E pr�v" kdy v jejich
pr
se��ku le � nenulov% prvek�

P	�klad�

V matici

�BBBB�
� � o� � � o�e� e� oe� e� e� oe�
� � o� � � o�e� e� oe� e� e� oe�
� � o� � � o�

�CCCCA
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� tu�n" vys�zen� prvky tvo�� nez�visl% soubor a � �ady vyzna�en� vlnovkou obsahuj�
v�echny nenulov� prvky�

�� Toky v s�t�ch

De�nice�

S�� Q � �V�E� s� t� c� se skl�d� z oby�ejn�ho orientovan�ho grafu �V�E� s nez�porn%m ohod�
nocen�m hran c � E � R naz%van%m kapacita hran a ze dvou r
zn%ch vybran%ch vrchol

s� t � V � kde s je zdroj a t spot�ebi��

De�nice�

Tok v s�ti je libovoln� zobrazen� f � E � R spl!uj�c� podm�nky�

�� pro ka d� e � E � � 	 f�e� 	 c�e� � kapacitn� omezen�

�� pro ka d� v � V � fs� tg �
P

�u�v��E
f��u� v�� �

P
�v�w��E

f��v� w�� � podm�nky kontinuity

Jde o matematick� vyj�d�en� pohybu dan�ho m�dia v s�ti� jeho mno stv� je v souladu
s propustnost� hran� a kter� se ve vnit�n�ch vrcholech s�t" neztr�c� ani nevznik��

De�nice�

Velikost toku f v s�ti Q je ��slo

jf j �
to co te�e dovnit�z 	
 �X
�u�t��E

f��u� t�� �
to co te�e venz 	
 �X
�t�w��E

f��t� w��

� �ist� mno stv� m�dia p�it�kaj�c�ho ke spot�ebi�i t�
Je�li f tok v s�ti Q� pak pro libovoln� dv" podmno iny A�B � V zna��me

f�A�B� �
X

�u�w��E

u�A�w�B

f��u�w��

���� Tvrzen�

Bu� Q � �V�E� s� t� c� s�$ a f tok v s�ti Q� Pak pro libovoln� dv" podmno iny S� T � V
takov��  e S � T � �� S � T � V a s � S� t � T plat�

jf j � f�S� T �� f�T� S�

D�kaz�

Podm�nky kontinuity lze v uveden�m zna�en� p�epsat ve tvaru�
pro ka d� v � V � fs� tg � f�V� fvg� � f�fvg� V � a de�nice toku zn��

jf j � f�V� ftg�� f�ftg� V �

Se�ten�m podm�nek kontinuity pro v�echna v � T � ftg a ode�ten�m velikosti toku
dostaneme�

f�V� T � � f�T� V � � jf j�
Pon"vad V � S � T � S � T � �� vych�z� odtud

jf j � f�S � T� T �� f�T� S � T � � f�S� T � � f�T� T �� f�T� S�� f�T� T � � f�S� T �� f�T� S�

Z tvrzen� ����� zejm�na plyne�  e velikost toku f v s�ti Q je tak� rovna�
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jf j � f�fsg� V �� f�V� fsg� �
X

�s�w��E
f ��s� w�� �

X
�u�s��E

f ��u� s��

� �ist� mno stv� m�dia vyt�kaj�c�ho ze zdroje s�

Cvi�en��

V dan� s�ti Q naj�t tok maxim�ln� velikosti�

Pozn�mka�

Kapacitn� omezen� i podm�nky kontinuity jsou line�rn� vazebn� podm�nky� Mno ina v�ech
tok
 f v s�ti Q� jako to podmno ina RE� je nepr�zdn� � nulov% tok v dy existuje� je to
uzav�en� mno ina a kv
li kapacitn�m omezen�m je to i ohrani�en� mno ina� �ili celkem
kompaktn� mno ina� Proto line�rn� funkce f na n� v dy nab%v� maxima � tok maxim�ln�
velikosti existuje v ka d� s�ti� Tato velikost je nez�porn��

De�nice�

Bu� Q � �V�E� s� t� c� s�$� Nech$ u�w � V � Posloupnost tvaru u � v�� e�� v�� � � � � el� vl � w�
kde l � N�� v�� v�� � � � � vl � V jsou vz�jemn" r
zn� vrcholy a e�� � � � � el � E a pro ka d�
i � f�� � � � � lg plat� bu� ei � �vi��� vi� nebo ei � �vi� vi���� se naz%v� polocesta v Q z u do w�

Je�li f tok v s�ti Q a plat��li pro v�echna i � f�� � � � � lg nav�c

f�ei� � c�ei� pokud ei � �vi��� vi��

f�ei� � � pokud ei � �vi� vi����

pak tato polocesta se naz%v� rezervn� polocesta pro f v Q z u do w� P�itom kladn� ��sla

c�ei�� f�ei� pro ei � �vi��� vi�

f�ei� pro ei � �vi� vi���� i � �� � � � � l�

se naz%vaj� rezervy na t�to polocest"� nejmen�� z nich je rezervou t�to polocesty�

���� Tvrzen�

Bu� f tok v s�ti Q � �V�E� s� t� c�� Existuje�li rezervn� polocesta pro f v Q ze zdroje s do
spot�ebi�e t� pak velikost toku f lze zv"t�it o rezervu t�to polocesty�

D�kaz�

M�me�li rezervn� polocestu tvaru s � v�� e�� v�� � � � � el� vl � t a je li r rezerva t�to polocesty�
pak zobrazen� g � E � R de�novan� p�edpisem

� g�ei� � f�ei� � r� pokud ei � �vi��� vi�

� g�ei� � f�ei�� r� pokud ei � �vi� vi���� i � �� � � � � l

� g�e� � f�e� pro e � E � fe�� � � � � elg
je jist" tok v s�ti Q velikosti jgj � jf j� r�

De�nice�

Bu� Q � �V�E� s� t� c� s�$� Podmno ina F � E se naz%v� �ez s�t� Q� jestli e v grafu �V�E�F �
neexistuje orientovan� cesta ze zdroje s do spot�ebi�e t� )�slo c�F � �

P
e�F

c�e� se naz%v�

kapacita �ezu F �
N�sleduje Fordova�Fulhersonova v"ta� jen je jednou z nejd
le it"j��ch charakteristick%ch

v"t�
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���� V�ta �Fordova�Fulhersonova�

Pro libovolnou s�$ Q � �V�E� s� t� c� je maxim�ln� velikost toku v Q rovna minim�ln� kapacit"
�ezu v Q�

D�kaz�

Bu� f libovoln% tok v s�ti Q a bu� F libovoln% �ez v Q� Bu� P mno ina v�ech t"chto vrchol

v � V � pro n" existuje orientovan� cesta v grafu �V�E � F � ze zdroje s do v�

Pak jist" s � P � Polo me R � V � P � Pak ov�em t � R� nebo$ F je �ez v Q� V�imn"me
si�  e f�u�w� � E j u � P�w � Rg � F �, mno ina v�ech hran z P do R je pod �ezem F ��
nebo$ kdyby �u�w� � E � F � pro n"kter� u � P � w � R� �lo by o n"kterou orientovanou
cestu v �V�E � F � z s do u prodlou it hranou �u�w� na orientovanou cestu z s do w� co 
nelze� nebo$ w 
� P � Odtud s vyu it�m Tvrzen� ���� vypl%v�

jf j � f�P�R�� f�R�P � 	 f�P�R� �
X

�u�w��E

u�P�w�R

f��u�w�� 	
X
e�F

f�e� 	
X
e�F

c�e� � c�F �

Uk�zali jsme tedy�  e pro libovoln% tok f a libovoln% �ez F v Q plat� jf j 	 c�F �� Zb%v�
naj�t n"jak% tok a n"jak% �ez� pro n" zde nastane rovnost�

Nech$ tedy f je n"jak% tok v s�ti Qmaxim�ln� velikosti� Pak podle Tvrzen� ���� neexistuje
rezervn� polocesta pro f v Q ze s do t� Ozna�me S mno inu v�ech t"ch vrchol
 v � V � pro
n" existuje rezervn� polocesta pro f v Q ze zdroje s do v� Pak jist" s � S� Ozna�me
T � V � S� Pak ov�em t � T � Polo me

F � f�u�w� � E j u � S�w � Tg
�

Je jasn��  e F je �ez v s�ti Q� nebo$ ka d� orientovan� cesta v �V�E� z s do t mus�
proj�t n"kterou hranou v F � V�imn"me si d�le�  e plat�� f��u�w� � c��u�w��� pro libovoln�
u � S� w � T takov��  e �w� u� � E� f��w� u�� � � pro libovoln� u � S� w � T � takov��
 e �w� u� � E� nebo$ v opa�n�m p��pad" by pro n"kter� u � S� s � T �lo n"kterou rezervn�
polocestu pro f v Q z s do prodlou it na rezervn� polocestu z s do w� co nelze� nebo$ w 
� S�

Tato dv" pozorov�n� lze p�epsat ve tvaru

f�S� T � �
X
e�F

f�e� �
X
e�F

c�e� � c�F �

f�T� S� � �

tak e s pou it�m Tvrzen� ���� vych�z� jf j � f�S� T ��f�T� S� � c�F �� co jsme pot�ebovali
naj�t�
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���� D�sledek

Tok f v s�ti Q � �V�E� s� t� c� je maxim�ln� velikosti� pr�v" kdy neexistuje rezervn� polocesta
pro f v Q z s do t�

D�kaz�

Existuje�li takov� rezervn� polocesta� pak podle Tvrzen� ���� lze velikost toku f zv%�it�
Pokud takov� rezervn� polocesta neexistuje� pak t%m zp
sobem jako ve druh� ��sti d
kazu
V"ty ���� sestroj�me �ez F s�t� Q spl!uj�c� jf j � c�F �� Odtud nutn" plyne�  e f je tok v Q
maxim�ln� velikosti�

Z Tvrzen� ���� a z D
sledku ���� plyne n�sleduj�c� postup pro nalezen� toku maxim�ln�
velikosti v Q � �V�E� s� t� c��
Za�neme s nulov%m tokem� kter% pot� v jednotliv%ch kroc�ch zv"t�ujeme� nem��li tok
v danou chv�li maxim�ln� velikost� jsme schopni pro n"j v Q naj�t rezervn� polocestu z s
do t� pod�l kter� pak velikost toku zv"t��me o rezervu t�to cesty� � � �

Je�li kapacita hran s�t" Q celo��seln�� tedy c � E � Z�� pak velikost toku vzroste o n"jak�
��slo z N � tak e po kone�n�m po�tu krok
 dosp"jeme k toku maxim�ln� velikosti� Tot� plat�
pro Q�

V�e co n�sleduje do konce kapitoly s vyj
mkou D�sledku ��
� se v roce �������
neprob
ralo
 Tak�e pokud v�s tla�
 �as� klidn	 to p�esko�te


De�nice�

Oby�ejn% graf G � �V�E� se naz%v� pravideln	� jestli e stupn" dG�v� jsou stejn� pro v�echny
vrcholy v � V � Stupe! pravideln�ho grafu G je pak spole�n� hodnota v�ech stup!
 dG�v�
pro v � V �

Bu� G � �V�W�E� bipartitn� graf� Pak �V �W�E� je oby�ejn% graf� To ur�uje p��s�
lu�n� pojmy pro oby�ejn� grafy na bipartitn� grafy� Zejm�na dost�v�me pojem pravideln�ho
bipartitn�ho grafu� Pon"vad pro bipartitn� graf plat��X

v�V
dG�v� � jEj �

X
w�W

dG�w�

pro pravideln% bipartitn� graf nenulov�ho stupn" odkud plyne jV j � jW j�
Cvi�en��

Doka te�  e v libovoln�m pravideln�m bipartitn�m grafu G � �V�W�E� nenulov�ho stupn"
existuje p�rov�n� velikost� jV j � jW j�
D�kaz�

Bu� k stupe! grafu G� Nech$ A � V je libovoln� podmno ina�
Nech$� C � fe � E j e � A 
� �g� D � fe � E j e ��G�A� 
� �g�
Z�ejm" C � D� Odtud jCj 	 jDj� P�itom jCj � k � jAj a jDj � kj �G �A�j odtud

jAj 	 j �G �A�j�
Podle Hallovy v"ty b%v� �ast"ji formulov�na v term�nech takzvan%ch mno inov%ch sys�

t�m
� Bu� M kone�n� mno ina� Nech$ fSi j i � Ig je kone�n% syst�m podmno in mno iny
M � DvojiceH � �M� fSi j i � Ig� se naz%v�mno�inov	 syst�m� Libovoln% soubor fai j i � Ig
prvk
 z M takov%ch�  e ai � Si pro ka d� i � I a ai 
� aj pro i 
� j se naz%v� transverz�la
mno inov�ho syst�mu H �

���� D�sledek

V s�ti Q � �V�E� c� t� i� s celo��seln%mi kapacitami existuje tok f maxim�ln� velikosti� jeho 
v�echny slo ky jsou celo��seln�� tj� je f � E � Z�

D�kaz�

V pr
b"hu cel�ho v%po�tu podle uveden�ho postupu z
stanou slo ky toku celo��seln��

Pozn�mka�

V�echny v%sledky t�to kapitoly plat� i pro obecn"j�� s�t" de�novan� na orientovan%ch multi�
grafech�
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�� Souvislost grafu

Hled�me jemn"j�� krit�ria pro posouzen� souvislosti oby�ejn�ho neorientovan�ho grafu�

De�nice�

Bu� G � �V�E� oby�ejn% graf� Pro libovoln� podmno iny W � V a F � E de�nujeme graf
G�W to jest podgraf grafu G ur�en% mno inou vrchol
 V �W � G� F � �V�E � F �

Vrcholov� souvislost
�Vrcholov�
 souvislost ��G� oby�ejn�ho grafu G � �V�E� se de�nuje jako nejmen��
mo n� velikost takov� podmno iny W � V � pro ni graf G �W bu� nen� souvisl%�
anebo m� jedin% vrchol� Pro n"jak� k � N��  e G je vrcholov� k�souvisl	� jestli e
k 	 ��G��

Hranov� souvislost
Hranov� souvislost ��G� oby�ejn�ho grafu G � �V�E� se de�nuje jako nejmen�� mo n�
velikost takov� podmno iny F � E� pro n� graf G � F bu� nen� souvisl%� anebo m�
jedin% vrchol� Pro n"jak� h � N�� �ekneme�  e graf G je hranov� h�souvisl	� jestli e
h 	 ��G��

Pro graf G maj�c� jedin% vrchol je ��G� � � � ��G��
Pro #pln% graf G � �V�

�
V
	

�
� na mno in" V je ��G� � jV j � � � ��G��

���� Tvrzen�

Pro ka d% oby�ejn% graf G � �V�E� plat��

��G� 	 ��G�

D�kaz�

Jist" nen� t" k% ��

De�nice�

Bu� G � �V�E� oby�ejn% graf� (ekneme�  e hrany z podmno iny F � E rozd"luj� dva r
zn�
vrcholy p� q � V � jestli e tyto vrcholy le � v r
zn%ch komponent�ch grafu G� F � (ekneme�
 e dva sledy v grafu G z p do q jsou hranov� disjunktn�� jestli e nemaj�  �dnou spole�nou
hranu�

N�sleduj�c� Fordova�Fulhersonova v"ta je dal��m p��kladem charakteristick� v"ty�

���� Fordova�Fulhersonova v�ta

V oby�ejn�m grafu G � �V�E� je nejmen�� po�et hran rozd"luj�c� dva r
zn� vrcholy p� q � V
roven nejv"t��mu po�tu vz�jemn" hranov" disjunktn�ch cest v G vedouc�ch z p do q�

D�kaz�

Ka d� podmno ina F � E rozd"luj�c� vrcholy p� q mus� obsahovat alespo! jednu hranu
z ka d� cesty v G vedouc� z p do q� Odtud plyne�  e takov%ch vz�jemn" disjunktn�ch cest
nem
 e b%t v�c ne jF j�

Zb%v� naj�t p��klad podmno iny F � E rozd"luj�c� p� q k n� vskutku existuje jF j hranov"
disjunktn�ch cest v G z p do q�

De�nujme s�$

Q � �V�D� p� q� c�� kde D � f�x� y� � V 	 j fx� yg � Eg� c�d� � � pro v�echny d � D�

Tj� ka dou neorientovanou hranu v E jsme nahradili dvojic� protism"rn" orientovan%ch
hran a kapacitu jsme vzali identicky �� Podle V"ty ����� z D
sledku ���&� existuje celo��seln%
tok f a �ez H v s�ti Q takov��  e jf j � c�H�� Ov�em z de�nice c plyne�  e� c�H� � jH j�
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Polo �me F � ffx� yg � �
V
	

� j �x� y� � H nebo �y� x� � Hg Pak F � E rozd"luje
vrcholy p� q nebo$ H je �ez v Q� p�i�em jF j 	 jH j � jf j sta�� tedy u jen naj�t jf j hranov"
disjunktn�ch cest v G vedouc�ch z p do q�

Ov�em z p�edchoz�ho toku f � z jednotliv%ch kapacit hran s�t" Q a z podm�nek kontinuity
plyne�  e mezi hranami d � D� pro n" f�d� 
� �� tj� f�d� � c�d� � � jsme schopn� postupn"
�jeden za druh%m� vyhledat jf j hranov" disjunktn�ch orientovan%ch tah
 v �V�D� z p do q�
Zaveden�m orientace dostaneme jf j hranov" disjunktn�ch sled
 v G z p do q�

Nakonec na z�klad" Tvrzen� ���� lze z t"chto sled
 vybrat cesty�

���� D�sledek

Oby�ejn% graf G � �V�E� maj�c� alespo! dva vrcholy je hranov" k�souvisl% pro n"kter�
k � N � pr�v" kdy pro libovoln� dva vrcholy p� q � V existuje nejm�n" k hranov" disjunktn�ch
cest v G z p do q�

D�kaz�

Se provede p��m%m vyu it�m V"ty �����

Pozn�mka�

Bu� G � �V�E� oby�ejn% graf� Dva vrcholy p� q � V se naz%vaj� sousedn�� jestli e fp� qg je
hrana v E�

De�nice�

(ekneme�  e vrcholy z podmno iny W � V rozd"luj� dva r
zn� vrcholy p� q � V �W � jestli e
tyto dva vrcholy le � v r
zn%ch komponent�ch grafu G�W �
(ekneme�  e dv" cesty v grafu G z p do q se neprot�naj�� nemaj��li krom" p a q spole�n%
vrchol� ani spole�nou hranu�

Dal�� charakteristick� je tzv� Mengerova v�ta�

���� Mengerova v�ta

V oby�ejn�m grafu G � �V�E� je nejmen�� po�et vrchol
 z V rozd"luj�c� dva r
zn� nesourod�
vrcholy p� q � V roven nejv"t��mu po�tu vz�jemn" se neprot�naj�c�ch cest v G vedouc�ch z p
do q�

D�kaz�

Je podobn% d
kazu V"ty ����� generuje se ale slo it"j�� s�$

Q � �V � f�� �g� B �D� �p� ��� �q� ��� c�
kde B � f��x� ��� �x� ��� j x � V g� D � f��y� ��� �z� ��� j fy� zg � Eg
tj� ka d� hrana fy� zg � E p�ejde v syst�m hran p�i�em c klademe identicky roven � na
B �D�



�� ROVINN� GRAFY ��

���� D�sledek

Oby�ejn% graf G � �V�E� maj�c� alespo! dva vrcholy je �vrcholov"� k�souvisl% pro n"kter�
k � N � pr�v" kdy pro libovoln� dva vrcholy p� q � V existuje nejm�n" k vz�jemn" se
neprot�naj�c�ch cest v G z p do q�

D�kaz�

se provede pou it�m V"ty ����� Je nutn� si uv"domit�  e pro dva souvisl� vrcholy k�souvisl�ho
grafu G spojen� hran z grafu G� feg je �k � �� souvisl%�

�� Rovinn� grafy

De�nice�

Oby�ejn% graf� kter% je mo no nakreslit v rovin"� tak  e  �dn� dva oblouky nahrazuj�c� r
zn�
hrany se neprot�naj�� ale nanejv%� se dot%kaj� ve spole�n%ch koncov%ch vrcholech� naz%v�me
rovinn	 graf�

V�imn"me si�  e n�sleduj�c� dva grafy nejsou rovinn��

(ekneme�  e g� f H vznikl z oby�ejn�ho grafu G � �V�E� d"len�m hran fu� vg � E
jestli e

H � �V fwg� �E � ffy� vg � fu�wg� fw� vgg� pro n"jak� w 
� V

(ekneme�  e graf H je d"len�m grafu G� jestli e existuj� grafy H�� H�� � � �Hn kde n � N��
takov��  e G � K�� Kn � H a pro ka d� i � �� � � � n graf K vznikl z grafu Ki�� d"len�m
n"kter� jeho formy�

���� Kuratovsk�ho v�ta

Oby�ejn% graf G je rovinn%� pr�v" kdy neobsahuje jako sou��st n"jak� d"len� grafu K
 nebo
K����

D�kaz�

viz Ne�et�il� Kombinatorika I � grafy
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