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1 Variace, kombinace

Definice:
Pro libovolné r € R, k € Ny definujeme:

klesajici faktorial: [r];, = { . (r=1)-...-(r—k+1), pokud k€ N,r € R
© Uk 1; prok=0

rostouci faktorial: [r]" ={ (r+1)-...-(r+k—1), pro kE€N,r € R
) 1; prok=0

faktoridl: definujeme pro libovolné n € Ny jako n! = [n],,

kombinacéni ¢islo: definujeme pro libovolné r» € R, k € Ny jako (,’:) = %

Binomické koeficienty

1.1 Tvrzeni

Pro libovolné r € R, k € Ny plati:

1. <_kr> _ (_1)k.<r+:_ 1)
2. () ()= ()
1. (2) I T GV Y L (HZ_ 1)
(0)+()7,) 1k - o 5Dt 2t
i ' i +1) +1)!
_ e _ (r+1
GRS (k: + 1)

Podle definice pro libovolné r € R plati ([) = 1, zejména (J) = 1 a pro libovolné k € N plati
(2) = 0. Tyto hrani¢ni podminky spolu s rekurentni formuli umoznuji postupné pocitat
viechny hodnoty (}) pro n,k € N.

!

Poznamenejme jesté, ze (7) =1, (}) = oy @ (1) =0pron < k.

Variace
V nésledujicich tvahach necht k € Ny a necht M je koneénd mnozina majici n = |M| prvkdi.

Definice:
Usporadané k-tice (my, ..., my) vzadjemnd riznych prvkti my, ..., my € M se nazyvaji variaci
k-té tfidy v M. Vzdjemné jednoznacné odpovidajici prostym zobrazenim {1,...,k} — M.
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1.2 Tvrzeni
Pocet variaci k-té tfidy v M je roven ¢islu [n]g

Poznamka:

Je-li n < k, pak [n]x = 0.

1.3 Ddasledek
Pocet v8ech permutaci mnoziny M je roven n!l.

Definice:

Usporadané k-tice (mq,ma,...,my) libovolnych prvka mq,ma,...,m; € M se nazyvaji
variaci k-té tridy s opakovanim. Vzajemné jednoznac¢né odpovidaji libovolnym zobrazenim
{1,...,k} - M.

1.4 Tvrzeni

Pocet viech variaci k-té t¥idy v M s opakovanim je roven &islu n*, klademe-li 0° = 1.

Kombinace

Libovolné k-prvkové podmnoziny L C M nazyvadme kombinaci k-té tridy v M. Jim vzajemné
jednoznacné odpovidaji zobrazeni:
f:M —{0,1} spliwjici . f(m) =k vztahem f(m)=1< m € L.

meM
Rozdélim-li na M pevné neéjaké linearni usporadani <, pak k-prvkové podmnoziny L C M
vzéjemné jednozna¢né odpovidaji vzestupné usporddanym k-ticim (mg,...,mg) vzijemné
raznych prvka v M.

1.5 Tvrzeni

Pocet viech kombinaci k-té t¥idy v M je roven &slu (}) = %

Duikaz:

Plyne z Tvrzeni 1.2, nebot podle Dusledku 1.3 na k-prvkové podmnoziné L C M existuje k!
permutaci, t.j. variaci k-té tiidy v M.

Poznamka:

To plati i tehdy, je-li n < k pak (}) =0

Definice:

Mé&jme nyni libovolné zobrazeni g : M — My splaujici > g(m) = k. Nazyvame je kombi-
meM
nace k-té tfidy v M s opakovdnim . Pro kritické m € M udava g(m) pocet vyskyti v dané

kombinaci. Pti pevné zvoleném linearnim usporadani < na M pak kombinace n-té tfidy v M
vzéjemné jednoznacné odpovidaji vzestupné uspofddanym k-ticim (my, . . ., my) libovolnych,
ne nutné rdznych prvkia z M.

1.6 Tvrzeni

Pocet vSech kombinaci k-té tfidy v M s opakovanim je roven ¢islu ("ﬂ’;*l).

Duikaz:
Mizeme predpoklddat piimo, ze M = {1,...,n}. Je-li k = 0, je uvedeny pocet roven 1.
Pokud k € N, n =0, je tento pocet roven 0.
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Permutace

1.7 Véta
V okruhu Z[z,y] polynomt dvou proménnych z,y nad Z pro libovolné n € N plati

(z+y)" = zn: (Z) by =k

k=0

Poznamka:
Véta 1.7 je verejnosti znama spiSe pod pseudonymem Binomickd véta.

1.8 Dusledek

1y (1) =2
k=0

AR

k=0
3. Pro libovolné m,n € N plati Y7 o (—=1)* (%) (fl) = (=1)".0mn,
1, m=n
kde&mn—{ 0: m#n

Dukaz:
1. Ztejmé 7z Binomické véty dosazenim z =y =1

2. Zrejmé 7z Binomické véty dosazenim z = —1;y =1

3. Nenulové scitance jsou jen pro n < k < m. Pak vychazi

i(_l)k' (@ ' (/;) N i(_l)k'k!(mmi ic)!'n!(/cki n)l

—n k=n
_ g VP e = D" é(—l)kn. ()-(o) -
() Ee () {5 5

Zvolme nyni nekone¢nou matici C' = ((—1)" (")) ,,—o- Tato matice ma v kazdém

fadku jen konefny pocet nenulovych prvki. Potom Diisledek 1.8.(3) lze piepsat ve
tvaru C.C' = E, kde F je nekonecnd jednotkovd matice.

1.9 Dusledek

Necht {a,}52,, {bn}22, jsou dvé posloupnosti redlnych &isel. Pak

(1 - (n
b, = Z(—l)’” <k> ap pron € Ny = an = Z(—l)’” <k> br pron € Ny

k=0
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bo aop
Staci si uvédomit, ze uvedend lze piepsat jako b | =] @
aop bo
a| @™ =c| b |. Pak jedna plyne z druhé pomoci C.C' = E.
Poznamka:

Jedné se o priklad vzajemné inverznich formuli.
Pro libovolné I € N a ky,...,k € Ny definujeme ("}J*,;’) = (kklj'iw
Nazyvaji se polynomické koeficienty. V nasledujicim tvrzeni ozfejmime vyznam téchto ¢isel.

1.10 Tvrzeni

Bud M kone¢nd mnozina majici n = |M| prvka. Necht ki,...,k € Np jsou takova, Ze
ki+...+k =n.

Pak pocet viech zobrazeni h : M — {1,...,l} spliujicich podminku |h='(i)] = k; pro
i=1,...,1jerovno &fslu (,, " ).

Dukaz:

Indukci vzhledem k .

Pro I =1 je tvrzeni zfejmé. Necht [ € N, [ > 1. Uvazujme libovolné zobrazeni spliujici
uvedeny pozadavek. Polozime L = h~1(I). Podle tvrzeni 1.5. existuje (Z) moznosti jak
muze vypadat mnozina L. Podle indukéniho pfedpokladu zobrazeni h na mnozinu M — L

je mozno vyhotovit (h"*ﬁi_l) zptsoby. Odtud plyne, ze pocet viech uréenych zobrazeni je

roven
n n—k . n! (n—Fk)!
k?l k‘l,...,kl,1 _k:l!(n—kl)! k‘l!-...-k‘l,ﬂ -
. n! _ n
Skl ke kY \E,. LR
1.11 Véta
Pro libovolné n, k € N v okruhu Z[zy, ..., 2] polynomt [ proménnych nad Z plati

(w1+---+wz)"zz<k1 N kl>(xlfl )

kde suma jde ptes viechny I-tice (ky,...,k;) € N spliujici ky + ...+ k; = n.
Dukaz:
Analogicky jako dikaz Véty 1.7 s pouzitim Tvrzeni 1.10.

1.12 Ddusledek
Pro libovolné n € Ny a l € N plati

n n
Z(mm) =

kde suma jde ptes viechny I-tice (ky,...,k;) € N spliujici ky + ...+ k; = n.
Dukaz:

Pron = 0 zfejmé a pron € N plyne z Véty 1.11 dosazenim 1 za vSechny proménné z1, ..., z;.
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1.13 Tvrzeni
Necht kqi,...,k € No anecht n =k; +...+ k;. Je-li n € N pak plati:

n n—1
<k1,...,kl>_z<k1,...kj 1,k — lk]+1,...,k>

kde suma jde pies vSechna j =1,...,1 takovd, ze k; € N.

Poznamka:

Jednd se o ¢asteéné zobecnéni rekurentni formule v Tvrzeni 1.1.(2)

Dukaz:

Pfimym vypoctem:

Z( n—1 )_Z (n—1)! _
kiyooo ki1, ki — ki, ...k Bal k- (k= D) kjygl .. Ky

- o s D R -
Zkl Lok Rl Ry Zk]_kl!'--.'kl! (kv 4 ...+ k)=

_ n
“ ki, k)

nebot pridanim nulovych s¢itanci se sou¢et nezméni.

2 Princip inkluze a exkluze

Dokézeme nejprve zobecnéni Disledku 1.9. Bude se tykat systému cisel indexovanych
kone¢nymi podmnozinami M C S néjaké mnoziny S.
2.1 Véta

Bud S libovolnd mnozina. Necht {aps | M C S, |M| < oo}, {bar | M C S, |M]| < oo}, jsou
dva systémy readlnych cisel. Pak

by = Z ar pro M C S, |M| < 0o <= ay = Z(—l)lM*L‘prroMQS,|M| < 00
LCM LCM

Dukaz:

Necht plati prvni vztah pro vSechny konecné podmnoziny M C S. Pak do sumy v druhém
vztahu lze dosadit z prvniho vztahu, ¢imz vychazi:

S ()M = 3 ()M (Y e = S ST ()M Elay =

LCM LCM HCL LCM HCL
Z Z DMLl gy = Z“H Z MLl -
HCM HCLCM HCM HCLCM
2 2 [ —|H|
HCM |H|<I<|M]|

|M—H|

- T w| X (e (BT ) -

HCM
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|M—H|

=Y ey (-pE Y (_1)k<|M;H|> —ay

HCM k=0

Nebot podle Disledku 1.8.(2) je posledni suma v zdvorkich nenulovd jen pro H = M.
Tim jsme dostali druhy vztah pro vSechny kone¢né podmnoziny M C S. Dosazenim 2.vztahu
do 1. vztahu dostaneme to co potiebujeme.

Poznamka:

Disledek 1.9 plyne z Véty 2.1 néasledovné:
Necht {an}32,, {bn}32, jsou posloupnosti redlnych ¢isel. Bud S spocetnd mnozina. Déle
definujme systémy realnych cisel

{ap | M C S,|M| < oo}, {bm| M C S,|M| < o0}
takto: ap = (—1)‘M|.a‘M|, bar = bjag pro M C S, [M| < oo. Pak prvky ve Vété 2.1 piejdou
pomoci Tvrzeni 1.5 ve formule v Dusledku 1.9.

Pouzitim Véty 2.1. ve specidlni aplikaci dostaneme nésledujici:

2.2 Daisledek — Princip inkluze a exkluze

Bud @ kone¢nd mnozina. Nechf {A; | i € I} je konecny systém podmnoZzin mnoziny @,
tj. |I| < o0 ad; € Q proi € I. Polozime 4; = Q — A; pro i € I. pak pro libovolnou
podmnozinu J C I plati:

|ﬂAiﬂ ﬂ Al = Z (=) ﬂAi|

= iel—J JCKCI €K
Poznamka:
Dodejme pro urcitost, ze [ A; = Q.
Ieh
Dikaz:
Je evidentni, ze pro libovolnou podmnozinu J C I plati | 4= U (N 4n N 4A)

i€ JCKCI ieK iel-K
Kde prinik vlevo je disjunktni sjednoceni mnozin.

Pokud | N 4il= > | N AN N Al

i€ JCKCI €K iel-K
Definujme nyni systém ¢isel {ay | J C I}, {bs| J C I} takto:
CLJ:| ﬂ Aiﬁ nAz|7 bJ:| m Ai|pr0JgI.
iel—J i€ iel—J
Pak tento predchozi vztah lze piepsat jako formuli by_y = Y. ar_g pro vSechna
JCKCI

JCI. Polozime M =1—-J,L=I-Kpak JCK & LCM.
Podle Véty 2.1. pak plati také inverzni formule a

am = Z (=1)M=Llp, pro viechna M C I
LCM

neboli
ar—g = Z (—l)lK_JlbI,K pro vSechna J C I
JCKCI

Coz prepsano nazpét da dokazovany vztah.
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Nejcastéjsi interpretace:

Déna konecna mnozina @ objektl, které mohou mit koneéné mnoho vlastnosti v;, ¢ € I.
Ozna¢me A; mnozinu v8ech objektd z @ néjaké vlastnosti v;, pro ¢ € I. Potom vztah
v Disledku 2.2 udava pro danou podmnozinu J C I pocet téch objektt, které maji pravé
vlastnosti v; proi € J. Tento vztah a jeho néasledujici diisledky byvaji oznacovan jako Princip
inkluze a exkluze.

2.3 Dausledek

Vztah pro pocet objektid nemajici zddnou z uvedenych vlastnosti.
Bud @ konetnd mnozina. Necht {A4;|i € I} je koneény systém podmnozin v (). Oznadime

A0)=NQ-4)=Q - U 4.

el i€l

Pak plati:
1A0)] = Y (=D () Ail, kde () A4i=Q
KCI i€k ich
Dukaz:
Okamyzité z Disledku 2.2 pro J = 0.
Poznamka:

Disledek 2.3. je jenom jinou formulaci skute¢nosti, ze pro libovolny koneény systém mnozin
{4; | i € I'} konetnych mnozin plati

Jail= > i A=

iel 0£KCI €K
SNlAil- > JAin4l+ > |Ai A0 Ak =+ (D) () Al
i€l {i,YCI Nigtj {65,k }CT Aijk iel

2.4 Dausledek

Vztah pro pocet objektd urcujicich pravé r vlastnosti 0 < r < |I|
Bud @ kone¢nd mnozina. Necht {A; | ¢ € I} je konefny systém podmnozin v Q. Pro

libovolné r € Ny, 0 < r < |I| oznaéime A(r) = U (N 4N N 4A).
JCI,|J|=r i€j iel—J
Pak plati:
(K]
A= 3 o (B a
KCI ieK
r<|K]|
Dikaz:

S pouzitim Disledku 2.2. plati:

A= Y IN4n N Tl= 3 X C0F N Al =

scr il iel—J scr JCKCI €K
[I|=r |J|=r
K= () A = KT _pyiki=r ) 4.
> S eneinal= 3 (e
KCI JCK iEK KCI iEK
r<[K||J]=r r<|K|
Priklad:
Méjme n € Ny. Urdete pocet vSech permutaci o mnoziny {1,...,n}, které nemaji zadny

pevny bod, tj. takovy, ze a(i) #i,proi=1,...,n.

Reseni:
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Oznalime S,, mnozinu v8ech permutaci mnoziny {1,...,n}. Definujme podmnoZiny
{A,,...A,} permutaci z S,, takto:

Ai={o €S, | o(i) =i} proi=1,...n. Pak v oznaceni z Diisledku 2.3 je A(0) pravé
mnozina vSech permutaci z S,, které nemaji zadny pevny bod. Vztah pro pocet prvka
mnoziny A(0) lze prepsat piipadné takto:

n
JAO) = [Snl = X |Ail + X JAin 41— Y JAinAnAl+...+ (=1 > |4n
i=1 i<j i<j<k i1 <...<it
NAL (DM A N N Ay
Pritom pro libovolné ¢t = 0,...,n a pro libovolné i; < ...i; podle Disledku 1.3 plati:

pricemz takovych séitanct podle tvrzeni 1.5. budu moci vytvorit (?) Takze celkem vychézi:
JAQ)] =n!=(})(n=D!+(5) (n—=2)! = (3) (n=3)!+.. .+ (=D (}) (n—t)! +.. .+ (-1)".1 =
| (1 1 1 1 (—1)t (—1n)n
n!

—ﬁ‘i—g—g-{—...-{—T-F...‘{— ol

vevs

bodt. V oznaceni z Disledku 2.4. to znamend urcit pocet v8ech prvka z mnoziny A(r).
Propoctenim prislusného vztahu postupné dostaneme

4| = Xn:(_l)H <?><;>(" — 1)l = Z_: eI (t—lr)! =

t=r t=r
n! 1 1 1 (—1)""
L I [P T 2l
o < TR T +(n—7‘)!>

3 Mobiova inverzni formule

Méobiova funkce je pro libovolné n € N definovana nasledovné:

e u(l)=1
e u(pr-...-pr) = (=1)* prok € N a libovolna vzajemné riiznd prvocisla py,. .., pg.

e u(q?.r) =0 pro libovolna q,7 € N,q > 1.

3.1 Lemma

Pro libovolné n € N plati:
_J Lipron=1
Z,u(d)—{ 0;pron>1"
d|n

kde suma jde pres vSechny délitele d € N disla n.

Dukaz:
Pro n =1 ziejmé. Necht n > 1. Pak n lze jednoduchym zptisobem zapsat ve tvaru soucinu
n=p'-...-pS, kde k € N, p1,...,pp jsou vzadjemné rtznd prvocisla a €1,...,e, € N
Polozme n* =p;y - ... pg.
k
. M _ _ k i —
Pak z definice funkce p plyne, ze Y- pu(d) = > p(d) =Y (5)(=1)" = 0.

d|n d|n* =0

Podle Disledku 1.8.(2)
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3.2 Véta

Necht {a,}52; {bn}22, jsou dvé posloupnosti ndhodnych redlnych ¢éisel. Pak

bn:ZadproVn€N<:>an:Zu(%)bdpmVnEN
d|n d|n

Dukaz:

Necht plati prvotni vztah pro vSechna n € N. Pak do sumy v druhém vztahu muZzeme
dosadit z prvniho vztahu, ¢imz dostaneme

lz,u(%)bd = ‘ZN(%)(X‘:%) = ... poloZime e =
d|n din cld

ak d = Z; (| & ce|n & e]%)

5P
=2u(e) Y ac) =30 ple)ac =) ac <Z u(e)> =an

eln cl clnelZ c|n e| 2
nebot posledni suma v zdvorkach j nenulova jen pro ¢ = n, podle Lematu 3.1. Tim jsme
dostali druhy vztah pro v8echna n € N. Analogicky dosazenim druhého vztahu do sumy
v prvnim vztahu dostaneme prvni vztah.
Jednou z aplikaci je snadné odvozeni vztahti pro Eulerovu funkci.
Definice:

Eulerova funkce: ¢ je pro libovolné n € N definovina vztahem

pn) =Kk e N[ k<n,(kn) =1},

kde (k,n) je nejvétsi spoleény délitel ¢isel k, n.

3.3 Lemma

Pro libovolné n € N plati:

> o(d) =n

d|n

Dukaz:

Ukézeme, ze predpisem (d,c) = % - e je definovdna bijekce mezi mnozinami
{(d,e) | dlc € N,dn,c<d,(c,d) =1} > {e€ N| e<n}

Lemma pak vyjadifuje rovnost po¢tu prvka téchto mnozin. Uvedenym predpisem je
skutecné definovano zobrazeni mezi témito mnozinami.

Toto zobrazeni je surjektivni, nebot kazdé e € N splhujici e < n lze psat ve tvaru e = b.c,
kde b = (e,n), ¢ = §, takze polozime-li d = § méme e = %5 - ¢, pficemz jisté d|n, ¢ < d,
(¢,d) =1.

Toto zobrazeni je soucasné také prosté, nebot pii téchto podminkach nutné & = (e,n)
takze takovy rozklad e je jedinecny.

e=%-¢c(cd) =1

3.4 Tvrzeni

Pro libovolné n € N plati
k

1
p(n) =n.JJ(1- ),
- Di
i=1
kde p1, - .., pk jsou vSechna vzajemné riznd prvocisla, kterd déli n.

Poznamka:

Pro n = 1 soucin napravo zmizi.
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Dukaz:

Definujeme-li posloupnosti {a, }22, {b, }5°, pfedpisy a,, = ¢(n), b, = n pro viechnan € N,
stane se vztah v Lematu 3.3 prvni z funkci ve Vété 3.2. Podle této véty plati ovSem i druha
formule, ktera zde dostane tvar

Polozime-li zde ¢ = % dostaneme

n
p(n) = nle)-
cld
Polozime-li dale stejné jako v Dusledku Lematu 3.1. n* = py, ..., pk-

7 definice funkce plyne p(n) = > p(n) - 2, coz rozepsano podrobnéji dava:
c|n*

k
— n n n t, n _1\k n
p(n) —n—g E+Z. pzij_.z. pi-pj~pz+"‘+(_1) . E ) pl-...-pt+"‘+( ) P1e- Pk
i=1 i< i<j<l 11 <...<1t
Coz je pravé dokazany vztah po roznasobeni.

4 Vytvorujici funkce, generujici funkce

Oznalme R|[z] algebru formalné mocninnych fad nad R, z necht je proménna. Jejimi prvky
jsou vSechny posloupnosti {a,}52, redlnych ¢isel, které zapisujeme formalné jako mocninné

o]
fady Y apz™.

n=0
Tedy R[z] obsahuje okruh polynomii R[z] a operace lze pfimo rozsifit na celé R[z] tymiZ
predpisy:

(Z anz™) + (Z bpa™) = Z(an + b))z

(i anz") - (i bpz™) = i cpx™,  kdec, = iaibn,i
n=0 n=0 n=0 1=0

Tim se z R[z] stava okruh.
Pro tyto mocninné fady lze forméalné definovat rovnéz derivaci

o0 [ee] [ee]
(Z anz™) = Z n-apz" Tl = Z(n + Dapp12”
n=0 n=1 n=0

oo
Na mocninnou fadu Y a,z™ lze ovSem také pohliZzet jako na fadu redlnych funkci.
n=0
7 matematické analyzy vime, Ze jeji polomér konvergence je roven r = +

n’
kde n = lim,, 00 sup ¥/|an|; (1 =00,L =0)
Je-li n > 0, pak na intervalu (—r,r), je tato fada absolutné konvergentni, a jeji soucet

(oo}
a(z) je funkce, kterd ma v8echny derivace. Pak piseme > a,2" = a(z).
=0

Také vime, ze pak uvniti konvergentnich intervala

O anz™ + (> bpz™) = a(x) + b(z)

(X ana™) - (3 buz™) = alz) - b(a)
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(> ane™) = d'(a),
n=0

kde nalevo vystupuji vySe definované formalni operace na mocninnych radach, zatimco
vpravo jsou obvyklé s¢itani, nasobeni a derivace prislusnych redlnych funkci. Derivovana
fada mé stejny polomér konvergence jako fada ptivodni.
o0
Souvislost mezi pojetim algebry a analyzy. Vime-li, Ze fada ) a,x™ mé polomér konver-
n=0

() .(0)
1

gence r > 0, pak je plné urcéena podle souctu a(z) na intervalu (—r,r) nebot a, = ~—;

pro n € Ny, podle uvedenych poznamek o derivacich.
7, analyzy vime naptiklad, ze plati:

oo n

e’ = Z % proz € R
n=0
log(l+z) = Z(—l)”fl%, kde z € (—-1,1 >

n=1

4.1 Tvrzeni

Pro libovolné r € R a libovolné x € (—1,1) plati

I AT S

Definice:
Vytvérejici funkci posloupnosti {a,}52  redlnych ¢isel rozumime formélni mocninnou rfadu

oo
E an,x",
n=0

pfipadné jeji soucet a(x), mé-li tato fada r > 0.
Exponencidlni vytvarejici funkci posloupnosti {a,}32 , redlnych ¢isel rozumime vytvarejici
funkci posloupnosti

Un - oo
{m}nZO
t.j. formalni mocninnou radu,
[ee]
St
n!
n=0
pifpadné jeji soucet a(z). Viimnéte si, ze pak a,, = a(™ (0) pro ng € No.

Priklad:

Ve tvrzeni 4.1. jsme vidéli, Ze pro libovolné r € R je funkce (1 + z)" vytvorujici funkei
posloupnosti {((7))}5%, a sou¢asné exponencialni vytvarejici funkei posloupnosti {[r], }32,.

Vandenmondeova konvoluéni formule:

4.2 Tvrzeni

Pro libovolné p,q € R a m € Ny plati
p+a) _ i P\ ( a
m k) \m—k
k=0
Dukaz:

Ve vztahu (1 + 2)PT? = (1 + 2)? - (1 + x)? rozvedeme vSechny zavorky podle Tvrzeni 4.1.
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(1 + 1-)p+q — § (p-i-q)xm

(14 2)P = i (1)l
(1+2)1= % (o

posledni dva rozvoje vynasobime na

Ao (o) =5 (e 5 @ = (5 () (L))"

7j=0 Jj= m=0 k=

Nyni zbyva porovnat koeficienty u ™ u uvedenych rad.
Priklad:
Necht y1,...,yn pro n € N jsou prvky néjaké pologrupy, takze je definovan jejich soucin
Y1+ ... Ypn. Kolika zplsoby je mozno tento soucin uzavorkovat tak, aby postup nasobeni tim
byl jednozna¢né urcen?

Oznacme a, hledany pocet téchto uzdvorkovani pro n € N. Je jasné, Ze a; = 1,a2 =
1,a3 = 2. Klademe dale ag = 0. Pro libovolné n > 1 lze provést n — 1 zpisoby:

(Y1 Yn—1) " Un

Pritom pro dané k lze prvnich k prvkd nahrazovat ay zptisoby a poslednich n — k prvki
Gy zpusoby. Celkem to dava, ze

n

a, = g ag - Gp_p; pron > 1
k=1

Posloupnost {a,}5, je tedy feSenim této rekurentni formule pii vySe uvedenych hod-
notach.

o0

Vezméme vytvorujici funkei > a,z™ této posloupnosti. Doufejme, Ze tato posloupnost bude
n=0

mit hledany polomér konvergence a oznacime a(z) jeji soucet. Ponévadz agp = 0, rekurentni

[ee] o0

funkce 1ik4, Ze pro n > 1 je koeficient u 2™ v soufinu fad (> anz™) - (Y. anz™) roven ay.
n=0 n=0

Koeficient u z v tomto souéinu je roven ag - a1 + a; - ag, zatimco a; = 1. Absolutni ¢len je

roven ag.ag = 0 = ag = 0.
To celkem dava

o0 o0
(Z anz™)? = —x + Z anz"”
n=0 n=0

(a(2))” = —z + a(z)
ReSenim této kvadratické rovnice pro a(z) jsou funkce a(z) = -1 V2174””
Ale ponévadz a(0) = a9 = 0, miZzeme vzit pouze

1—+/1—-4x

a(z) = 5
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Pfitom rozvoj této funkce do mocninné fady konverguje pro z € (—i, i) Ponévadz
tato funkce spliiuje danou kvadratickou funkci, vyhovuji koeficienty jejiho rozvoje stanovené

rekurentni formuli. Navic pocatec¢ni koeficienty jsou:
a'(0) 1
IRV

takze koeficienty rozvoje nalezené funkce a(z) jsou skuteéné feSenim nasi alohy. Jsme schopni
je vypocitat pomoci Tvrzeni 1.4:

)z:O =1

C(1—apd 1T S () (~4a)" ® 1
a(a:) — 1 (]‘ 4 ) — n=0 _ _% Z (;) (—41’)” —

2 2
- 1 2n—1 [;]
— Z (—1)”7 n = "
n=1° ~

takZe tpravou obdrzime

et oot 39 BEY) 103 (2n-3).(2n-1)
(2n)! (2n — 2)!

2.2n —1).(n))2  n.((n — 1)!)2
¢ili

1/2n—-2
an:—< " > pro vSechnan € N
n\n-—1

5 Linearni rekurentni formule

Definice:

o0
Bud R[z] algebra formalnich mocninnych fad nad R. Pro libovolnou fadu ) anz™ v R|z],
(oo} o0 (oo} n=0
v ni7z ag # 0, existuje fada Y bpaz™ takova, 7e (Y. anx™)- (> bya™) =1, tzn. takova rada,
n=0 n=0 n=0
je jednotkou okruhu R[x].
Skuteéné uvedena podminka zada, aby

ag.bg = l,ag.b1 +a1.bg = 0, e

n
ao-by, + Zaibn_i =0pron €N,

coZ ponévadz ag # 0 je mozné splnit - potiebné koeficienty b, pro n € Ny je odtud postupné
mozno vypocitat.

Tento fakt zejména znamend, Ze pro libovolny polynom z R[z] s nenulovym absolutnim
¢lenem, existuje mocninnd fada v R[z], kterd je k nému inverznim prvkem. Takto je mozné
zapsat napiiklad raciondlni lomené funkce, tj. zlomky 5, kde f, g € R[z], ¢ s nenulovym
absolutnim ¢lenem chapat jako formalni mocninné rady.

Fakta o rozkladech racionélnich lomenych funkci na parcidlni zlomky:

Necht f, g € R|z], g #0. Necht g = hy -...- by, kde m € N a hy,...,h,, € R|x]
jsou vzdjemné nesoudélné polynomy. Pak existuji ¢,dy,...,d, € R[z] splhujici st(dl) <
st(hn),. .., st(dm) < st(hm) takové, 7e £ = c 4 o 4 4 don
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Tyto ¢,dy, ..., d,, jsou uréeny jednoznacné. Je-li st(f) < st(g), pak ¢ = 0. Tento fakt je
zobecnénim Bezoutovy véty pro polynomy a lze ho dokazat indukci vzhledem k m.

Jsou-li v&ichni ¢initelé v rozkladu g = hy - ... - h,, tvaru (z — r)¥ pro néjakd r € R a
k € N, je mozno pak jit jesté dal. (Uvazujme C misto R)

Pak pro libovolny polynom d € R[z] spliwjici st(d) < k existuji jednoznaéné uréend
81,...,5, € R takovi, Ze (zi)k = (xs_lr) + (xi2r)2 +...+ (zi—kr)k

K tomu staci provést rozvoj d se stfedem v r.

Necht posloupnost {a,}22, redlnych ¢isel vyhovuje podmince

Gn+k = Q1On+k—1 + Q20n+k—2 + ... + qrQp,

pro Vn € Ng,k € N a qi,...q jsou redlné konstanty, q; # 0. Tato podminka se nazyva
linedrni rekurentni formule k-tého Fadu s konstantnimi koeficienty. Cilem je najit v8echna
feSeni, tj. v8echny posloupnosti {a,}22, vyhovujici této formuli.

Je jich nekone¢no, nebot tvori vektorovy prostor dimenze k nad R. Pozdéji budeme
muset prejit nad C.

Jestlize hodnoty prvnich k-¢lenti jsou pfedem pevné urceny, tomu se ik pocatecni pod-
minky. Maji-li byt splnény tzv. pocateéni podminky:

ag = Qp, a1 = Q1,...,0k—-1 = Q-1

kde aq,...,a_1 jsou dané readlné hodnoty, pak je tim FeSeni {a,}22, urceno jednoznac¢né.
Je-li zndma baze vektorového prostoru vSech reseni, pak toto konkrétni reseni je jeji linearni
kombinaci. Prislusné koeficienty se urci z pocatecnich podminek reSenim soustavy linearnich
rovnic.

Chceme tedy najit bazi vektorového prostoru vsech feseni dané rekurentni formule. K této

formuli definujeme jeji tzv. charakteristicky polynom. h(z) = 2% —qi2*~! —guab =2 — ... — gy
Tento polynom lze nad C rozlozit na soucin linearnich polynomt
hz)=(x—r)" ... (z—r), kdet e N, ly,....l, e N, Iy + ... +ly =k, ri,...,r, € C

vzajemné raznd, ry - ...-r; 7 0 nebot g # 0.

PolozZzime-li dale

e, 1 :
g(z) = xk-h(;) =1-qz—qz®—... — g2

Pak rozklad h(x) pfijde na rozklad g(z) :
g(x) = (1 —rz) .- (1 —re)lt

Ozna¢ime a(z) vytvéfejici funkei Y °  a,2z" posloupnosti {a,}5,. Vidime, ze

rekurentni formule ¥ik4 pfesné to, ze v soucinu a(z).g(z) jsou viechny koeficienty u z! pro

vSechna [ > k rovny 0, nebot dany koeficient je roven a; —q1.a;—1 —q2.aj—2 — . .. —q.aj— =0
co% znamend, %e existuje polynom f(z) € R[z] stupné mensiho nez k, takovy, 7e
f(z)

a(z).g(x) = f(z), ¢ili a(z) = ——,
9()
nebot g(x) je polynom s konstantnim ¢lenem 1, takZe jim lze délit v algebie formdlnich
mocninnych Fad R[z]. UkdZeme, jak l1ze zlomek vpravo rozvinout v radu.
Vzhledem k predchozimu rozkladu ¢g(z) na souéin linedrnich faktorti nad C, vime podle
vysledki o rozkladu na parcidlni zlomky, Ze existuje

8115+ +vs 81y y-+vySt1y--5t, €C

takové, ze

_ Sn 51y St1 Stl,
a(x) +“'+7(1—r1x)’1 +...+7(1_Ttm) +"'+7(1—mc)lt
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Podle s¢itanct je I3 +. . .+1; = k. Vytvarejici funkce libovolného feseni rekurentni formule
je tedy linearni kombinaci zlomki tvaru

1
(1 —rz)e’
kder =r;pronéjakdi =1,...,tae € {1,...,l;}. Takovy zlomek lze rozvinout do nésledujici
mocninné fady. Ponévadz ziejmé:
oo
(1—rz)~t = Z(m:)"
n=0

dostavame .
(1—rz)~¢=((1- rw)_l)e = (Z(rm)")

Podle definice kombinaci s opakovanim z Kapitoly 1. a podle Tvrzeni 1.6. tedy vychazi

(1—rz)© = f: (”Z‘ 1) (ra)" = i (” :f; 1>r"a:” - ﬁ-i[n%—e—l]elr”m”

n=0 n=0
Vytvorujici funkce vSech feSeni rekurentni formule jsou tedy linedrni kombinaci takovych-
oo

to Y [n+ e — 1].—1r™ mocninnych fad. ProtoZze téchto fad je k a podprostor vech feSeni
n=0

ma dimenzi k, musi jit o vSechny mozné linearni kombinace. Uvédomime-li si pfitom, ze

[n + e — 1].—1 jsou polynomy v n-tych stupiit e — 1 pro v8echny uvedend e, vidime, Ze je

lze nahradit jednodu$$imi polynomy n®~!. Cili vytvoiujici funkce feseni rekurentni formule

oo

jsou pravé viechny linearni kombinace fad tvaru Y. n® ir"z" kder =r;, i =1,...,t a
n=0

e € {1,...,1;}. ReSeni rekurentni formule jsou odpovidajici linedrni kombinace posloupnosti

koeficienttt {n®~1rm}oe .
Tyto zavéry lze formulovat jako:

5.1 Véta
Necht je dana linedrné rekurentni formule s konstantnimi koeficienty. Necht rq,...,r; jsou
vSechny vzdjemné rizné koteny jejiho charakteristického polynomu v C, necht eq, ..., e; jsou

jejich nasobnosti. Pak posloupnost
{ne 1ty gproi=1,...,t; e=1,...,¢

tvori bazi vektorového prostoru vSech FeSeni nad C této rekurentni formule. (Zde opét
00 =1).

Priklad:

Bud (M, <) konstantni fetézec o n = |M| prvcich. Mame urc¢it pocet a, vSech podmnozin
L C M, které neobsahuji zddné dva prvky v nichZz jeden pokryva druhy v (M, <).

Je-li n > 2 a je-li m nejvétsi prvek v (M, <), pak takovd podmnoZina L bud neobsahuje
m, ¢ili L C M — {m}, anebo obsahuje-li m, v tom p¥ipadé ovéem neobsahuje prvek m' lezici
v daném Tetézci bezprostiedné pod m takze pak L — {m'} C M — {m,m’}. Odvodili jsme
tak, Ze posloupnost ¢isel {a,}52, spliuje rekurentni formuli

ap = Ap—1 + Ap—2; Pron > 2

Pfitom je jasné, ze pocateéni hodnoty jsou ap = 1,a; = 2 Cleny této posloupnosti jsou
Fibonacciho ¢isla.
Charakteristicky polynom této rekurentni formule je 22 — 2 — 1. M4 dva realné koifeny:
— 1+V5 — 15
3 =

Ir1 = 3

T , takZe posloupnost
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(=)A= )

tvori bazi vektorového prostoru vsech feSeni rekurentni formule. Hledana posloupnost
je jejich linedrni kombinaci s jistymi koeficienty, pro néz z pocatecnich podminek plynou
rovnice

cr+c =1,

14++/5 1-5
. D) +CQ' 2 5

1 (145 ’ 1 (1-+5 ’
C1 = —F—= D) y CQ——E D)

V5
n+2 n+2
an:%(<l+2\/g> —(1_\/5> pron € Ny

C1

jejiz fesenim je

Takze dostavame

6 Grafy

Definice:
Pro libovolnou mnozinu M a libovolné k € Np zna¢ime () mnozinu viech k-prvkovych
podmnozin mnoziny M a Ay diagonalni relaci (identitu) na M.

Obycejny (netrividlni) graf G = (V, E) se skladé z kone¢né neprazdné mnoziny vrcholt V
(nékdy také uzld) a néjaké podmnoziny E C (‘2/) hran.

Znazornéni:

|

J

Obycejny orientovany graf G = (V, E) se skldda z kone¢né mnoziny V' vrcholt a néjaké
podmnoziny E CV x V — Ay orientovanych hran.

Znazornéni:
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Takové grafy nemohou obsahovat smycky.

W

Tomu lze odpomoci tim, 7e v definici graft klademe obecngji E C (V) U (}), tim vznika
neorientovany graf, anebo £ C V x V', ¢imz dostaneme orientovany graf.
Takové grafy nemohou obsahovat ani ndsobné hrany.

<

Toho 1ze dosdhnout za cenu komplikovanéjsich definic.
(Neorientovany) multigraf. G = (V, E,4) se sklddd z konetné mnoziny V' # () vrchold,

kone¢né mnoziny hran E a zobrazeni ¢ : E — (%) U (%), nazyvané zobrazenf incidence.

Orientovany multigraf G = (V, E, ) se 1i8i od pfedchoziho tim, Ze zobrazeni incidence
je : E — V x V. Zobrazeni incidence pfifazuje hrané mnozinu, respektive usporadanou
dvojici jejich koncovych vrcholi.

Vsechny ddle uwvedené definice se budou tykat jen obycejnyjch grafi, eventudlné obycejnijch
orientovanych grafi. Mnohé vysledky by bylo mozno pri vhodném rozsiveni dokdzat i pro
multigrafy a orientovan€ grafy. Tam, kde to bude mit vyznam upozornime.

Definice:
Bud G = (V, E) obycejny graf, piipadné obyc¢ejny orientovany graf. Graf H = (W, F) se
nazyvé Cast grafu G, jestlize W CV a F C E.

Cést H = (W, F) grafu G se nazyva faktor grafu, jestlize W = V.

Cést H = (W, F) grafu G se nazyva podgraf grafu G, jestlize je to jeho nejvétsi cast
s danou mnozinou vrcholt W, tj. jestlize FF = EN (V;), pfipadné F = ENW? u orientovanych
grafi. Podgraf grafu je plné uréen svou mnozinou vrchold.

Definice:

Bud G = (V, E) oby¢ejny graf. Pro kazdy vrchol v € V' definujeme ¢islo
da(v) =|{e€ E| v € e}

nazyvame je stupen vrcholu v v grafu G.

6.1 Tvrzeni
Pro kazdy obyéejny graf G = (V, E) plati:

Z da(v) = 2|E|

veV

Dukaz:

Kazda hrana mé dva vrcholy.

Definice:

Bud G = (V, E) oby¢ejny orientovany graf. Pro kazdy vrchol v € V definujeme ¢islo:
o d5(0) = [EN ({0} x V)|
o di(v) = [EN(V x {v})]

nazyva se vystupni a vstupni stupen vrcholl v G.
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6.2 Tvrzeni
Pro kazdy obyéejny orientovany graf G = (V, E) plati

> dgw) =Y di(v) =|E|

veV veV

Dukaz:
Kazda hrana z jednoho vrcholu vychazi a do jednoho vstupuje.
Definice:
Bud G = (V, E) oby¢ejny graf. Posloupnost tvaru
vo, {vo, v1 },v1, {v1,v2}, 09, ..., 01, {vi_1, v }, vy

kde [ € Ny, vo,v1,...,0 € V, {vg,v1},...,{vi_1,v} € E se nazyva sled v grafu G délky [
z vrcholu vg do v;.

e Jsou-li v8echny hrany {vg,v1},...,{vi—1, v} vzdjemné rizné, nazyva se tah v G.

e Jsou-li vSechny vrcholy vg, vy, ... v vzdjemné razné, je to cesta v G.

Jestlize [ € N a vy = v;, pak takovy sled nebo tah se nazyva uzavreny. Cesta nemuze
byt uzaviena.

e Mame-li uzavieny tah, v némz jsou jinak vSechny vrcholy tj. vy ...v; vzajemné rizné,
jde o kruznici v G.

Vrcholy a hrany kazdého sledu v G urcuji jistou ¢ast v grafu G. V tomto smyslu plati:

6.3 Tvrzeni

Bud G = (V, E) obycejny graf, u,v € V. Pak libovolny sled v G z u do v obsahuje né&jakou
cestu z u do v.

Definice:

Obycejny graf se nazyva souvisly, jestlize pro libovolné dva vrcholy u,v v G existuje sled v G
z u do v.

Definice:

Bud G = (V, E) obycejny graf. Definujme na mnoziné V relaci dosaZitelnosti: ~¢ pfedpisem:

Pro libovolné u,v € V u ~g v pravé kdyz existuje sled v G z u do v.

Pak ~¢ je ekvivalence na V. Vznikd rozklad V/ ~g. Podgrafy grafu G urcené jed-
notlivymi tfidami tohoto rozkladu se nazyvaji komponenty grafu GG. Jsou to souvislé grafy a
graf G sam je jejich disjunktnim sjednocenim.

Jestlize v definicich, které predchdzely Tvrzeni 6.3 uvazujeme obycejny orientovany
graf G a nahradime v nich v8echny hrany {vg,v1}...{v—1,v} orientovanymi hranami
(vo,v1) ... (v—1,v;) dostaneme definici téchto pojmi: orientovany sled, orientovany tah, ori-
entovana cesta a dale uzavreny orientovany sled nebo tah a cyklus.

7 Stromy

7.1 Véta

Pro libovolny obyéejny graf G = (V, E) jsou nésledujici podminky ekvivalentni:
1. pro libovolné dva vrcholy u,v € V existuje jedina cesta v G z u do v.
2. graf G je souvisly a neobsahuje zddnou kruznici.

3. graf G je souvisly a |V| = |E| + 1
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Dukaz:

1.= 2.
Existence cest zarucuje souvislost grafu G a jejich jednoznacnost vylucuje pritomnost
kruznice v grafu G.

2.= 3.

Indukei vzhledem k |V

Pro |V| =1 jasné.

Necht |V| > 1. Pak ze souvislosti grafu G plyne, 7e existuje néjaka hrana {z,y} € E.
Ukézeme, 7e pak pro ¢ast G' = (V, E—{{z,y}}) grafu G plati, Ze graf G' m& pravé dvé
souvislé komponenty. Skute¢né, kdyby G’ byl souvisly graf, znamenalo by to existenci
néjaké cesty v G' z ¢ do y. Tato cesta by spolu s hranou {z,y} vytvofila kruznici
v celém grafu G. Takze graf G' neni souvisly a navic vrcholy x,y lezi v rtznych
komponentich grafu G': G = (V,E) a G = (V,E). Mame ukazat, ze V =V U V.
Pak pro kazdé z w € V uvazujme nejkratsi ze vSech cest v grafu G vedoucich z w
do z nebo do y. Takové cesta jesté neobsahuje hranu {z,y}, jinak by ji bylo mozné

zkrétit takze je to cesta v G' a tedy w € V nebo w € V. Cili graf G' ma dvé souvislé
komponenty G a G, které sami zase neobsahuji Zddnou kruznici. Podle indukéniho
piedpokladu tedy: |V| = |E|+ 1 a [V]| = |E|+ 1. Odtud celkem

V| =|V|+[V|=|E|+1+|E|+1=|E|+1, kvili hrané {z,y}

3.=> 1.
Indukei vzhledem k V.

Pro |V| =1 jasné.
Necht |[V| > 1. Pak ze souvislosti grafu G plyne, Ze kazdy vrchol ve V' méa stupen
alespont 1. Odtud porovnanim vztahu |V| = |E| 4+ 1 s Tvrzenim 6.1:

> da(v) =2|E| =2|V| -2
veV

vyplyvé, Ze ve V musi existovat alespon dva vrcholy stupné pravé 1. Bud « € V' takovy
vrchol, z néhoz vychazi jedind hrana, feknéme {z,y}. Pak graf G* = (V — {z}, E —
{{z,y}}) je jisté souvisly a navic spliuje

[V —A{z}=VI=1=|E]=|E - {{z,y}}| +1

G

Podle indukéntho predpokladu libovolné dva vrcholy grafu G* jsou spojeny jedinou
cestou v G*. Lehce je vidét, ze pak totéz plati i pro cely graf G.

Definice:
Obycéejny graf G = (V, E) splaujici ekvivalentni podminky z Véty 7.1 se nazyva strom.
Poznamka:

V dikazu jsme lehce vidéli, 7e kazdy strom s |V| > 2 mé alesponi dva vrcholy stupné jedna.

Znazornéni:
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Definice:
Bud G = (V, E) obyéejny graf. Libovolny faktor H = (V, F') grafu G, ktery je stromem se
nazyva kostra grafu G.

7.2 Tvrzeni
Libovolny souvisly obyéejny graf G = (V, E) obsahuje néjakou kostru.

Dukaz:

Indukci vzhledem k poctu kruznic v G.

Neobsahuje-li G zadnou kruznici, pak je sdm kostrou. V opa¢ném piipadé vezméme né&jakou
hranu {z,y} lezici na né&jaké kruznici grafu G a uvazme jeho ¢ast G' = (V, E — {{z,y}}).
Graf G’ zlistane ziejmé souvisly a podle indukéniho pFedpokladu obsahuje né&jakou kostru,
ktera je i kostrou grafu G.

7.3 Dausledek
Pro libovolny souvisly obycejny graf G = (V, E) plati:

VI<IE[+1

Rovnost nastava pravé tehdy, kdyz G je strom.

Duikaz:
Bud G = (V, E) strom. Pak podle Tvrzeni 6.1. a Véty 7.1. plati:

> da(v) =2|E| =2|V| -2, neboli Y (dg(v) — 1) = [V| -2
veV veV

Vidéli jsme také, ze dg(v) > 1 pro v8echna v € V', pokud |V| > 2.
Ukazeme, ze jsou to nejen nutné, ale i dostacujici podminky pro existenci stromu na dané
mnoziné vrcholi, jsou-li predepsany stupné téchto vrcholi. Uréime dokonce jejich pocet.

7.4 Tvrzeni

Bud V = {vy,...,v,} koneénd mnoZina o n prvcich, n > 2, anecht d; € Nproi=1,...n
n

jsou libovolna éisla splaujici Y (d; — 1) =n — 2.
i=1

Potom pocet vSech stromt G = (V, E), tj. pocet v8ech podmnozin E C (‘2/), takovych ze
G = (V, E) je strom, spliujicich dg(v;) = d;, proi =1,...,n je roven ¢islu

n—2
di—1,...,d, — 1
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Dukaz:
Indukci vzhledem k n.

Pro n = 2 nutné d; = d» = 1, existuje jediny strom a (000) =1.
Necht n > 2. Ozna¢me hledany pocet stromii t(n,di,...,d,). Z podminky pro éisla
dy,...,d, plyne existence | € {1,...,n} takového, 7e d; = 1. Vhodnym pfeéislovanim

prvkd z V lze docilit toho, ze d,, = 1. Ukazeme, ze pak plati
t(n,dl,...,dn) = Zt(n — l,dl,...,dj — 17---7dn—1)7

kde suma napravo jde pres vSechna j € {1,...,n — 1}, pro néz d; > 2.

Skute¢né, uvazme libovolny strom G = (V, E) spliwjici dg(v;) = d; proi = 1,...,n.
Pak dg(vy) = d, = 1 a tedy {vj,v,} € E pro jediné j € {1,...,n — 1} Pak pro né ovsem
d; = dg(v;) > 2, aby byl G souvisly graf.

Pak G; = (V — {v,}, E — {{vj,vn}}) je strom s mnozinou vrcholt V — {v, } spliwjici

da(v;) = d; proi=1,...,n—1,i#j
da;(vj) = dj — 1
Toto j a strom G; mohou ovSem jinak byt zcela libovolné. Tim je ovéfen uvedeny

rekurentni vztah pro ¢(n,ds,...,d,). Nyni sta¢i dosadit s¢itance napravo podle indukéniho
predpokladu a s pouzitim Tvrzeni 1.13.

7.5 Dausledek (Caleyho formule)

Pocet v8ech stromt G = (V, E) s danou mnozinou vrcholt V majici |V| = n vrchold, |V| > 2
je roven ¢&islu n™ 2.

Dukaz:

Plyne okamzité z Tvrzeni 7.4 a jemu predchéazejiciho komentéfe s pouzitim Dtsledku 1.12.

8 Cesty a minimalni kostry

Definice:

Ohodnoceny neorientovany nebo orientovany graf G = (V) E,q) se sklddd z grafu (V, E)
prislusného typu a néjakého zobrazeni ¢ : E — R, ohodnoceni jeho hran.

Problém nejkratsi cesty

Definice:
Bud G = (V, E,q) ohodnoceny obycejny orientovany graf. Necht vo,ej,vy,...,e;, v, kde
v; € Vae; € (vi_1,v;) proi=1,...,1 jsou hrany z F, je néjaky orientovany sled v G.
Potom délkou tohoto sledu rozumime ¢islo g(er) + ... + g(er).
Bud nyni G = (V, E, q) nezdporné ohodnoceny obyCejny orientovany graf, tzn. Ze g(e) > 0
pro vSechny e € E. Pak pro libovolné vrcholy u,v € V pro néz existuje orientovany sled v G
z u do v v grafu G nazveme vzddlenost délkou tohoto nejkratsiho sledu. Je jasné, ze takovym
sledem bude cesta.
Pokud takovy sled neexistuje, klademe vzdalenost rovnu oo.
Vzdalenost vrcholu od sebe sama klademe rovnu 0.

Dijkstrav algoritmus

Je ddn nezaporné ohodnoceny obycejny orientovany graf G = (V, E, q) a jeho vrchol u € V.
Pro vSechny v € V' mame najit vzdalenost d, z u do v v G.
Vypocet probihd v jednotlivych krocich indexovanych pomoci ¢ = 1,2,.... V pribéhu



8 CESTY A MINIMALNI KOSTRY 25

vypoctu sefadime vrcholy z V' do posloupnosti v1,vs,... a ur¢ime vzdalenost d,,.
Béhem celého vypoétu budeme potiebovat jesté pomocnou funkei f: V' — R U {oo}, ktera
se vSak bude pribézné ménit.

1. Na zacatku nastavime f(u) =0 a f(w) = oo pro vSechny vrcholy w € V — {u}.

2. V i-tém kroku vybereme jako v; takovy vrchol z mnoziny V' — {vy,...,v;_1}, na némz
funkce f(v;) nabyva nejmensi hodnoty a poloZzime d,, rovno této hodnoté,
tzn. dy, = f(v;).

e Je-li d,;, < 0o, potom zménime funkci f na vrcholech w € V' — {vy,...,v;}, pro
néz (vi,w) € E a dy, + q((vi,w)) < f(w), pFedpisem f(w) = dy; + q((vi,w)).

3. Postup z bodu 2. opakujeme az do vycerpani mnoziny V.

8.1 Véta

Hodnoty d, pro v € V vypoctené uvedenym algoritmem jsou vzdalenosti z u € V' do jed-
notlivych v € V.
Nésledujici Lemma se lehce ovéri po jednotlivych krocich uvedeného algoritmu.

Lemma

V kterémkoliv okamziku vypoc¢tu pro kterykoliv vrchol v € V| pro néjz f(v) < oo, plati, ze
f () je délka néjaké cesty v G z u do v.

Dukaz: (Véty 8.1)

Indukci vzhledem k .

Je jasné, ze algoritmus urc¢i v;1 = w a d,, = 0. Uvazujme -ty krok algoritmu pro nékteré
¢ > 1 a predpokladejme, ze pro vsechna j < i je dy,;; vzdalenost z u do v; v G. UkédZeme,
Ze totéZz pak plati i pro d,;. Pfipustme, Ze to neni pravda. Jestlize f(v;) = oo, pak to
znamend, ze vzdalenost z u do v; je konecnd, ¢ili existuje cesta z u do v;. Jestlize f(v;) € R,
pak podle Lemmatu je f(v;) délka n&jaké cesty v G z u do v;, ale nejde o nejkratsi cestu.
V obou pfipadech tedy existuje nejkratsi cesta v G z u do v; a mé délku mensi nez f(v;).
Oznalme tuto cestu C a jeji délku d(C). Necht (z,y) € E je prvni hrana na této cesté
od u takovd, 7ze z € {vy,...,v;_1},y & {v1,...,vi_1}. Pak pocatecni tsek cesty C' od u
do z je nejkratsi cestou v G z v do z a ma tudiz délku d, podle indukéniho predpokladu.
Kromé toho po ukonéeni ¢ — 1 kroku nutné f(y) < d, + ¢((xz,y)). Hodnota vpravo je oviem
délkou pocétecniho tseku cesty C od u do y a neptevysi délku d(C) vzhledem k nezdpornosti
ohodnoceni.

Dostavame tak f(y) < d(C) < f(vi), coz je spor s volbou vrcholu v; v i-tém kroku.

Nalezeni nejkratsich cest

Méme-li k dispozici zdznam vypoctu, jsme schopni pro kazdy vrchol najit nékterou nejkratsi
cestu z u do v, existuje-li.
Postupujeme pro ¢ = 1,2,.... Nejkratsi cesta v G z u do vy = u se sklada z jediného vrcholu
u.

Je-li i > 1, pak d,,, = f(v;) v i-tém kroku vypoctu.

Jestlize f(v;) € R, pak f(v;) muselo byt zménéno v nékterém z predchozich krokd.

Necht se to stalo naposledy v k-tém kroku. Pak f(v;) = d,, + q((vg,v;)). To znamena,
Ze nejkratsi cesta v G z u do vy prodlouZena o hranu (v, v;) a vrchol v; dé nejkratsi cestu
v G z u do v;. Jestlize f(v;) = oo, cesta neexistuje.
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Problém minimalni kostry

Bud G = (V, E, q) ohodnoceny oby¢ejny (neorientovany) graf (souvisly). Pak podle Tvrzeni

7.2 graf (V, E) obsahuje jisté néjakou kostru. Kostra (V, F') grafu (V, E), pro niz ¢islo Y g(e)
ecF
je nejmensi, se nazyva minimalni kostra grafu G.

Algoritmus minimadlni kostry

Je dan ohodnoceny obyéejny neorientovany souvisly graf G = (V, E, q).
Mame najit nékterou minimalni kostru grafu G.
Polozme n = |V|. Vypocet probiha v jednotlivych krocich, v nichZ postupné konstruu-
jeme podmnoziny FEg C Ey C ... C E,,_1 takto:
Na zacatku poloZime Eq = §).
V i-tém kroku pro i = 1,...,n — 1 sestrojime mnozinu F; pomoci mnoziny F;_; nasledovneé:
Mezi vSemi hranami e € E,e = {z,y}, takovymi, Ze vrcholy z,y lez v riznych kom-
ponentach grafu (V, E;_1), vybereme tu hranu e, pro niz hodnota ¢(e) je nejmensi. Pak
polozime E; = E;_1 U {e}

Proveditelnost:

Ponévadz graf (V, E) je souvisly, graf (V,0) ma n komponent a pfiddnim jedné hrany spojujici
dvé komponenty se jejich pocet snizi o 1, lze vSechny tyto kroky provést.

8.2 Véta

Graf (V, E,,—1) s mnoZinou hran nalezenou v poslednim kroku uvedeného algoritmu je mini-
malni kostra grafu G.
Uvedeny algoritmus lze preformulovat:

Kluskalav algoritmus

Na zacatku usporddame hrany v E podle ohodnoceni, t.j. zapiSeme E = {ey,...,e;}, kde
m = |E| tak, aby g(e1) < ... < g(em). Vi-tém kroku pak klademe E; = E;_; U{e;}, kde r je
nejmensi index takovy, Ze koncové vrcholy e, lezi v riznych komponentach grafu (V, E;_1).
Pritom je jasné, ze r > s pro vSechna s takova, ze e; € E;_1. Tento postup je vypocetné
jednodussi.

Dukaz: (Véty 8.2)

Graf (V, E,,—1) je strom, nebot je souvisly (nebot ma jednu komponentu) a ma n vrchold a
n — 1 hran, tedy spliiuje podminky (3) Véty 7.1. Cili je to kostra grafu G, zbyvé dokazat,
ze jde o minimalni kostru.

K tomuto Gcelu ukdzeme, ze v pribéhu celého vypoctu, t.j. pro kazdé i =0,1,...,n—1
existuje minimalni kostra (V, F;) grafu G takova, Ze E; C F;. Postupujeme indukei.

Jisté existuje néjaka minimalni kostra (V, Fp) grafu G a na zalétku jisté Ey = 0 C Fp.
Uvazujme -ty krok algoritmu pro néjaké ¢ = 1,...,n — 1. Predpokladejme, Ze existuje
minimélni kostra (V, F;_1) grafu G takovd, ze E;_1 C F;—1. Jestlize pfiddvana hrana e, pro
niz E; = E;_; U {e} spliiuje e € F;_y, pak F; C F;_y a F; = F;_;. V opa¢ném piipadé graf
(V, F;—1 U {e}) podle Disledku 7.3 neni strom a tedy obsahuje kruznici, kterd ovSem musi
prochéazet hranou e.
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Hrany mezi komponentami existuji, protoze F;_; C F;_1

Zbyvajici ¢ast této kruznice propojuje ty dvé komponenty grafu(V, E;_1), které spojovala
hrana e. Odtud plyne, Ze na této casti kruznice musi lezet alespon jedna hrana f pfimo
spojujici nékteré dvé rizné komponenty grafu (V, E;_1). Polozime F; = (F;_1 — {f}) U {e}.
Pak graf (V, F;) ztistava souvisly a podle Dusledku 7.3 je to strom, ¢ili kostra grafu G. Pfitom
ze zpusobu volby hrany e v i-tém kroku vypoctu plyne, Ze q(e) < q(f), takze (V, F;) je zase
minimélni kostra grafu G. Navic E; C F;. Zejména nakonec E,_; C F,,_1, ¢ili (V, E,,—_1) je
rovna minimélni kostie (V, F,_1).

Analogicky je mozno definovat maximélni kostru grafu. Prislugné analogie uvedeného
algoritmu se pak nazyva hladovy algoritmus (greedy).

9 Eulerovské grafy

Definice:
Uzavieny tah v oby¢ejném souvislém grafu G = (V, E) délky |E|, tj. uzavieny tah prochéze-
jici kazdou z hranou v E praveé jednou, se nazyvéa eulerovsky uzavreny tah.

Souvisly graf obsahujici eulerovsky uzavieny tah se nazyva eulerovsky graf. Graf poztista-
vajici z jediného vrcholu a zadné hrany se nazyva trividlni graf.

9.1 Véta

Netrividlni souvisly obycejny graf G = (V, E) je eulerovsky, pravé kdyz vSechny vrcholy z V
jsou sudého stupné.

Dukaz:

Je-li graf G eulerovsky, je evidentni, ze vSechny vrcholy z V' musi byt sudého stupné.

Necht naopak vSechny vrcholy z V' jsou sudého stupné. Nejprve sestrojime v G jakykoliv
uzavieny tah. Zvolime libovolny vrchol vg € V', a ponévadz G je netrividlni a souvisly, musi
existovat néjakd hrana {vg,v;} € E. V i-tém kroku ¢ = 1,2, ... mdme jiz vybranu hranu
{vi—1,v;} a je-li v; # v, ponévadz vrchol v; je sudého stupné, jsme schopni najit hranu
{vi,vit1} € E kterou jsme dosud neprosli.

Takto lze pokracovat, dokud pro nékteré k € N nenastane vy = vg. Tak najdeme v G
uzavieny tah vg, {vg,v1},v1,...,v,. Déle ukdZzeme, Ze kaZdy uzavieny tah v G, ktery neni
eulerovsky, lze prodlouZit. Skute¢né, v tom piipadé musi existovat hrana {wg,w; }, kterou
tento tah neprochdzi. Kvili souvislosti grafu G ale 1ze zvolit hranu {wq, w1 } tak, Ze wo tento
tah prochazi.

Nyni tym?7 zpiisobem jako vySe sestrojime v G uzavieny tah wo, {wo, w1 },...,w;. Pfitom
kviili sudosti stupnid vrchold z V' jsme navic schopni se vyhnout hrandm, které jsme prosli
v predchozim tahu.

Vlozime-li nyni tento novy tah se misto né€kterého z vyskytt vrcholt wy v predchozim
tahu, vytvorime delsi uzavieny tah. Takovymto prodluzovanim posléze sestrojime eulerovsky
uzavieny tah.
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Poznamka:

Véta 9.1. plati beze zmény i pro multigrafy a lze ji pravé tak snadno dokazat, ale u stupna
vrchold je nutno vzit v ivah nasobnost hran a smycky pocitat dvakrat.

Definice:

Uzavieny orientovany tah v obycejném souvislém orientovaném grafu se nazyva eulerovsky
uzavreny orientovany tah. Souvisly orientovany graf obsahujici takovy tah se nazyva eulerovsky
orientovany graf. Takovy graf je jisté silné souvisly.

Definice:

Oby¢ejny orientovany graf G = (V, E) se nazyva vyvdzeny graf, jestliZe pro stupen kazdého
vrcholu v € V plati dg(v) = df(v).

9.2 Véta
Netrividlni souvisly orientovany graf G = (V, E) je eulerovsky, pravé kdyZ je vyvaZeny.

Dukaz:

Obdoba dtkazu Véty 9.1.

10 Bipartitni Grafy

Definice:
Bipartitni graf G = (V, W, E) se skldda ze dvou kone¢nych mnozin V' a W vrcholt spligjicich

VNW = andjaké podmnoziny E C (VLQJW) - ((‘2/) U (V;)) hran.

P 2 RO P
F5d N

To znamena, Ze pro kazdou hranu e € E je

eNV #P#enW

Definice:

Bud G = (V, W, E) bipartitni graf. Podmnozinu F' C E nazyvame pdrovéni v grafu G, jestlize
hrany v F' jsou vzajemné disjunktni, tj. zddné dvé hrany v F' nevychézeji z téhoz vrcholu.
Cislo |F| nazyvéme velikosti parovani F, je shora omezené &slem min{|V|, |[W|}.

Pro libovolny vrchol v € V' v G zna¢me

Ag(v) ={w e WH{v,w} € E}

a pro libovolnou podmnoZinu A C V' znacime
Aa(4) = | Delv)
vEA

Analogické oznaceni zavedme i pro vrcholy w € W a podmnozinu B C W.
Zakladnim vysledkem je Hallova véta:
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10.1 Véta (Hallova)

Bipartitni graf G = (V, W, E) obsahuje parovani velikosti |V'|, pravé kdyz pro kazdou pod-
mnozinu A C V je splnéno
|A] < [ Ag (4)]

Poznamka:
Je-li tato podminka splnéna, pak zejména |V | < | Ag (V)| < |[W|, éli |V]| = min{|V], |W|}.

Dukaz:

Uvedend podminka je evidentné nutné. Je-li totiz F' parovani v G velikosti |V'| a ozna¢ime-li
H = (V,W, F), pak pro kazdou podmnozinu A CV je |A| = | Ap (A)] <|Ag (4)|. Jaddrem
véty je fakt, ze tato podminka je také postacujici.

R R b i ? ? \N
A A
A N
\ ; \ ':
(é ¥ }) VY éé
/\I\ /V\ V
V \_) \_J \/‘

Definujme nejprve nésledujici pomocny pojem:
Méjme néjaké parovani F' v bipartitnim grafu G a dva vrcholy v € V,;w € W. Libovol-

nou cestu v G tvaru v = vp, {vg, wo }, wo, {wo,v1},v1, {v1, w1}, ..., v, {v, w},w = w, kde
[ € Ny, vo,v1,...,v0 €V, wg,wy,...,w; € W, {vg,wo},{vl,wl},...,{vl,wl} € E—-F,
{wo,v1},...,{w;—1,v} € F nazyvame stfidavou cestou v G z v do w vzhledem k parovani F.

P ol o [orla |w

]

56 b 6 Y
[ ]S ©

Méjme nyni néjaké parovani F' v grafu v G. Predpokladejme, Ze pro jeho velikost plati
|F| < |V]. Ozna¢me S =V N(JF)aT =Wn(JF). Takze existuje vrchol v € V — S.
Oznaéme jestés H = (V,W,F),H = (V,W,E — F). Ozna¢me @ mnozinu vSech téch vrcholi
w € W, pro néz existuje stiidava cesta v G z v do w vzhledem k F'.

Ukéazeme, ze Q € T'.

Pfipustme, ze Q C T. Ozna¢me P = Ag(Q). Pak P C S a Ay (P) = @ nebot F je parovani
a dale A (P) C @, nebot pro kazdy vrchol W € A4 (P) existuji vrcholy v € P,w € @Q takové,
7e {v,w} € E—F, {w,v} € F. Pak jakédkoliv stfidava cesta v G z v do @ vzhledem k F'
prodlouzena o tsek {w, v}, v, {v,w},w da stfidavou cestu v G z v do w vzhledem k F'. TakZze
skutecné w € Q.

Dohromady to znamend, ze Ag(P) = Q. Navic mame Ag({v}) C @, nebot pro kazdy
vrchol W € Ag({v}) je {v,w} € E — F, takze v, {v,w},w je stiidava cesta v G vzhledem
k F. Dohromady to dava, 7e Ag(PU{v}) = Q. TakZe skutecné Q € T.Tedy bude existovat
vrchol w € Q — T a stridava cesta v G z v do w vzhledem k F'.

RozepiSeme-li tuto cestu stejné jako vySe, je jasné ze F' = F — {{wo,w1},...,{w,v}} U
{{vo,wo},...,{v,w;}} je parovani v G velikosti |F'| = |F| + 1. Takto krok za krokem
dospéjeme k puvodni velikosti |V].

OvSem |P| = |Q| av & P, ¢li | Ag (PU {v})] = |P| < |P U {v}|, coz je SPOR s
predpokladem véty.
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Definice:

Bud G = (V, W, E) bipartitni graf. Podmnozina U C VUW se nazyva se¢na grafu G, jestlize
pro kazdou hranu e € E je eNU # (). Cislo |U| se nazyvéa velikost seny.

10.2 Konigova véta

Pro kazdy bipartitni graf G = (V, W, E) je maximalni velikost parovani v G rovna minimaln{
velikosti seény v G.
Poznamka:

Jednd se o prvni pripad véty, kterou radime k tzv. charakteristickym vétam.

Dukaz:

Bud F libovolné parovani v G a bud’ U libovolnd se¢na v G. Pak pro libovolnou hranu e € F'
je eNU # () a ponévadz hrany v F jsou disjunktni, odtud nutng |F| < |U|. Zbyvé ukizat,
ze pro nékteré parovani F' a nékterou seénu u € G zde nastava rovnost.

Bud tedy U né&jaké se¢na v G minimalni velikosti. Oznaéme S=V NU aT =W nNU.

4 A\

- :
) v

NS J

Uvazujme bipartitni grafy K = (S W —T,C) a L = (V — S,T,D), kde C a D jsou
podmnoziny v8ech téchto hran z E, jejichz koncové vrcholy lezi v uvedenych podmnozinach
vrcholt V a W. Presvédéme se, Ze pro libovolnou podmnozinu A C S je splnéno |A| <
| Ak (A)]. Skutetné, je vidét, ze mnozina (U — A) U Ak(A) je také sefna v grafu G. Pritom
kdyby |A| > | Ak (A)], 8lo by o sefnu mensi velikosti nez U coz neni mozné. To podle
Hallovy véty 10.1 znamend, 7e v grafu K existuje parovani P, velikosti |S|. Analogicky se
ukaze, 7e v grafu L existuje parovani @ velikosti |T'|. Je jasné, 7e pak F' = PUQ je parovani
v G velikosti |F| = |P|+|Q| = |S| +|T| = |U].

Definice:

Bud A libovoln4 obdélnikova matice (nad R). Radou matice A rozumime kterykoliv jeji
fadek nebo sloupec. Libovolny soubor prvk matice A nazyvame nezdvislym, jestlize zadné
dva prvky tohoto souboru nelezi ve stejné fadé matice A. Preformulovanim Véty 10.2 do
“Fe¢i matic” dostaneme:

10.3 Véta

Pro libovolnou obdélnikovou matici A je maximalni velikost nezavislého souboru nenulovych
prvki v A rovna minimalnimu poc¢tu fad obsahujici vSechny nenulové prvky matice A.

Dukaz:

Stac¢i aplikovat Vétu 10.2. na bipartitni graf G = (I, J, E), kde I a J jsou mnoziny vSech
rfadkd a sloupct matic A, pFicemz Fadek a sloupec tvori hranu v E pravé kdyz v jejich
priseciku lezi nenulovy prvek.

Piiklad:
0 0w 0 0
110 10 1
V matici 0 0 1 0 0 1
011 010
0 01 0 0 u
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4 tucéné vysazené prvky tvori nezavisly soubor a 4 rfady vyznacené vlnovkou obsahuji
vSechny nenulové prvky.

11 Toky v sitich

Definice:

Sit @ = (V, E, s,t,c) se sklada z oby¢ejného orientovaného grafu (V, E) s nezdpornym ohod-
nocenim hran ¢ : £ — R nazyvanym kapacita hran a ze dvou rtznych vybranych vrchola
s,t € V, kde s je zdroj a t spotrebic.

Definice:
Tok v siti je libovolné zobrazeni f : E — R spliujici podminky:
1. prokazdé e€ E: 0 < f(e) < c(e) - kapacitni omezeni

2. pro kazdé v € V — {s,t}: > flu,v)= > f((v,w)) - podminky kontinuity
(u,v)EE (v,w)EE

Jde o matematické vyjadieni pohybu daného média v siti, jehoz mnozZstvi je v souladu
s propustnosti hran, a které se ve vnitinich vrcholech sité neztraci ani nevznika.

Definice:

Velikost toku f v siti @ je ¢islo

to co te¢e dovnitf  to co tece ven

fl= Y fwn) - 5 f(tw)

(u,t)EE (t,w)eE

- Cisté mnozstvi média pritékajiciho ke spotiebidi t.
Je-li f tok v siti @), pak pro libovolné dvé podmnoziny A, B C V znatime

FAB = Y f(uw)

11.1 Tvrzeni

Bud Q = (V,E,s,t,c) sit a f tok v siti Q. Pak pro libovolné dvé podmnoziny S,T C V
takové, ze SNT =0, SUT =V ase S, t e T plati

|f| :f(S>T)_f(T)S)

Dukaz:

Podminky kontinuity lze v uvedeném znaceni pfepsat ve tvaru:
pro kazdé v € V — {s,t} : f(V,{v}) = f({v},V) a definice toku zni:

[fl=F(ViAt}) = F({t}, V)

Sec¢tenim podminek kontinuity pro vSechna v € T — {t} a odectenim velikosti toku
dostaneme:

Ponévadz V =SUT, SNT =, vychizi odtud

|f| :f(SUT,T)—f(T,SUT):f(S,T)+f(T,T)—f(T,S)—f(T,T):f(S,T)—f(T,S)

Z tvrzeni 11.1. zejména plyne, ze velikost toku f v siti Q) je také rovna:
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fl=FUshV) = F(Vdsh = Y flsw) = D f((us)

(s,w)EE (u,8)€E
- Cisté mnozstvi média vytékajiciho ze zdroje s.
Cviceni:
V dané siti @ najit tok maximalni velikosti.

Poznamka:

Kapacitni omezeni i podminky kontinuity jsou linedrni vazebné podminky. Mnozina vSech
toktl f v siti Q, jakozto podmnozina RF, je neprazdnd — nulovy tok vizdy existuje, je to
uzaviend mnozina a kvili kapacitnim omezenim je to i ohrani¢end mnozina, ¢ili celkem
kompaktni mnozina. Proto linedrni funkce f na ni vzdy nabyvd maxima - tok maximalni
velikosti existuje v kazdé siti. Tato velikost je nezaporna.

Definice:
Bud Q = (V, E, s,t,c) sit. Necht u,w € V. Posloupnost tvaru u = vg, ey, v1,...,e,v = w,
kde I € Ny, vg,v1,...,9 € V jsou vzajemné rizné vrcholy a ej,...,e; € E a pro kazdé
i €{1,...,1} plati bud e; = (v;—1, v;) nebo e; = (v;,v;—1), se nazyva polocesta v Q z u do w.
Je-li f tok v siti ) a plati-li pro v8echna i € {1,...,1} navic
fle;) < c(e;) pokud e; = (vi—1,v;),
f(e;) > 0 pokud e; = (vi,vi—1),

pak tato polocesta se nazyva rezervni polocesta pro f v @ z u do w. Pritom kladnd ¢isla

c(e;) — f(es) pro e; = (vi—1,v;)
f(e;) pro e; = (vi,v;-1),i=1,...,1,

se nazyvaji rezervy na této polocesté, nejmensi z nich je rezervou této polocesty.

11.2 Tvrzeni

Bud f tok v siti @Q = (V, E, s,t,c¢). Existuje-li rezervni polocesta pro f v @ ze zdroje s do
spotiebice t, pak velikost toku f lze zvétsit o rezervu této polocesty.

Dukaz:

Maéame-li rezervni polocestu tvaru s = vy, e1,v1,...,€,v =t a je li r rezerva této polocesty,
pak zobrazeni g : E — R definované predpisem

* g(e;) = f(e;) +r; pokud e; = (vi—1,v;)
e g(e;) = f(e;) — r; pokud e; = (vi,v-1),i =1,...,1
e gle)=f(e) proe € E —{e1,..., e}

je jisté tok v siti @ velikosti |g| = |f| + r.

Definice:
Bud Q = (V, E, s,t,c) sit. Podmnozina F' C E se nazyvé fez siti Q, jestlize v grafu (V, E—F)
neexistuje orientovana cesta ze zdroje s do spotiebice t. Cislo ¢(F) = Y c(e) se nazjva

e€F
kapacita rfezu F'.

vvvvvv

vét.
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11.3 Véta (Fordova-Fulhersonova)

Pro libovolnou sit @ = (V, E, s, t, ¢) je maximalni velikost toku v () rovna minimalni kapacité
fezu v .
Dukaz:

Bud f libovolny tok v siti @) a bud F' libovolny fez v (. Bud P mnozina v8ech téchto vrcholi
v € V, pro néz existuje orientovand cesta v grafu (V, E — F') ze zdroje s do v.

Q

Pak jisté s € P. Polozme R =V — P. Pak ovSem t € R, nebot F' je fez v (). V§imnéme
si, ze {(u,w) € E| v € P,w € R} CF (— mnozina vSech hran z P do R je pod fezem F'),
nebot kdyby (u,w) € E — F, pro nékterd u € P, w € R, §lo by o nékterou orientovanou
cestu v (V,E — F) z s do u prodlouzit hranou (u,w) na orientovanou cestu z s do w, coz
nelze, nebot w € P. Odtud s vyuzitim Tvrzeni 11.1 vyplyva

[fl=F(P,R)— f(R,P)< f(P,R)= Y f((u,w) <Y fle) <Y cle) =c(F)
(v, w)EE ecF ecF
uEP,wER

Ukézali jsme tedy, Ze pro libovolny tok f a libovolny fez F' v @ plati |f| < ¢(F'). Zbyva
najit néjaky tok a néjaky fez, pro néz zde nastane rovnost.

Necht tedy f je néjaky tok v siti () maximalni velikosti. Pak podle Tvrzeni 11.2 neexistuje
rezervni polocesta pro f v @ ze s do t. Ozna¢me S mnozinu v8ech téch vrchola v € V', pro
né7 existuje rezervni polocesta pro f v ) ze zdroje s do v. Pak jisté s € S. Ozna¢me
T=V —S5. Pak oviem t € T. Polozme

F={(u,w)e E|ueS,weT}

Je jasné, ze F je fez v siti @), nebot kazda orientovand cesta v (V,E) z s do t musi
projit nékterou hranou v F. Vimnéme si déle, ze plati: f((u,w) = ¢((u,w)), pro libovolnd
u €S, w € T takova, ze (w,u) € E. f((w,u)) = 0 pro libovolnd u € S, w € T, takova,
Ze (w,u) € E, nebot v opa¢ném piipadé by pro nékteré u € S, s € T §lo nékterou rezervni
polocestu pro f v @ z s do prodlouzit na rezervni polocestu z s do w, coz nelze, nebof w ¢ S.

Tato dvé pozorovani lze prepsat ve tvaru

FST)=Y" fle)=_ cle) =c(F)
ecF ecl
f(r,s)=0

takZe s pouzitim Tvrzeni 11.1 vychézi | f| = f(S,T)—f(T,S) = ¢(F), coZ jsme potrebovali
najit.
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11.4 Dusledek

Tok f vsiti Q = (V, E, s,t,c) je maximalni velikosti, pravé kdyz neexistuje rezervni polocesta
pro f v Q z s do t.

Dukaz:

Existuje-li takova rezervni polocesta, pak podle Tvrzeni 11.2 lze velikost toku f zvysit.
Pokud takovéa rezervni polocesta neexistuje, pak tymz zptisobem jako ve druhé ¢asti dikazu
Véty 11.3 sestrojime fez F' siti @) splaujici |f| = ¢(F). Odtud nutné plyne, Ze f je tok v @
maximalni velikosti.

Z Tvrzeni 11.2 a z Dasledku 11.4 plyne nasledujici postup pro nalezeni toku maximalni
velikosti v @ = (V, E, s,t,¢):

Zacneme s nulovym tokem, ktery poté v jednotlivych krocich zvétSujeme: nemd-li tok
v danou chvili maximéalni velikost, jsme schopni pro néj v ) najit rezervni polocestu z s
do t, podél které pak velikost toku zvétsime o rezervu této cesty, ...

Je-li kapacita hran sité ) celo¢iselnd, tedy ¢ : E — Z7T, pak velikost toku vzroste o néjaké
Cislo z N, takze po kone¢ném poctu krokid dospéjeme k toku maximalni velikosti. Totéz plati
pro Q.

Vse co nasleduje do konce kapitoly s vyjimkou Dusledku 11.5 se v roce 1997-98
neprobiralo. TakZe pokud vds tlaci cas, klidné to preskocte.

Definice:
Obycejny graf G = (V, E) se nazyva pravidelny, jestlize stupné dg(v) jsou stejné pro véechny
vrcholy v € V. Stupeh pravidelného grafu G je pak spoleénd hodnota vSech stupiiti dg(v)
prov € V.

Bud G = (V,W, E) bipartitni graf. Pak (V' U W, E) je obycejny graf. To uréuje piis-
lusné pojmy pro obycejné grafy na bipartitni grafy. Zejména dostdvame pojem pravidelného
bipartitniho grafu. Ponévadz pro bipartitni graf plati:

Z da(v) = |E| = Z da (w)
veV weWw
pro pravidelny bipartitni graf nenulového stupné odkud plyne |V| = |W|.
Cviceni:
Dokazte, ze v libovolném pravidelném bipartitnim grafu G = (V, W, E) nenulového stupné
existuje parovani velikosti |V| = |[W].
Duikaz:
Bud k stupen grafu G. Necht A C V je libovolnd podmnoZina.

Necht: C ={ec€ E| enA#0}, D={ecE| enAg(A) #0}.

Ziejmé C C D. Odtud |C| < |D|. Pritom |C] = k- |A| a |D| = k| Ag (4)] odtud
4] < [ Ag (A).

Podle Hallovy véty byva castéji formulovana v terminech takzvanych mnozinovych sys-
témi. Bud M kone¢nd mnozina. Necht {S; | i € I'} je kone¢ny systém podmnoZin mnoZziny
M. Dvojice H = (M, {S; | i € I'}) se nazyva mnozinovy systém. Libovolny soubor {a; | i € I}
prvki z M takovych, Ze a; € S; pro kazdé i € I a a; # a; pro i # j se nazyva transverzdla
mnozinového systému H.

11.5 Dasledek

Visiti Q@ = (V, E,c,t,i) s celofiselnymi kapacitami existuje tok f maximalni velikosti, jehoZ
vSechny slozky jsou celo¢iselné, tj. je f: E — Z.

Dukaz:

V pribéhu celého vypoctu podle uvedeného postupu zistanou slozky toku celociselné.
Poznamka:

Vsechny vysledky této kapitoly plati i pro obecnéjsi sité definované na orientovanych multi-
grafech.
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12 Souvislost grafu

Hledame jemnéjsi kritéria pro posouzeni souvislosti oby¢ejného neorientovaného grafu.

Definice:

Bud G = (V, E) obycejny graf. Pro libovolné podmnoziny W C V a F' C E definujeme graf
G — W to jest podgraf grafu G urfeny mnozinou vrchola V—-W,G - F = (V,E — F)

Vrcholova souvislost
(Vrcholovd) souvislost x(G) obyéejného grafu G = (V,E) se definuje jako nejmensi
mozné velikost takové podmnoziny W C V', pro niz graf G — W bud neni souvisly,
anebo mé jediny vrchol. Pro néjaké k € Ny, ze G je vrcholové k-souvisly, jestlize

k< k(G).

Hranova souvislost
Hranové souvislost A(G) obycejného grafu G = (V, E) se definuje jako nejmensi mozné
velikost takové podmnozZiny F' C E, pro niz graf G — F' bud neni souvisly, anebo m&
jediny vrchol. Pro néjaké h € Ny, fekneme, ze graf G je hranové h-souvisly, jestlize
h < MG).

Pro graf G majici jediny vrchol je k(G) =0 = A(G).
Pro tplny graf G = (V, (‘2/)) na mnoziné V je k(G) = |V]| — 1 = A(G).

12.1 Tvrzeni
Pro kazdy obycejny graf G = (V, E) plati:

K(G) < A(G)

Duikaz:

Jisté neni tézky Q.

Definice:

Bud G = (V, E) oby¢ejny graf. Rekneme, ze hrany z podmnoziny F' C E rozdéluji dva rtizné
vrcholy p,q € V, jestlize tyto vrcholy lezi v réiznych komponentich grafu G — F. Rekneme,
ze dva sledy v grafu G z p do ¢ jsou hranové disjunktni, jestlize nemaji zadnou spole¢nou

hranu.
Nasledujici Fordova-Fulhersonova véta je dalsim prikladem charakteristické véty.

12.2 Fordova-Fulhersonova véta

V oby¢ejném grafu G = (V, E) je nejmensi pocet hran rozdélujici dva rtzné vrcholy p,q € V
roven nejvétsimu poctu vzajemné hranové disjunktnich cest v G vedoucich z p do q.

Dukaz:

Kazda podmnozina F' C FE rozdélujici vrcholy p, ¢ musi obsahovat alesponn jednu hranu
z kazdé cesty v G vedouci z p do g. Odtud plyne, ze takovych vzajemné disjunktnich cest
nemuze byt vic nez |F|.

Zbyvéa najit priklad podmnoziny F' C E rozdélujici p, g k niz vskutku existuje |F| hranové
disjunktnich cest v G z p do q.

Definujme sit

Q= (V,D,p,q,c), kde D = {(z,y) € V2 | {z,y} € E},c(d) =1 pro v8echny d € D.

Tj. kazdou neorientovanou hranu v E jsme nahradili dvojici protismérné orientovanych
hran a kapacitu jsme vzali identicky 1. Podle Véty 11.3. z Dtsledku 11.5. existuje celociselny
tok f afez H v siti Q takové, 7e |f| = ¢(H). Ov8em z definice ¢ plyne, Ze: ¢(H) = |H]|.
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Polozime F = {{z,y} € (}) | (z,y) € H nebo (y,z) € H} Pak F C E rozdéluje
vrcholy p, ¢ nebot H je fez v Q, pficemz |F| < |H| = | f] sta¢i tedy uZ jen najit |f| hranové

disjunktnich cest v G vedoucich z p do gq.

Ovsem z predchoziho toku f, z jednotlivych kapacit hran sité @) a z podminek kontinuity
plyne, Ze mezi hranami d € D. pro néz f(d) # 0, tj. f(d) = ¢(d) = 1 jsme schopni postupné
(jeden za druhym) vyhledat | f| hranové disjunktnich orientovanych taht v (V, D) z p do gq.
Zavedenim orientace dostaneme |f| hranové disjunktnich sledd v G z p do q.

Nakonec na zakladé Tvrzeni 6.3. lze z téchto sledd vybrat cesty.

12.3 Dusledek

Obycejny graf G = (V, E) majici alesponr dva vrcholy je hranové k-souvisly pro nékteré
k € N, pravé kdyz pro libovolné dva vrcholy p, ¢ € V existuje nejméné k hranové disjunktnich
cest v G z p do q.

Dukaz:

Se provede pfimym vyuzitim Véty 12.2.

Poznamka:

Bud G = (V, E) obyéejny graf. Dva vrcholy p,q € V se nazyvaji sousedni, jestlize {p, q} je
hrana v E.

Definice:

Rekneme, 7e vrcholy z podmnoziny W C V rozdéluji dva riizné vrcholy p,q € V — W, jestlize
tyto dva vrcholy lezi v riznych komponentach grafu G — W.
Rekneme, ze dvé cesty v grafu G' z p do ¢ se neprotinaji, nemaji-li kromé p a ¢ spole¢ny
vrchol, ani spole¢nou hranu.

Dalsi charakteristicka je tzv. Mengerova véta.

12.4 Mengerova véta

V obyéejném grafu G = (V, E) je nejmensi pocet vrchold z V rozdélujici dva rizné nesourodé
vrcholy p,q € V roven nejvétsimu poctu vzajemné se neprotinajicich cest v G vedoucich z p
do gq.

Dukaz:

Je podobny dikazu Véty 12.2, generuje se ale slozit&jsi sit

Q = (V x{0,1}, BUD, (p,1),(g,0),¢)

kde B ={((z,0),(z,1)) [ z €V },  D={(y,1),(2,0)) | {y,2} € E}
tj. kazda hrana {y,z} € E prejde v systém hran pficemZ ¢ klademe identicky roven 1 na
BUD.

(v,0) (2,0)

(1) (2.1)
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12.5 Dusledek

Obycéejny graf G = (V, E) majici alespon dva vrcholy je (vrcholové) k-souvisly pro nékteré
k € N, pravé kdyz pro libovolné dva vrcholy p,q € V existuje nejméné k vzajemné se
neprotinajicich cest v G z p do gq.

Duikaz:

se provede pouzitim Véty 12.4. Je nutné si uvédomit, Ze pro dva souvislé vrcholy k-souvislého
grafu G spojeni hran z grafu G — {e} je (k — 1) souvisly.

13 Rovinné grafy

Definice:
Obycejny graf, ktery je mozno nakreslit v roving, tak ze zadné dva oblouky nahrazujici riizné
hrany se neprotinaji, ale nanejvys se dotykaji ve spole¢nych koncovych vrcholech, nazyvame
rovinny graf.

Vsimnéme si, Ze nasledujici dva grafy nejsou rovinné.

Ks Ks3

Rekneme, ze g, f H vznikl z oby¢ejného grafu G = (V, E) délenim hran {u,v} € E
jestlize
H = (V{w},(E - {{y,v} U{u,w},{w,v}}) pro néjaké w ¢ V
Rekneme, Ze graf H je délenim grafu G, jestlize existuji grafy Hy, Hy,...H, kde n € Ny,
takové, ze G = Ky, K,, = H a pro kazdé i = 1,...n graf K vznikl z grafu K; ; délenim
nékteré jeho formy.

13.1 Kuratovského véta

Obycejny graf G je rovinny, pravé kdyz neobsahuje jako soucast néjaké déleni grafu K5 nebo
K373.

Dukaz:

viz. NeSettil: Kombinatorika I - grafy
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