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� Grafy

Denice ���
Orientovan� graf je dvojice G � �E� V �� kde prvky mno�iny V naz�vme vrcholy� a prvky mno�iny E hrany� je

p�itom E � V ��

�mluva� Budeme uva�ovat pouze kone�n� grafy� tedy s kone�nou mno�inou vrchol� V �
Smy�kou pak naz�vme hranu vedouc� z vrcholu do sebe sama� tedy �u� u��

Denice ���
Orientovan� graf G � �V�E� naz�vme orientovan�m grafem bez smy�ek� je�li relace E ire�exivn��
Orientovan� graf G � �V�E� naz�vme symetrick�m� je�li relace E symetrick�
Hranu symetrick�ho orientovan�ho grafu si p�itom m��eme p�edstavit jako mno�inu nejv��e dvouprvkov�ch pod�

mno�in V �

Denice ���
Graf �neorientovan�� je dvojice G � �V�E�� kde E je mno�ina dvouprvkov�ch podmno�in V �analogie symetrick�ho

orientovan�ho grafu bez smy�ek��

Denice ���
Stupe� vrcholu je po�et hran s vrcholem incidentn�ch� tedy

s�v� � jfe � Ejv � egj�

V
ta ���
Sou�et stup�� vrchol� libovoln�ho grafu je roven dvojnsobku po�tu jeho hran� Formln� zapsno�

�G � �V�E� �
X
v�V

s�v� � ��jEj

D�kaz� z�ejm� �na lev� stran� se ka�d hrana po��t dvakrt�� �



� GRAFY �

Denice ��	
Graf G� � �V �� E�� se naz�v podgrafem grafu G � �V�E�� je�li V � � V a zrove� E� � E�
�pln�m podgrafem pak naz�vme takov� podgraf� pro kter� nav�c plat� E� � �V

�

� E� tedy jsou v n�m obsa�eny
v�echny hrany p�vodn�ho grafu� spojuj�c� vrcholy z V ��

Denice ���
Homomor�smem graf� naz�vme zobrazen� h � G� G� �tedy h � V � V � a h � E � E�� takov�� �e h�E� � E��

Pozn�mka� Podgrafy odpov�daj� prost�m homomor�sm�m�

Denice ���
Sled je posloupnost navazuj�c�ch uzl� a hran� tedy

v�� e�� ���� vn� en� vn���

kde ei � fvi� vi��g �� � i � n� n � �� ��slo n pak naz�vme d�lkou cesty�
Cesta je sled� v n�m� se neopakuj� uzly ani hrany� tedy ei �� ej � vi �� vj � �� � i � j � n�
Je tedy dovoleno� aby spl�valy prvn� a posledn� vrchol� ale ostatn� ne� Takovou cestu� v n�� prvn� a posledn� vrchol

spl�vaj� �v� � vn���� a m v�ce ne� dva vrcholy �n � ��� naz�vme kru	nic
�
Tah je sled� ve kter�m se mohou opakovat vrcholy� ale ne hrany�

V
ta ���
Jestli�e mezi dv�ma vrcholy existuje sled� existuje mezi nimi i cesta�

D�kaz� z�ejm� � sta�� vyhodit �smy�ky �kru�nice� kter� jsou sou�st� sledu�� �

Denice ����
Souvisl� graf je graf� v n�m� existuje cesta mezi ka�d�mi dv�ma vrcholy�
Vzd�lenost vrchol� v souvisl�m grafu je nejmen�� d�lka cesty� kter je spojuje� budeme ji zna�it ��u� v�� Takto

de�novan vzdlenost je z�ejm� metrikou�
Komponenta grafu je maximln� souvisl� podgraf grafu� Nesouvisl� graf se tedy d roz�lenit na n�kolik komponent�

z nich� ka�d je ji� souvisl�
Strom je souvisl� graf bez kru�nic�

V
ta ����
Libovoln� strom� kter� m v�ce ne� jeden vrchol� m alespo� dva vrcholy stupn� ��

D�kaz� Uva�me ve stromu nejdel�� cestu v�e����vnenvn��� Z�ejm� mus� b�t s�v�� � s�vn��� � �� jinak bychom na�li
del�� cestu nebo kru�nici� �

V
ta ����
Souvisl� graf je strom� 	 jV j � jEj� ��

D�kaz�

�
 indukc� vzhledem k po�tu vrchol��

�� n � � � z�ejm��

�� n � �� pak existuje vrchol stupn� �� kdy� ho z grafu odstran�me� z�ejm� neporu��me souvislost� a zbytek �
!pln� podgraf � je op�t strom� Proto�e jV �j � n� �� m��eme pou��t induk�n�ho p�edpokladu a dostvme

jV j � jV �j� � � �jE�j� �� � � � jEj� ��

�� rovn�� indukc��

�� n � � � z�ejm�

�� jV j � n� ��



� BIPARTITN� GRAFY 


�a� bu" G obsahuje vrchol stupn� �� Pak jej m��eme vypustit a z�skat tak graf G� na vrcholech V �� Ten
spl�uje rovnost jV �j � jE�j� �� je tedy strom� a proto i G ke strom�

�b� nebo G neobsahuje vrchol stupn� �� Tento p��pad ale nem��e nastat� proto�e
X

st v � ��jEj � ��jV j � ��jEj� ��

a to je spor�

�

Denice ����
Les je graf bez kru�nic��

D�sledek ����
Bu" G les� Pak po�et komponent G je roven jV j � jEj�

D�kaz� Ka�d komponenta je stromem� p�i�em� jVij � jEij � �� �

Denice ����
Kostra grafu G � �V�E� je strom G� � �V�E��� kde E� � E�

V
ta ���	
Libovoln� souvisl� graf G m kostru�

D�kaz� Sestav�me posloupnost podgraf� G�� ���� Gn s nsleduj�c�mi vlastnostmi�

a� E� � � V� � 

b� Ei�� vznikne p�idn�m hrany ei�� k Ei tak� �e nevznikne kru�nice

c� zastav�me� jakmile V � Vn�

Uk�eme� �e Gn je kostra� a to sporem� nech# v � V � Vn� cesta spojuje v a u � Vn� Lze tedy p�idat hranu �u� v�� a ta
nevytvo�� kru�nici� ani neporu�� souvislost� To je spor� �

Tento algoritmus je typem tzv� hladov�ho algoritmu � funguje na zklad� principu �se�er� co m��e� � Jak uk�eme
v dal��m� ne v�dy vede tento typ algoritm� k c�li�

� Bipartitn� grafy

Denice ���
P�rov�n
 grafu je takov podmno�ina P � E� �e �dn� dv� hrany v P neinciduj��
Maximln� mo�n� po�et hran provn� se pak naz�v p�rovac
 �
slo grafu�
Provn� grafu s maximln�m mo�n�m po�tem hran nelze v�dy nal�zt hladov�m algoritmem�

Denice ���
Bipartitn
 graf je takov� graf� jeho� mno�inu vrchol� lze rozd�lit na dv� disjunktn� podmno�iny V� a V� tak� �e

E � �V� �  a E � �V� � � tedy hrany bipartitn�ho grafu vedou pouze z jedn� z disjunktn�ch podmno�in do druh��
zna��me G � �V� � V�� E��

V
ta ��� Hallova v�ta
Bipartitn� graf G � �V �W�E� m provn� velikosti jW j 	

�X �W � jX j � jfv � V � �x � X � fv� xg � Egj

D�kaz�

�
 z�ejm�

�D�er�kova de�nicenice�
�
Souvisl� les je strom��



� BIPARTITN� GRAFY �

�
� Bez !jmy na obecnosti p�edpokldejme� �e G je minimln� graf s touto vlastnost�� tedy �e G� feg ji nespl�uje�

Uk�eme� �e tento minimln� graf je prv� provn� �kdyby tam je�t� n�co bylo� tak to m��eme vyhodit� a nen�
to minimln���

V opa�n�m p��pad� �x � V �W � s�x� � �� Mus� b�t x � V �jinak by toti� s�x� � � �x � V �� Uva�me nyn�
V� � fx � V � s�x� � �g� Je jW j � jV�j 
 G m provn� velikosti jW j a G nen� minimln��

�Je tady je�t� jeden d�kaz�� �

V
ta ��� Frobenius� Hall� K�nig
Provac� ��slo ��G� bipartitn�ho grafu G �tedy maximln� po�et disjunktn�ch hran� je rovno se�n�mu ��slu grafu G�

tedy minimln�mu po�tu vrchol� takov�ch� �e libovoln hrana inciduje s n�kter�m z nich�
Odtud tak� plyne Hallova v�ta�

D�kaz� Dok�eme pouze to� �e odtud plyne Hallova v�ta �v�ta ��
��
Nech# G � �V �W�E� spl�uje podm�nku v�ty ��
� Se�n� ��slo jW j je po�et vrchol� �prav� strany� v opa�n�m

p��pad� existuje mno�ina X � kter je se�nou� a p�itom jX j � jW j� Uva�me V � X��X�� kde X� � V a X� �W � a dle
G�W �X�� � X�� Plat� tedy jW j� jX�j � jW �X�j � jG�W �X��j � jX�j� tedy jX j� jX�j � jW j� jX�j a to je spor�

�

Pozn�mka ���
Provac� ��slo je tedy dobrou charakteristikou bipartitn�ho grafu � a sice v tom smyslu� �e se snadno prokazuje

pozitivn�m zp�sobem� chceme�li ukzat

��G� � n pak sta�� nal�zt ono provn�� naopak

��G� � n sta�� nal�zt se�nu s m�n� ne� n uzly �t�m tedy dok�eme� �e neexistuje provn� velikosti n��

Denice ��	
Hypergraf H�V�E� �� je trojice� kde

V je obvykl mno�ina vrchol��

E je mno�ina hran�

� je inciden�n� funkce � � E � �V �

Hrany jsou tedy �n�jak� objekty� o kter�ch v�me pouze to� �e spojuj� hrany� kter� spojuj�� to popisuje inciden�n�
funkce�

P��klad ���
Ka�d� �oby�ejn� graf je hypergraf�
Dle nap�� je�li inciden�n� funkce prost� hovo��me o prost�m hypergrafu�
Pokud je � � E � P��V �� kde P��V � je mno�ina dvouprvkov�ch podmno�in� nen� obvykl�m grafem� pokud nen�

prost�� pak toti� dvojici vrchol� m��e spojovat v�ce ne� jedna hrana �tedy p�ipou�t�me tzv� nsobn� hrany�� hovo��me
pak o tzv� multigrafu�

Denice ���
Transverz�l hypergrafu je prost� zobrazen� � � E � V takov�� �e �e � E � ��e� � ��e�� M��eme tedy hovo�it

o syst�mu r�zn�ch reprezentant��

P��klad ���
Nastv probl�m� kdy m hypergraf tranverzl� Toti� nap���

�� mme�li V � f�� �� ���� 	g a hrany jsou e� � �� �� 
�� e� � �� �� �� e� � �� �� � e� � 
� �� � 	� e� � 
� �� � 	� pak
transverzl je � � �� �� � �� 
 �p�esn�ji op�t ��e�� � � atd��

�� je�li V � f�� �� 
g a e� � e� � e� � �� �� pak transverzl neexistuje�

�Korektn	 z�pis by byl ��e�� � f�� �� �g�



� SOUVISLOST GRAF� 	

V
ta ���

Hypergraf m transverzl� prv� kdy� pro ka�d� X � E plat� jX j �

����
S
x�X

��x�

�����

D�kaz� P�evedeme hypergraf na bipartitn� graf G � �V �E�R�� kde hrany bipartitn�ho grafu jsou fw� eg � R 	 w �
��e�� Z�ejm� hypergraf m transverzl� prv� kdy� G m provn� velikosti jEj� �

V
ta ���
Bu" A matice� Maximln� po�et nezvisl�ch nenulov�ch prvk� matice A �tedy takov�ch� kter� nele�� ve stejn�m

�dku ani sloupci� je roven minimln�mu po�tu �ad� kter� obsahuj� v�echny nenulov� prvky matice A�

D�kaz� M�jme matici A typu m	n� Uv��me bipartitn� graf� kde V � f�� �� ����mg� W � f�� �� ���� ng� G � �V �W�E��
kde p�itom fi� jg je hrana� prv� kdy� aij �� �� Vid�me� �e dostvme Hallovu v�tu� �

Denice ����
Matic� incidence bipartitn�ho grafu G � �V �W�E�� kde jV j � m� jW j � n� budeme rozum�t matici A typu m	n

takovou� �e aij � � prv� kdy� fvi� wjg � E�

Pozn�mka ����
Po�et v�ech provn� velikosti n je pak roven �pro �tvercovou matici�

X
�

a�����	 � ��� � an���n	

kde s��tme p�es v�echny permutace 
 mno�iny index� f�� �� ���ng�

� Souvislost graf�

Denice ���
�
slo souvislosti grafu je nejmen�� po�et vrchol�� jejich� odstran�n�m �v�etn� hran s nimi incidentn�ch� vznikne

nesouvisl� nebo triviln� �jV j � �� graf�

Denice ���
Zpisem Kn budeme rozum�t !pln� graf na n vrcholech�

Denice ���
Graf je k�souvisl�� prv� kdy� pro jeho ��slo souvislosti plat� 
�G� � k�

V
ta ��� Mengerova
Graf je k�souvisl�� prv� kdy� libovoln� dva r�zn� jeho vrcholy lze spojit alespo� k disjunktn�mi cestami �p�i�em�

spojen� vrcholy se pro stanoven� disjunknosti nepo��taj���

D�kaz�

�
�� z�ejm� � pokud existuje k cest spojuj�c�ch dva vrcholy� mus� se v�echny p�eru�it� aby se naru�ila souvislost�

�

� je nechutn� �neuveden��

�

D�sledek ���
Graf G je ��souvisl�� prv� kdy� ka�d� dva r�zn� vrcholy le�� na kru�nici�

Denice ��	
Mno�ina vrchol� S rozdluje vrcholy u� v� pokud po odebrn� mno�iny S se ocitnou u� v v r�zn�ch komponentch

grafu G� S�



� SOUVISLOST GRAF� �

V
ta ��� Siln�j�� Mengerova �lok�ln� varianta�
Bu"te u� v dva r�zn� neincidentn� vrcholy� Pak nejmen�� po�et vrchol� rozd�luj�c�ch u� v je roven nejv�t��mu po�tu

disjunktn�ch cest spojuj�c�ch u� v�

Pozn�mka ���
Uk�eme implikaci V�ta 
��
 V�ta 
���
M�jme k�souvisl� graf a v n�m r�zn� vrcholy u� v� Pokud tyto vrcholy neinciduj�� je tvrzen� z�ejm� �k p�etnut�

k disjunktn�ch cest je t�eba odstranit alespo� k vrchol���
Pokud vrcholy inciduj�� odstran�me hranu e � uv� dostaneme tak �k � ���souvisl� graf� Pak v G � feg existuje

k � � disjunktn�ch cest� Hranu e jsme p�itom mohli zru�it odstran�n�m jednoho vrcholu� podle v�ty 
�� tedy existuje
k disjunktn�ch cest �v�etn� hrany e��

Pozn�mka ���
Dle uk�eme implikaci V�ta 
��
 V�ta ����
M�jme G � �V �W�E�� Sestroj�me grafG � �V �E�� kde V � V �W�fv� wg �SCH$MA� a E � E�ffv� xg� x � V g�

ffw� yg� y �Wg�
Nyn� pou�ijeme v�tu 
�� pro vrcholy v� w� maximln� po�et disjuktn�ch cest je roven provn� �aby cesty nem�ly

pr�nik ve V a W ��

Denice ����
Hranov� �
slo souvislosti je nejmen�� po�et hran� jejich� odstran�n�m� vznikne nesouvisl� nebo triviln� graf�

zna��me ��G��
Graf naz�vme hranov k�souvisl�m� pokud plat� ��G� � k�

Lemma ����
Pro graf G� ��slo souvislosti 
�G�� hranov� souvislosti ��G� a stupe� libovoln�ho vrcholu plat�


�G� � ��G� � s�v�

V
ta ���� Ford	Fulkersonova v lok�ln� verzi
Pro ka�d� dva r�zn� vrcholy u� v � G je nejmen�� po�et hran rozd�luj�c�ch u� v �ozna��me m� roven nejv�t��mu

po�tu hranov� disjunktn�ch cest spojuj�c�ch u� v �ozna��me M��

D�kaz� Nerovnost M � m je hned vid�t� opa�nou dokazovat nebudeme� �

V
ta ���� Ford	Fulkersonova
Graf je hranov� k�souvisl�� prv� kdy� ka�d� dva vrcholy lze spojit k hranov� disjunktn�mi cestami�

Denice ����
Artikulac
 naz�vme vrchol� jeho� odstran�n�m dostaneme nesouvisl� graf�

Lemma ����
Graf je ��souvisl�� prv� kdy� m alespo� t�i vrcholy a nem artikulaci�

Denice ���	

Blok je graf� kter� je bu" izolovanou hranou� nebo je ��souvisl��

Blok grafu je maximln� !pln� podgraf grafu� kter� je blokem�

Blokov� graf B�G� grafu G� vrcholy jsou bloky a artikulace p�vodn�ho grafu� hrany jsou dvojice fa�Bg� kde a je
artikulace B je blok� a dle a � B�

P��klad ���
P��klad grafu �zde souvisl�ho� a jeho odpov�daj�c�ho blokov�ho grafu vid�me na obrzku �� Zde jsou p�itom velk�mi

p�smeny ozna�eny bloky grafu ��troj!heln�ky T�� T�� T�� T�� izolovan hrana H � a ��tverec X�� a mal�mi p�smeny
a�� a�� a�� a� jednotliv� artikulace�

�Nyn	 odstra
ujeme pouze hrany� vrcholy z�st�vaj	�
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Obrzek �� P��klad grafu a odpov�daj�c�ho blokov�ho grafu

V
ta ����
Blokov� graf souvisl�ho grafu je strom�

D�kaz�

� Uva�me dva r�zn� bloky B�� B�� Pak z�ejm� �ozna��me Bi � �Vi� Ei�� jV� � V�j � �� Je�li p�itom tento pr�nik
neprzdn�� jedn se z�ejm� o artikulaci�

Pokud je tedy pr�nik neprzdn�� obsahuje V� � V� artikuaci a �nebo# bloky jsou maximln��� Nech# nyn� nap��
a � V�� Odstran�me�li a z V�� pak V��fag le�� v jedn� komponent� �V��V���fag �tedy samotn� V� se nerozpad�
ale V� � V� ano�� Odtud ji� V� � V� � fag�

� Pro ka�dou artikulaci a z�ejm� existuj� bloky B�� B� grafu G takov�� �e V� � V� � fag�

� V blokov�m grafu nem��e b�t kru�nice� proto�e pr�niky blok� le��c�ch na t�to kru�nici by nebyly artikulace
�nerozpadlo by se to��

�

Ozna�en�� Operace na grafech�

odebrn� hrany G� e � �V�E � feg�
p�idn� hrany G� e � �V�E � feg� �p�edpok� e �� E�
kontrakce hrany G � e � �V � fu� vg � fwg� ffx� yg � fx� yg � fu� vg � g � ffw� xg � fv� xg � E � fu� xg � Eg��

tedy zru�� se hrana e � fu� vg a vrcholy se �sthnou v jeden 
d�len� hrany G � e � �V � fwg� E � feg � ffu�wg� fv� wgg�� hrana se �rozd�l� nov�m vrcholem

�

V
ta ���� Synt
za ��souvislch graf�
Graf G je ��souvisl�� prv� kdy� jej lze vytvo�it z grafu K� ��troj!heln��ek � postupn�m provd�n�m ope�

rac� �� � �� �

D�kaz�

�
��� z�ejm��
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�

�� Ka�d� ��souvisl� graf vznikne �je mo�no z�skat� nsleduj�c�m zp�sobem�

Vyjdeme z grafu G�� co� bude kru�nice �ta se d z K� z�skat d�len�m�� P�idme cestu� kter spojuje dva vrcholy
t�to kru�nice� ale jinak je s n� disjunktn�� Dostaneme cesty C�� C�� ��� ��p�idvn� u�� ��

Z�ejm� p�itom libovoln� ��souvisl� graf obsahuje n�jakou kru�nici G��

Nech# nyn� mme G�� C�� C�� ���� Cn a vytvo��me graf H � G� �
nS
i
�

Ci� a nech# je tento graf r�zn� od G� Proto�e

G je souvisl�� existuje hrana fu� vg � E takov� �e u � H a p�itom e �� H � Dle v�me� �e G � fug je souvisl�
�proto�e G je ��souvisl��� odtud ji� z�ejmou !vahou �diskus�� zda fu� vg vede ven� dostaneme tvrzen� �
 �

�

� Toky v s�t�ch

Denice ���
S
� je �kone�n�� orientovan� graf G � �V�E� spolu s ohodnocen�m hran c � E � R�� kter� se naz�v kapacita

hran� V s�ti jsou vyzna�eny uzly s� t� kter� naz�vme zdroj a stok�

Denice ���
Tok velikosti C z s do t je reln funkce f � E � R�� kter spl�uje�

� f�y� z� � c�y� z� pro ka�dou hranu fy� zg � E�

�
P

e�E��x	

f�e� �
P

e�E��x	

f�e� pro ka�d� vrchol x � V r�zn� od s� t

kde p�itom

� E��x� � ffy� xg � Eg

� E��X� � ffx� zg � Eg

a velikost toku je pak de�novna jako
C �

X
e�E��t	

f�e��
X

e�E��t	

f�e�

�ili v�echno� co p�ite�e do stoku� m�nus to� co je�t� odte�e �zp�t do s�t��

�loha� Zkladn� !lohou� kterou budeme �e�it� je stanoven� maximln�ho toku z s do t v dan� s�ti� tedy toku maximln�
velikosti C�

Denice ���
�ez mezi vrcholy s� t je takov podmno�ina hran E� � E� �e v grafu G� � �V�E�E�� neexistuje orientovan cesta

z s do t�
Kapacitou �ezu p�itom rozum�me ��slo

P
e�E�

c�e��

V
ta ��� Ford�Fulkersonova v�ta o maxim�ln�m toku
Bu" G si# c kapacitou c� Pak maximln� velikost toku z s do t je rovna minimln� kapacit� �ezu mezi s a t�

D�kaz� D�ky Pasekovi je siln� za�modrchan��
Nech# f je maximln� tok� M je jeho velikost� Vezm�me A�B � V a ozna�me f�A�B� �

P
f�a� b�� kde s��tme

p�es a � A� b � B� �a� b� � E� Z�ejm� je f�V� x�� f�x� V � � � pro s �� x �� t a dle M � f�V� t�� f�t� V ��
Zvolme nyn� S� T � V tak� �e s � S� t � T� S � T � � S � T � V � Nyn�

M �
X
x�T

f�V� x�� f�x� V � � f�V� T �� f�T� V � � f�S � T� T �� f�T� S � T �

� f�S� T � � f�T� T �� f�T� S�� f�T� T �

� f�S� T �� f�T� S� � f�S� T � � c�S� T �

�
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D�kaz� Prvn� �st dle Paseky�
Nech# E� je minimln� �ez mezi s� t s kapacitou m� De�nujme si mno�inu S jako mno�inu v�ech vrchol� x � V

takov�ch� �e v grafu �V�E �E�� existuje orientovan cesta z s do x� �Z�ejm� s � S� t �� S�� Polo�me dle T � V � S�
je tedy t � T �

Z�ejm� E� � f�x� y� � E � x � S� y � Tg� pokud toti� x � S� y � T � existuje orientovan cesta z s do x a neexistuje
cesta z s do y� tedy �x� y� �� E �E�� a tedy �x� y� � E��

Naopak pokud �x� y� � E�� pak existuje orientovan cesta v grafu �V�E � E�� z s do x �jinak bychom mohli
hranu �x� y� z E� odstranit�� Zrove� neexistuje takov cesta z s do y� Celkem y � T �

Je tedy M � c�S� T � � m� �

Pozn�mka� Pro dal�� postup d�kazu budeme pot�ebovat n�kter� pomocn� pojmy a tvrzen�� kter si nyn� uvedeme�

Denice ���
Pro orientovan� graf G � �V�E� zavedeme graf �G � �V� �E� tak� �e �E � ffx� yg � �x� y� � Eg� tedy graf� v n�m�

hrany pozb�vaj� orientace�
Cesty v grafu �G naz�vme polocesty v G� Je�li p�itom C � fs � x�� x�� ���� xn � tg polocesta z s do t� pak ozna��me

C� � f�xi� xi��� � Eg �tedy hrany� kter� v polocest� prochz�me po sm�ru�� C� � f�xi��� xi� � Eg �tedy hrany�
kter� prochz�me protism�rn���

Denice ��	
Je�li f tok� pak ��sla c�xi� xi���� f�xi� xi��� pro �xi� xi��� � C�� resp� f�xi� xi��� pro �xi� xi��� � C�� naz�vme

rezervy na polocest��
Znamen to� �e na hran�� kterou v polocest� prochz�me po sm�ru� pova�ujeme za rezervu zbytek do pln� kapacity

�tedy reziduln� kapacitu� kterou m��eme hranu nasytit� to� co m��eme p�idat�� v protism�ru pak to� co na hran� te�e
�tedy to� co m��eme odebrat � odklonit��

Denice ���
Minimln� z rezerv na C se naz�v rezerva polocesty C�
Je�li rezerva polocesty C kladn� naz�v se rezervn
 polocestou�

V
ta ���
Maximln� tok nep�ipou�t� rezervn� polocestu�

D�kaz� Sporem�
P�edpokldejme� �e jsme nalezli maximln� tok f � a sou�asn� �e existuje polocesta C s rezervou � � ��
De�nujme nov� tok g takto�

g�xi� xi��� � f�xi� xi��� � � pro �xi� xi��� � C�

g�xi��� xi� � f�xi� xi���� � pro �xi��� xi� � C�

g�e� � f�e� pro e �� C

Z�ejm� g je tok� p�itom jeho kapacita m� � je v�t��� a to je spor s maximalitou toku f � �

Lemma ���
Nyn� si nade�nujeme mno�inu S jako mno�inu v�ech vrchol� x � V � do nich� vede rezervn� polocesta ze s�

s p�idan�m vrcholem s� dle T � V � S� Z�ejm� je s � S� t � T �
Plat�� pro ka�dou hranu �x� y� � E takovou� �e x � S� y � T � je f�x� y� � c�x� y��

D�kaz� je z�ejm� � v opa�n�m p��pad� by existovala rezervn� polocesta z s do y� co� je v rozporu se zaveden�m
mno�in S� T �

Analogicky je pak f�y� x� � � pro x � S� y � T � �

D�kaz� P�ikro��me nyn� ke zbytku d�kazu v�ty ����
Mme M �

P
x�S�y�T

c�x� y� � c�E��� kde p�itom E� � f�x� y� � E� x � S� y � Tg je �ez mezi s a t�

Toti�� je�li P orientovan cesta z s do t� sta�� uva�ovat nejv�t�� i takov�� �e zi � S� kde P � fs � z�� z�� ���� zn � tg�
Z�ejm� je i � n� proto�e t �� S� Speciln� pak zi�� � T � Tedy celkem M �

P
x�S�y�T

c�x� y� � m� �
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Pozn�mka� Toto je z�ejm� konec Pasekov�ch zmatk��

Pozn�mka� 'ez lze rovn�� de�novat jako mno�inu hran f�x� y� � E� x � S� y � Tg� kde pro mno�iny S� T plat�
s � S � V � t � T � V � a p�itom S � T � � S � T � V �

V
ta ����
Pro celo��selnou kapacitu �f � E � N � je maximln� tok rovn�� celo��seln��

D�kaz� Maximln� tok nalezneme tak� �e za�neme z n�jak�ho toku �nap�� z nulov�ho toku� kter� existuje z�ejm� v ka�d�
s�ti�� nalezneme pro n�j rezervn� polocestu� tok zv�t��me o jej� rezervu� a postup opakujeme�

Je�li v�choz� tok celo��seln� a kapacita celo��seln� neustle dostvme celo��seln� tok� Po kone�n�m po�tu krok�
dojdeme k maximln�mu toku� kter� je tak� celo��seln�� �

Pozn�mka ����
Snadno se uk�e� �e pro racionln� kapacity je podobn� i maximln� tok racionln� �sta�� kapacity hran vynsobit

jejich nejmen��m spole�n�m nsobkem a p�ev�st tak na celo��seln���
Ford�Fulkerson�v algoritmus tedy v kone�n�m po�tu krok� zastav��

Tvrzen�� P�i iracionln�ch kapacitch hran algoritmus nemus� zastavit� ani nemus� konvergovat k maximln�mu
toku��

V
ta ����
Bu" G kone�n� graf� s� t jeho vrcholy� m nejmen�� velikost hranov�ho �ezu mezi s� t� M nejv�t�� po�et hranov�

disjunktn�ch cest spojuj�c�ch s a t� Pak plat� M � m�

D�kaz� Bu" �G � �V� �E� orientovan� graf� kde �E � f�x� y� � fx� yg � E�G�g� De�nujme c � �E � R� tak� �e c�e� � �
pro ka�d� e � �E�

Nech# �m je minimln� kapacita �ezu �E� M je maximln� tok v �G mezi s� t�
Proto�e evidentn� M � m� zb�v ov��it m �M �
Odstran�me�li v G hrany �x� y� takov�� �e �x� y� � E� nebo �y� x� � E� dostaneme �ez v G� Tedy m � �m �ve

skute�nosti dokonce plat� rovnost�� zejm�na dle m �M �M ��
Do t vede �M r�zn�ch hran e� f�e� � �� mme �M r�zn�ch po�te�n�ch uzl� y�chto hran� a pro ka�d� uzel x existuje

hrana �y� x�� f�y� x� � �� �

V
ta ����
Nech# G � �V�E� je s�# s kapacitou c� nech# z� s jsou zvolen� vrcholy �zdroj� stok�� a nech# je dna funkce

k � V � fz� sg � R� �propustnost vrchol���
Potom maximln� velikost toku f ze z do s omezen�ho kapacitou c a propustnost� k� tj�

P
�v�v�	�E

f�v� v�� � k�v�� pro

z �� v �� s je roven minimln� velikosti ��sla
P
e�E�

c�e��
P
v�V �

k�v�� kde minimum se t�k v�ech mno�in V � � V � E� � E�

pro n�� v grafu �G�E��� V � neexistuje orientovan cesta ze z do s� �Mno�inu V � � E� naz�vme vrcholov�hranov�
�ez mezi z a s��

D�kaz� Sestroj�me novou s�# G� � �V �� E�� s kapacitou c� a uzly z�� s� takto�

� V � � V � f�� �g�

� E� � f�x� i�� �y� j� � ��x� y� � E� i � �� j � �� � �x � y� i � �� j � ��g� tedy p�vodn� hranu �x� y� nahrad�me
hranou ��x� ��� �y� ���� a p�vodn� vrchol x nahrad�me hranou ��x� ��� �x� ����

� c���x� ��� �y� ��� � c�x� y��

� c���x� ��� �x� ��� � k�x�� tedy ve shod� se zaveden�m hran ��to� co teklo v G vrcholem� te�e v G� hranou ��

� z� � �z� ��� s� � �s� ���

Snadno se uk�e� �e si vzjemn� odpov�daj� hranov� �ezy v G� a hranov��vrcholov� �ezy v G� a stejn� tak kapacita c�

odpov�d kapacit� c spolu s propustnost� k� Odtud ji� je tvrzen� v�ty z�ejm�� �

�Je to v�bec mo�n��
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� Matroidy

Denice ���
Matroid je kone�n� prost� hypergraf �M�M� tak� �e�

�� M je neprzdn� d�di�n� syst�m� tedy pokud X �M a Y � X � je tak� Y � M

�� pro X�Y � M takov�� �e jX j � jY j� existuje x � Y � X tak� �e X � fxg � M �vlastnost v�m�ny � analogie
nap�� s bzemi linern�ch prostor���

P��klad ���

�� M�jme M � f�� �� ���� ng a M � fX � M � jX j � kg pro pevn� k� � � k � n� Pak �M�M� je tzv� k�uniformn�
matroid� pro k � n hovo��me o diskr�tn�m matroidu� pro k � � dostvme triviln� matroid�

�� M�jme matici typu m	n� A � �aij�m�n� Vezmeme M � f�� �� ����mg a �ekneme� �e X �M� prv� kdy� �dky ai
jsou pro v�echna i � X linern� nezvisl�� To co dostaneme� je op�t matroid � jedn se o tzv� vektorov� matroid�

P��klad ���
Nech# G je kone�n� neorientovan� graf bez smy�ek� G � �V�E�� E �� � Zavedeme M jako syst�m podmno�in E

takov�� �e X �M� prv� kdy� �V�X� je les� Pak �E�M� je matroid�
Tvrzen� dok�eme�

�� D�di�nost je z�ejm�

�� Les o n vrcholech a k komponentch m n� k hran� Tedy pokud X�Y � M� jX j � jY j� pak les �V�X� m m�n�
hran� ne� �V� Y �� tedy existuje hrana e � Y �X � kter spojuje r�zn� komponenty X � Tedy X � feg � M�

Tento matroid se naz�v grafov� matroid�

Lemma ���
Bu" �M�M� matroid� A �M� Pak v�echny maximln� podmno�iny A pat��c� do M maj� stejn� po�et prvk��

D�kaz� Nech# mno�iny X�Y � A� X�Y � M� jsou maximln�� Nech# nap�� jX j � jY j� Pak existuje X � Y �X tak�
�e X � fxg � M� X � fxg � A� a to je spor s maximalitou X � �

V
ta ���
Kone�n� prost� hypergraf �M�M� je matroid� prv� kdy� plat� podm�nka z lemmatu 	���

D�kaz�

�

�� viz lemma 	���

�
��� Nech# plat� podm�nka lemmatu 	��� M�jme X�Y �M� jX j � jY j� Polo�me A � X � Y �

Bu" X � X � � A tak� �e X � je maximln� takov� �e X � �M� Pak jX �j � jY j � jX j� tedy existuje x � X � �X �
Plat� x � Y � X � fxg � M� T�m je tvrzen� dokzno�

�

Denice ���
Prvky mno�iny M naz�vme nez�visl� mno�iny matroidu �M�M�� velikost maximln� nezvisl� podmno�iny

mno�iny A naz�vme ��d mno�iny A� zna��me r�A��
Funkci r � P�M�� N naz�vme po��dkovou funkc
 matroidu�

P��klad ���

�� U vektorov�ho matroidu je �dem hodnost p��slu�n� submatice�

�� U grafov�ho matroidu je to po�et uzl� sn��en� o po�et komponent p��slu�n�ho podgrafu�
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Denice ���
B�ze matroidu �M�M� je maximln� nezvisl podmno�ina M�

V
ta ��	
Po�dkov funkce matroidu �M�M� m tyto vlastnosti�

�� r�� � �� r�A� � � pro jAj � ��

�� r�A� � r�B� pro A � B �monot(nnost��


� r�A �B� � r�A � B� � r�A� � r�B� �semimodularita��

D�kaz� Prvn� dv� tvrzen� jsou z�ejm� zastav�me se pouze u semimodularity�
Bu" Z � A � B takov� �e r�Z� � jZj � r�A � B�� Bu" dle X maximln� nezvisl podmno�ina A � B tak� �e

X � Z� Pak

jX j � r�X� � r�A �B� � jX � Aj� jX � Bj � jX � A �Bj � r�A� � r�B� � r�A � B�

a t�m je tvrzen� dokzno� �

Pozn�mka� Pro ka�d� X plat� z�ejm� r�X� � jX j�

V
ta ���
Bu" r � P�M�� N funkce� spl�uj�c� vlastnosti� vyjmenovan� ve v�t� 	��� Pak existuje prv� jeden matroid �M�M�

s po�dkovou funkc� r�

D�kaz� Uk�eme� �e M � fX �M � jX j � r�X �g je hledan� matroid�

�� Nejprve prok�eme d�di�nost� tedy pokud Y �M�X � Y � je tak� X � M� Postupujeme sporem�

Nech# r�X� � jX j� Pak

r�Y � � r �X � �Y �X�� � r�X� � r�Y �X�� r�� � jX j� jY �X j � jY j

a to je spor s t�m� �e Y �M�

�� Vlastnost v�m�ny� Nech# X�Y � M� jX j � jY j� P�edpokldejme� �e r�X � fxg� � r�X� � jX j pro ka�d�
x � Y �X � tedy �e neexistuje �prvek na v�m�nu �

Bu"te nyn� x� y libovoln� r�zn� x� y � Y �X � Mme

r �X � fx� yg� � r ��X � fxg� � �X � fyg�� � r �X � fxg� � r �X � fyg�� r�X� � r�X�

Postupn� tedy dojedeme k tomu� �e r�Y � � r�X�� a to je spor�

�

Probl�m� Budeme se nyn� zab�vat nsleduj�c� !lohou�
M�jme mno�inu X � fx�� ���� xng� matroid �X�M� a tzv� v�hovou funkci c � X � R�

� � Na��m c�lem je nal�zt
mno�inu M � M tak� �e c�M� �

P
x�M

c�x� je maximln��

Na tento probl�m se d p�ev�st nap��klad nalezen� kostry grafu� maximln�ho provn� aj�

Algoritmus ��� Hladov algoritmus
Tento algoritmus pro hledn� maximln� mno�iny prob�h stylem �se�er� co m��e� �odtud nzev��

�� A� � 

�� Ai�� � Ai � fag tak� �e�

���� a �� Ai

���� Ai�� �M



� RAMSEYOVA V	TA �


��
� c�a� nab�v maximln� hodnoty pro prvky a spl�uj�c� podm�nky ���� ����


� algoritmus kon��� nelze�li prov�st bod ��

V
ta ���
Bu" M� P�M� d�di�n� syst�m podmno�in� Pak nsleduj�c� dv� podm�nky jsou ekvivalentn��

�� Hladov� algoritmus �e�� probl�m maximln� mno�iny pro ka�dou vhovou funkci c�

�� M je matroid�

D�kaz�

�
�
��� M�jme matroid M a mno�inu B bz� M� Nech# dle BO je optimln� �e�en�� zat�mco BH je �e�en� vze�l�

z hladov�ho algoritmu� M��eme p�edpokldat� �e BO� BH � B�

Uspo�dejme si nyn� tato �e�en� podle klesaj�c�ch vah� BO � fx�� ���� xng� BH � fy�� ���� yng� Uk�eme� �e c�xi� �
c�yi� �odkud ji� vyplyne tvrzen��� a to indukc� vzhledem k i�

�� Pro i � � je tvrzen� z�ejm� � do A� se v hladov�m algoritmu vyb�r prvek s maximln� vahou�
�� Induk�n� krok dok�eme sporem� p�edpokldejme naopak� �e pro n�jak� i je c�xi� � c�yi�� a sou�asn�

c�xj� � c�yj� pro ka�d� j � i�
Polo�me Y � fx �M � c�x� � c�xi�g�
Z�ejm� fx�� ���� xig � M� a proto r�Y � � i �pon�vad� je fx�� ���� xig � Y �� Dle v�me� �e fy�� ���� yi��g je
maximln� nezvisl mno�ina� Hladov� algoritmus p�idal yi� ale pon�vad� plat� axiom o v�m�n�� je tak�
fy�� ���� yi��� xig � M� m p�itom v�t�� vhu� a to je spor s hladovost� hladov�ho algoritmu�

�
�
��� P�edpokldejme� �e existuje Y � M � A�B � Y nezvisl�� a �e jAj � jBj� Zvolme a� b tak� �e b � jB � Aj �

a � jA�Bj� � � a � b� De�nujme dle

c�x� �

��
�

a� X � A�B�
b� X � B�
c� jinak�

Optimln� �e�en� m z�ejm� vhu alespo� a � jA�Bj� b � jA � Bj �mno�ina A je v�t���� Hladov� algoritmus ale
bere prvky z B� a pak skon��� nebo# B je maximln� �dle ji� p�idv n�co mimo Y � a tam je vhov funkce
nulov��

�

	 Ramseyova v
ta

P��klad 	��
Na !vod si p�ipomeneme znmou !lohu� kdy se na kontinuln� bes�dce probud� �est opilc�� a mme ukzat� �e

mezi nimi existuj� alespo� t�i� kte�� se v�ichni navzjem znaj�� nebo alespo� t�i� kte�� se v�ichni navzjem neznaj��
�Relace znmosti je symetrick��

Nen� obt��n� prov�st d�kaz elementrn�mi metodami� uvid�me� �e je zaj�mav� zab�vat se n���m obecn�j��m�

Ozna�en�� Zavedeme si n�kter� symboly� t�kaj�c� se tzv� barven� mno�in�

� Jako �n� ozna��me mno�inu v�ech jednoprvkov�ch podmno�in mno�iny f�� �� ���� ng� jako �n�� mno�inu dvouprv�
kov�ch podmno�in atd�

� r�obarven� mno�iny S nazveme zobrazen� � � S � �r��

� Mno�ina A � S je homogenn
 �monochromatick��� pokud z!�en� zobrazen� �	A je konstantn��

� 'ekneme� �e n � �l�� pokud pro ka�d� ��obarven� � mno�iny �n�� existuje H � f�� �� ���� ng� jH j � l� a p�itom
�H �� je homogenn��

� Podobn� n � �l�k� pokud pro ka�d� ��obarven� mno�iny �n�k existuje H � f�� �� ���� ng� jH j � l tak� �e �H �k je
homogenn���

�M	sto n� �l� se tedy d� ps�t n � �l���



� RAMSEYOVA V	TA ��

� Dle n� �l�kr � pokud pro ka�d� zobrazen� f � �n�k � �r� existuje H � �n�� jH j � l tak� �e na �H �k je f konstantn��

Probl�m� Po tomto zaveden� se ptme� existuje pro dan� ��slo l n�jak� n tak� �e n � �l�) To z�ejm� plat�� jak� je
v�ak nejmen�� takov� n �ozna�me ho R�l��) Vid�me� �e nap�� R��� � �� R�
� � 	�

�lohy�

�� Pro jak n plat�� �e pro ka�d� rozd�len� mno�iny f�� �� ���� ng do r skupin existuje v�dy skupina o alespo� l prvc�ch)
�Tuto otzku �e�� Dirichlet�v princip� n � r � �l � �� � ���

�� Pro jak� n plat�� �e pro ka�d� rozd�len� mno�iny dvouprvkov�ch podmno�in mno�iny f�� �� ���� ng do r skupin
existuje v�dy mno�ina H � f�� �� ���� ng o alespo� l prvc�ch tak� �e ka�d dvouprvkov podmno�ina utvo�en
z prvk� mno�iny H pat�� do jedn� ze skupin)

V
ta 	�� Ramseyova
Pro ka�d� l� r� k � N existuje n � N takov�� �e n� �l�kr �
Nejmen�� takov� vyhovuj�c� n pak ozna��me R�l� r� k� a nazveme jej Ramseyov�m ��slem�

V
ta 	�� Nekone�n� Ramseyova
Pro ka�d� r � N plat��  � ���r� kde  � ord N �
Jin�mi slovy� pro ka�d� zobrazen� f � �N �� � �r� existuje homogenn� nekone�n podmno�ina H � N �

D�kaz� Sestroj�me nekone�n� syst�m mno�in Si takto�

�� S� � N �

�� Mme�li mno�inu Si� zvol�me libovoln� xi � Si�


� Mme�li nyn� xi � Si� polo��me Tj � fx � Si � xi �� x� f�xi� x� � jg pro j � �� �� ���� r �rozd�l�me podle barvy
dvojic��

Takto jsme rozd�lili nekone�nou mno�inu Si�fxig na kone�n� mnoho �st�� proto existuje j takov�� �e mno�ina Tj
je nekone�n� Polo�me nyn� Si�� � Tj �

D�ky konstrukci mno�in je f�xi� xj� � f�xi� xk�� pokud i � j� k� Vytvo��me dle zobrazen� f� � fx�� x�� ���g � �r�
tak� �e f��xi� � f�xi� xj� pro i � j �tedy takov barva� jako ty� co z n�ho vedou�� Odtud ji� zjist�me� �e existuje
nekone�n mno�ina H � fx�� x�� ���g� kde f�	H je konstantn�� Je to tedy hledan homogenn� mno�ina�

�

V
ta 	�� Ramseyova ������
Pro ka�d� l � N existuje n � N takov�� �e n� �l��

D�kaz� Uk�eme� �e ��l�� � �� �l��
Vytvo��me tedy mno�inu S� o ��l�� � � prvc�ch a zobrazen� f � �S��

� � ���� Dle induktivn��

�� Zvol�me libovoln� xi � Si�

�� Vezmeme Tj � fx � Si � x �� xi� f�xi� x� � jg pro j � �� �� jako Si�� zvol�me v�t�� z mno�in T�� T�� Proto�e je
jT�j� jT�j � jSij � �� mme celkem jSi��j �

jSij��
� � a v tom je ji� skryt� pot�ebn� induk�n� krok�

�

V
ta 	�� Van der Waerdenova ������
Rozd�l�me�li mno�inu p�irozen�ch ��sel na dv� skupiny� pak alespo� jedna z nich obsahuje libovoln� dlouh� arit�

metick� posloupnosti�




 ROVINN� GRAFY �	

Pozn�mka 	�� Paris	Harringtonova v�ta
Pro ka�d� l� k� r � N existuje n � N takov�� �e n

�
� �l�kr � kde

�
� znamen� �e homogenn� mno�ina H nav�c spl�uje

jH j � min�H��
Tato v�ta nen� dokazateln v teorii ��sel �Peanova aritmetika�� v teorii mno�in ano� Toti�� funkce H�x � �� x� x� �

N � N hrozn� rychle roste�
Pro m��en�� jak rychle rostou funkce N � N � existuje tzv� Ackermanova hierarchie�

� F��x� � x� �

� Fn���x� � F x��
n �x�� kde

�
exponent p�edstavuje x� � iterac��

Je tedy F��x� � �x� �� dle F��x� � �x� F��x� � ��
� � �

�

� kde v exponentu mme x �pater �

� Pro nekone�n ��sla pak mme� F��x� � Fx�x�� pro limitn� ��slo � op�t mme F����x� � F x��
� �x��

Nyn� vyslov�me �okuj�c� tvrzen�� je toti� H � F��
����

� Rovinn� grafy

Denice ���
Graf se naz�v rovinn�� pokud ho lze nakreslit v rovin� tak� �e se jeho hrany neprot�naj� �tj� dot�kaj� se jen ve

vrcholech��

P��klad ���
Graf K� �!pln� graf na t�ech vrcholech� z�ejm� rovinn� je� graf K� rovn�� �sta�� zvolit vhodn� zp�sob nakreslen���

Oproti tomu graf K� ji� rovinn� nen�� stejn� jako graf K���� V�echny tyto p��klady nm zachycuje obrzek ��
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Obrzek �� P��klady rovinn�ch a nerovinn�ch graf�

Denice ���
Dlen
 grafu je libovoln� graf� kter� vznikne z p�vodn�ho kone�n�m po�tem operac� d�len� hrany�

V
ta ���
Je�li graf H d�len�m grafu G� pak H je rovinn�� prv� kdy� je rovinn� i graf G�

V
ta ��� Kuratowsk
ho
Graf je rovinn�� prv� kdy� neobsahuje �dn� d�len� grafu K� ani K����

Denice ���
P�
mo�ar� rovinn� nakreslen
 grafu znamen� �e hrany jsou zobrazeny jako !se�ky�

Pozn�mka ��	
D se ukzat� �e ka�d� rovinn� graf m rovinn� �p��mo�ar�� nakreslen��

�Zde samoz�ejm� �� � ��

� ��

�

� kde m�me �
�
pater��




 ROVINN� GRAFY ��

Denice ���
Stna� Odebereme�li z roviny v�echny hrany rovinn�ho grafu �tj� roz�e�eme ji pod�l hran�� rozpadne se rovina na

stny rovinn�ho grafu�

Denice ���
Konvexn
 nakreslen
 rovinn�ho grafu je takov�� kter� je p��mo�ar�� a nav�c v�echny omezen� st�ny jsou konvexn��

Pozn�mka ���
Z�ejm� ne ka�d� rovinn� graf m konvexn� nakreslen�� Tak na obrzku 
 vid�me postupn� graf G�� kter� z�ejm�
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Obrzek 
� P��klady konvexn�ch nakreslen� rovinn�ch graf�

m konvexn� nakreslen�� dle graf G� a jeho konvexn� nakreslen� G�
�� a kone�n� geaf G�� kter� nelze konvexn� nakreslit�

Pozn�mka ����
Plat�� �e ka�d� 
�souvisl� graf lze konvexn� nakreslit�

Denice ����
Graf H je minor grafu G� prv� kdy� G obsahuje d�len� grafu H � zna��me H � G�

Pozn�mka ����
Kuratowsk�ho v�tu lze tedy stru�n� zapsat takto� graf G je rovinn�� prv� kdy� K��K��� �� G�

V
ta ���� Wagnerova hypot
za ������
Libovoln t��da graf� uzav�en vzhledem k minor�m m kone�nou bzi�
Zde pojem uzav�enosti je z�ejm�� bz� rozum�me mno�inu �zakzan�ch graf� �kter� do t��dy nepat���� Tak nap���

klad rovinn� grafy maj� bzi fK��K���g�
Wagnerovu hypot�zu dokzali Robertson a Seymon v roce �%���

Denice ����
Graf k dan�mu grafu du�ln
 sestroj�me tak� �e za uzly vezmeme oblasti �st�ny� p�vodn�ho grafu� a spoj�me hranou

ty� kter� se dot�kaj��
Duln� graf duln�ho grafu je toto�n� s v�choz�m grafem� prv� kdy� je rovinn��

V
ta ���� Euler�v vzorec
Bu" G � �V�E� rovinn� graf� kter� je souvisl� a m f st�n� Pak plat��

jV j � jEj� f � �

D�kaz� vedeme indukc� vzhledem k po�tu hran�

�� Pokud jEj � �� mus� b�t �vzhledem k souvislosti� jV j � � a f � �� tvrzen� tedy plat��

�� Pokud jEj � �� m��eme uva�ovat dva p��pady�

�a� G je strom� Pak f � �� jEj � jV j � � a tvrzen� je z�ejm��

�b� V opa�n�m p��pad� existuje hrana e� obsa�en v kru�nici� Vytvo��me graf G� � G � e� kter� je z�ejm�
rovn�� souvisl�� Proto�e m m�n� hran� v�me z induk�n�ho p�edpokladu� �e jV �j � jE�j� f � � �� P�idn�m
hrany e z�ejm� p�idme jednu st�nu� a tedy tvrzen� plat� i pro graf G�

�



� DOPRAVN� PROBL�MY ��

 Dopravn� probl�my

Probl�m nejkrat�� cesty� Pro danou s�# s dan�m ohodnocen�m c � E � R� a pro dan� vrcholy a� b nalezn�te
�orientovanou� cestu� jej�� d�lka je minimln��

Algoritmus ���
Tento algoritmus je zalo�en� na principu optimlnosti� je�li a�� ���� an minimln� cesta z a� do an� pak tak� pro

ka�d� j � n je a�� ���� aj minimln� cesta z a� do aJ �

�� P�i�ad�me ka�d�mu vrcholu x �� a do�asn� d�x� ��� vrcholu a trvale t�a� � ��

�� Je�li z posledn� vrchol� kter�mu byla p�i�azena trval hodnota t�z�� pak p�i�ad�me ka�d�mu z�� pro n�j� �z� z�� � E�
novou do�asnou hodnotu d�z�� � min�d�z��� c�z� z�� � t�z���


� Polo��me t�z�� � d�z�� pro vrchol z� s nejmen��m d�z��� pokud jich existuje v�ce� zvol�me libovoln��

�� Opakujeme kroky � a 
� dokud vrchol b nedostane trvalou hodnotu�

D�kaz� Korektnost algoritmu� chceme ukzat� �e pro ka�d� x udv hodnota t�x� ohodnocenou d�lku nejkrat�� cesty
z a do x�

D�kaz provedeme indukc� po nejkrat�� cest��

�� Pro x � a tvrzen� z�ejm� plat��

�� Nech# tvrzen� plat� pro mno�inu vrchol� tak� �e vrchol ai�� je na cest� prvn�m vrcholem bez trval� hodnoty�
Mme p�itom cestu a � a�� a�� ���� an � x� Pak ale d�ai��� �ohodnocen
 cesty a�� ���� an � d��x� � d�x� �pokud
sou�asn� p�edpokldme� �e pro x tvrzen� neplat��� To je v�ak spor s t�m� �e x m�l b�t vrchol s nejmen��
hodnotou d�x� �na�li jsme ai����

�

Eulerovsk� grafy�

Denice ���
Tah je �uzav�en�� sled� ve kter�m se neopakuj� hrany�
Graf je eulerovsk�� pokud jej lze nakreslit jedn�m tahem��

V
ta ���
Graf je eulerovsk�� prv� kdy� je souvisl� a ka�d� vrchol je sud�ho stupn��

D�kaz�

�
 z�ejm��

�� Uva�ujme tah v�� e�� v�� e�� ���� en� vn maximln� d�lky� Uk�eme�

�� v� � vn�

�� fei� i � �� �� ���� ng � E�

P�istupme tedy k d�kazu�

�� Sporem� nech# v� �� vn� Pak vn inciduje s hranou� kter do tahu nepat�� �vrchol vn m sud� stupe�� a zde

�p�isp�v lich�m�� a to je spor� pon�vad� p�idn�m t�to hrany prodlou��me tah�

�� Op�t sporem� nech# existuje hrana� kter do tahu nepat��� Vrcholy� se kter�mi inciduje� jsou v�ak sud�ho
stupn�� mus� tedy z nich krom� t�to hrany vychzet je�t� druh hrana� Tyto druh� hrany tak� n�kam vedou�
op�t do uzl� sud�ho stupn�� Z�ejm� tak v kone�n�m po�tu krok� nalezneme kru�nici� o kterou m��eme tah
prodlou�it�

�

�Znamen� to� �e podle t�to de�nice pova�ujeme za eulerovsk� jen tan graf� kter� lze nakreslit uzav�en�m tahem� zn�m� dome�ek tady

pro n�s eulerovsk� nebude�
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Hamiltonovsk� grafy�

Denice ���
Hamiltonovsk� kru	nice je takov kru�nice� kter obsahuje v�echny vrcholy� Graf se pak naz�v hamiltonovsk��

pokud obsahuje hamiltonovskou kru�nici�

Pozn�mka ���
Jedn se tedy o probl�m nav�t�ven� v�ech vrchol� �policajti obchzej� v�echny k�i�ovatky��
Znm je tak� �loha obchodn
ho cestuj
c
ho� kdy v ohodnocen�m grafu hledme hamiltonovskou kru�nici co nejmen��

d�lky�

Denice ���
Operace em uzv�ru grafu� m�jme graf G � �V�E�� jV j � n� Pokud existuj� vrcholy v� v� � V takov�� �e fv� v�g �� E

a s�v� � s�v�� � n� vytvo��me Gv�v� � G� fv� v�g�

Lemma ��	
Pro ka�d� graf G � �V�E� existuje prv� jeden graf H � kter� vznikne z grafu G v��e uvedenou operac�� a kter�

ji� touto operac� nejde dle upravit�

D�kaz� P�edpokldejme� �e vzniknou H�H � neupraviteln� r�zn�� p�itom graf H vznikl p�idn�m e�� ���� em� H � vznikl
p�idn�m e��� ���� e

�
m� Nech# nyn� k je nejmen�� ��slo takov�� �e fe�� ���� ekg � fe��� ���� e

�
kg a dle ek�� � fe��� ���� e

�
mg�

Graf vznikl� p��dn�m e�� ���� ek ozna��me �H � nech# dle ek�� � fx� yg� Pak je s H�x� � s H�y� � n� a proto tak�
sH� �x� � sH� �y� � n �proto�e �H � H ��� a to je spor s t�m� �e ek�� nen� v druh�m grafu� �

V
ta ���
Graf G je hamiltonovsk�� prv� kdy� je hamiltonovsk� jeho uzv�r�

D�kaz�

�
 z�ejm��

�� P�edpokldejme� �e Gv�v� je hamiltonovsk�� zat�mco G nen��

V G je cesta v � v�� e�� v�� ���� en� vn � v�� kter je �hamiltonovsk � tj� vrcholy vy�erpaj� v�echny vrcholy G�
Vytvo��me nyn� dv� mno�iny

� X � fi � fvi� vi��g � Eg�

� Y � fi � fvi� v
�g � Eg�

Nech# nyn� n �� X � Y � �Situaci nm zachycuje sch�ma na obrzku ��� To se ale nem��e stt� pon�vad� tak bych
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Obrzek �� Hamiltonovsk kru�nice �sch�ma k d�kazu�

m�l hamiltonovskou kru�nici v�� ���� vi� vn � v�� vn��� ���� vi��� v� Tedy opravdu X � Y � � co� ale znamen� �e
s�v� � s�v�� � jX j� jY j�

�
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D�sledek ���
Bu" G graf takov�� �e s�x� � s�y� � jV j pro v�echny neinciduj�c� vrcholy x� y � V � Pak G je hamiltonovsk��

D�sledek ���
Libovoln� graf s vlastnost� s�x� � jV j

� pro ka�d� x � V je hamiltonovsk��

Pozn�mka ����
D�sledek ��� plyne z v�ty ���� uzv�rem je !pln� graf� D�sledek ��% v�ak nen� d�sledkem d�sledku ����


