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Orientovany graf je dvojice G = (E,V), kde prvky mnoZiny V nazyvdme vrcholy, a prvky mnoziny E hrany; je

piitom E C V2.

Umluva. Budeme uvazovat pouze konecné grafy, tedy s kone¢nou mnozinou vrcholi V.
Smyckou pak nazyvame hranu vedouct z vrcholu do sebe sama, tedy (u,u).

Definice 1.2
Orientovany graf G = (V, E) nazyvdme orientovanym grafem bez smycek, je-li relace E ireflexivni.
Orientovany graf G = (V, E) nazyvame symetrickijm, je-li relace E symetricka.

Hranu symetrického orientovaného grafu si pfitom muzeme piedstavit jako mnozinu nejvyse dvouprvkovych pod-

mnozin V.

Definice 1.3

Graf (neorientovany) je dvojice G = (V, E), kde E je mnoZina dvouprvkovych podmnozin V' (analogie symetrického

orientovaného grafu bez smycek).

Definice 1.4
Stupeti vrcholu je pocet hran s vrcholem incidentnich, tedy

s(v) =|{e € E|v € e}|.

Véta 1.5
Soucet stuptitt vrcholi libovolného grafu je roven dvojndsobku poctu jeho hran. Formalné zapsédno:

VG =(V,E): Y s(v)=2]E|

veV

Diikaz: ziejmy (na levé strané se kazdd hrana pocitd dvakrat).
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Definice 1.6

Graf G' = (V', E') se nazyva podgrafem grafu G = (V, E), je-li V' CV a zédroveii E' C E.

Uplngm podgrafem pak nazgviame takovy podgraf, pro ktery navic plati E' = 2Y'n E, tedy jsou v ném obsazeny
vSechny hrany pivodniho grafu, spojujici vrcholy z V.

Definice 1.7
Homomorfismem grafi nazyvame zobrazeni h : G — G' (tedy h: V = V' a h: E — E') takové, ze h(E) C E'.

Pozndamka. Podgrafy odpovidaji prostym homomorfismim.

Definice 1.8
Sled je posloupnost navazujicich uzlia a hran, tedy

V1,€1y 00y Un,y en,’l)n+1,

kde e; = {v;,vi41} V1 <i<n, n>0. Cislo n pak nazyvame délkou cesty.

Cesta je sled, v némz se neopakujf uzly ani hrany, tedy e; # e;, v; # v, V1 <i < j < n.

Je tedy dovoleno, aby splyvaly prvni a posledni vrchol, ale ostatni ne. Takovou cestu, v niz prvni a posledni vrchol
splyvaji (v1 = vp41), a md vice nez dva vrcholy (n > 2), nazyvame kruznict.

Tah je sled, ve kterém se mohou opakovat vrcholy, ale ne hrany.

Véta 1.9
Jestlize mezi dvéma vrcholy existuje sled, existuje mezi nimi i cesta.

Diikaz: ziejmy — staéi vyhodit ,,smycky“ (kruznice, které jsou soucdsti sledu). O

Definice 1.10

Souvisly graf je graf, v némz existuje cesta mezi kazdymi dvéma vrcholy.

Vzddlenost vrcholi v souvislém grafu je nejmensi délka cesty, ktera je spojuje; budeme ji znaédit o(u,v). Takto
definovand vzddalenost je zfejmé metrikou.

Komponenta grafu je maximélni souvisly podgraf grafu. Nesouvisly graf se tedy d4 rozc¢lenit na nékolik komponent,
z nichz kazd4 je jiz souvislé.

Strom je souvisly graf bez kruznic.

Véta 1.11
Libovolny strom, ktery m4 vice nez jeden vrchol, m4 alespoii dva vrcholy stupné 1.

Diikaz: Uvazme ve stromu nejdelsi cestu viey...vpenvnt1. Ziejmeé musi byt s(v1) = s(vpy1) = 1, jinak bychom nasli
delsi cestu nebo kruznici. a

Véta 1.12
Souvisly graf je strom, & |V|=|E|+ 1.

Diikaz:
,» = indukci vzhledem k po¢tu vrchola.

1. n =1 — zfejmé.

2. n > 1: pak existuje vrchol stupné 1; kdyz ho z grafu odstranime, zfejmé neporusime souvislost, a zbytek —
tiplny podgraf — je opét strom. Protoze |V'| = n — 1, miZzeme pouzit indukéniho predpokladu a dostdvame

V= |V|+1=(E|+1)+1=|E+1.
»<="“ rovneéz indukei:

1. n=1 - ziejmé
2. [Vi=n+1:
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(a) bud’ G obsahuje vrchol stupné 1. Pak jej miZzeme vypustit a ziskat tak graf G’ na vrcholech V'. Ten
spliiuje rovnost [V'| = |E'| + 1, je tedy strom, a proto i G ke strom.
(b) nebo G neobsahuje vrchol stupné 1. Tento piipad ale nemuze nastat, protoze

Y stv=2|E|>2|V|=2|E|+]1,

a to je spor.
O
Definice 1.13
Les je graf bez kruznic.!
Disledek 1.14
Bud’ G les. Pak pocet komponent G je roven |V| — |E|.
Diikaz: Kazda komponenta je stromem, pticemz |V;| — |E;| = 1. O

Definice 1.15
Kostra grafu G = (V, E) je strom G' = (V,E'), kde E' C E.

Véta 1.16
Libovolny souvisly graf G ma kostru.

Diikaz: Sestavime posloupnost podgrafu Gy, ..., G, s ndsledujicimi vlastnostmi:
a) Ep =0, =0
b) E;11 vznikne pfiddnim hrany e;11 k E; tak, Ze nevznikne kruznice
c) zastavime, jakmile V = V,.

Ukdzeme, ze G, je kostra, a to sporem: necht v € V —V,,, cesta spojuje v a u € V,,. Lze tedy ptidat hranu (u,v), a ta
nevytvoii kruznici, ani neporugi souvislost. To je spor. a
Tento algoritmus je typem tzv. hladového algoritmu — funguje na zdkladé principu ,sezer, co mizes“. Jak ukidzeme
v dalsim, ne vzdy vede tento typ algoritmi k cili.

2 Bipartitni grafy

Definice 2.1
Parovant grafu je takovd podmnozina P C FE, 7Ze zddné dvé hrany v P neinciduji.
Maximélni mozny pocet hran parovani se pak nazyva pdrovaci ¢islo grafu.
Pérovani grafu s maximalnim moZnym poc¢tem hran nelze vzdy nalézt hladovym algoritmem.

Definice 2.2

Bipartitni graf je takovy graf, jehoz mnozinu vrcholu lze rozdélit na dveé disjunktni podmnoziny Vi a V5 tak, ze
EN2Yt = a EN2"2 = (), tedy hrany bipartitntho grafu vedou pouze z jedné z disjunktnich podmnozin do druhé;
znacime G = (V3 U Vs, E).

Véta 2.3 HALLOVA VETA
Bipartitni graf G = (V U W, E) m4 péarovani velikosti |[W| <

VXCW: |[X|<|{veV:dz e X :{v,z}€E}
Diikaz:

,="“ ziejmé

1Dzerskova definicenice: , Souvisly les je strom®.
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»<%“ Bez ijmy na obecnosti pfedpoklddejme, 7e G je minimdlnf graf s touto vlastnosti, tedy ze G — {e} ji nespliiuje.
Ukdzeme, Ze tento minimdlnf graf je prave parovani (kdyby tam jests néco bylo, tak to miZzeme vyhodit, a nen{
to minim4lnf).

V opa¢ném piipadé 3z € VU W, s(xz) > 2. Musi byt € V (jinak by totiz s(x) < 1 Vo € V). Uvazme nyni
Vo =4z € V:s(x) =1}. Je |[W| < |Vo| = G m4 parovani velikosti |[W| a G nenf minim4lni.

(Je tady jeste jeden dikaz.) |

Véta 2.4 FrROBENIUS, HALL, KONIG

Parovaci ¢islo 7(G) bipartitntho grafu G (tedy maximalni pocet disjunktnich hran) je rovno se¢nému ¢islu grafu G,
tedy minimdlnfmu poc¢tu vrcholi takovych, Ze libovolnd hrana inciduje s nékterym z nich.

Odtud také plyne Hallova véta.

Diikaz: Dokazeme pouze to, ze odtud plyne Hallova véta (véta 2.3).

Necht G = (V U W, E) splituje podminku véty 2.3. Se¢né ¢islo |W| je pocet vrchold ,pravé® strany: v opa¢ném
piipadé existuje mnozina X, kterd je se¢nou, a ptitom | X| < |W|. Uvazme V = X; UX,, kde X; CV a Xy C W, a déle
G(W = X3) € Xi. Platf tedy [ W]~ | Xa| = W = Xo| < [GOW = X)| < | X1, tedy [X] — | Xa| < [W|—|Xa] a to je spor.

O

Poznamka 2.5
Pérovaci ¢islo je tedy dobrou charakteristikou bipartitniho grafu — a sice v tom smyslu, Ze se snadno prokazuje
pozitivnim zpusobem: chceme-li ukdzat

m(G) > n pak sta¢i nalézt ono parovani; naopak
m(G) < n stadi nalézt seénu s méné nez n uzly (tim tedy dokdzeme, Ze neexistuje parovani velikosti n).

Definice 2.6
Hypergraf H(V, E,¢) je trojice, kde

V' je obvykld mnozina vrcholi,
FE je mnozina hran,
¢ je incidencni funkce ¢ : E — 2V,

Hrany jsou tedy ,né&jaké“ objekty, o kterych vime pouze to, ze spojuji hrany; které spojuji, to popisuje inciden¢n{
funkce.

Piiklad 2.1

Kazdy ,,obycejny*“ graf je hypergraf.

Déle napf. je-li inciden¢ni funkce prostd, hovofime o prostém hypergrafu.

Pokud je e : E — P(V), kde P>(V) je mnozina dvouprvkovych podmnozin, nenf obvyklym grafem, pokud neni
prosté: pak totiz dvojici vrchold miZe spojovat vice nez jedna hrana (tedy pfipoustime tzv. ndsobné hrany); hovoiime
pak o tzv. multigrafu.

Definice 2.7
Transverzdl hypergrafu je prosté zobrazeni 7 : E — V takové, 7ze Ve € E : 7(e) € e(e). Mizeme tedy hovorit
o systému riuznych reprezentanti.

Priklad 2.2
Nastdva problém, kdy m4a hypergraf tranverzal. Totiz napi.:

1. mame-li V = {1,2,...,6} a hrany jsou e; = 1,2,3;> e2 = 1,2,4; e3 = 1,2,5; e4 = 3,4,5,6; e5 = 3,4,5,6, pak
transverzal je T = 1,2,5,4,3 (piesné&ji opét 7(e;) = 1 atd.)

2. je-liV ={1,2,3} ae; =es =e3 = 1,2, pak transverzdl neexistuje.

2Korektn{ zapis by byl e(e1) = {1,2,3}.
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Véta 2.8
Hypergraf m4 transverzdl, prave kdyz pro kazdé X C E plati | X| <

U e()|.

zeX

Diikaz: Pievedeme hypergraf na bipartitni graf G = (V U E, R), kde hrany bipartitniho grafu jsou {w,e} € R < w €
e(e). Ziejmeé hypergraf mé transverzdl, pravé kdyz G mé pdrovéani velikosti | E|. a

Véta 2.9
Bud’ A matice. Maximdlni pocet nezdvislych nenulovych prvki matice A (tedy takovych, které nelezi ve stejném
fadku ani sloupci) je roven minimdlnimu poc¢tu Fad, které obsahuji vsechny nenulové prvky matice A.

Diikaz: Mé&jme matici A typu m/n. Uvdzime bipartitnf graf, kde V = {1,2,...,m}, W ={1,2,..,n}, G = (VUW, E),
kde ptitom {i,j} je hrana, prave kdyz a;; # 0. Vidime, ze dostdvdme Hallovu vétu. a

Definice 2.10
Matici incidence bipartitniho grafu G = (VU W, E), kde |V| = m, [W| = n, budeme rozumét matici A typu m/n
takovou, Ze a;; = 1 prave kdyz {v;,w;} € E.

Poznamka 2.11
Pocet vsech pdrovani velikosti n je pak roven (pro ¢tvercovou matici)

Z A1,0(1) ~ ++ " Cn,o(n)

kde s¢itdme pies vsechny permutace o mnoziny indexi {1,2,...n}.

3 Souvislost grafi

Definice 3.1
Cislo souvislosti grafu je nejmensi pocet vrcholi, jejichz odstranénim (vcetne hran s nimi incidentnich) vznikne
nesouvisly nebo trividlni (|[V] < 1) graf.

Definice 3.2
Zépisem K, budeme rozumét tiplny graf na n vrcholech.

Definice 3.3
Graf je k-souvisly, prave kdyz pro jeho ¢islo souvislosti plati o(G) > k.

Véta 3.4 MENGEROVA
Graf je k-souvisly, prave kdyz libovolné dva rizné jeho vrcholy lze spojit alesporii k disjunktnimi cestami (pficemz
spojené vrcholy se pro stanoveni disjunknosti nepoditaji).

Diikaz:
<=4 ziejmé — pokud existuje k cest spojujicich dva vrcholy, musi se viechny pterusit, aby se narusila souvislost.

» = je nechutny (neuveden).

Disledek 3.5
Graf G je 2-souvisly, prave kdyz kazdé dva razné vrcholy lezi na kruznici.

Definice 3.6
Mnozina vrcholu S rozdéluje vrcholy u, v, pokud po odebrdani mnoziny S se ocitnou u, v v riznych komponentdch

grafu G — S.
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Véta 3.7 SILNEISI MENGEROVA (LOKALNI VARIANTA)
Bud'te u, v dva ruzné neincidentni vrcholy. Pak nejmensi pocet vrcholi rozdélujicich u, v je roven nejvétsimu poctu
disjunktnich cest spojujicich u,v.

Pozniamka 3.8

Ukdzeme implikaci Véta 3.7 = Véta 3.4.

Mégjme k-souvisly graf a v ném razné vrcholy u,v. Pokud tyto vrcholy neinciduji, je tvrzeni ziejmé (k pretnuti
k disjunktnich cest je tieba odstranit alespoit k vrcholi).

Pokud vrcholy inciduji, odstranime hranu e = wv; dostaneme tak (k — 1)-souvisly graf. Pak v G — {e} existuje
k — 1 disjunktnich cest. Hranu e jsme pfitom mohli zrugit odstranénim jednoho vrcholu; podle véty 3.7 tedy existuje
k disjunktnich cest (v&etné hrany e).

Pozniamka 3.9
Déle ukdzeme implikaci Véta 3.7 = Veéta 2.4

Mejme G = (VUW, E). Sestrojime graf G = (V, E), kde V = VUWU{v,w} (SCHEMA) a E = EU{{v,z},z € V}U

{{w.yty e W}
Nyni pouZzijeme vétu 3.7 pro vrcholy v, w: maximélni pocet disjuktnich cest je roven parovdni (aby cesty nemély

priunik ve V- a W).

Definice 3.10

Hranové ¢islo souvislosti je nejmensi pocet hran, jejichz odstranénim?® vznikne nesouvisly nebo trividlni graf;
znatime A(G).

Graf nazyvame hranové k-souvislijm, pokud plati A(G) > k.

Lemma 3.11
Pro graf G, &islo souvislosti o(G), hranové souvislosti A(G) a stupeii libovolného vrcholu plati

o(G) < MG) < 5(v)

Véta 3.12 FORD—FULKERSONOVA V LOKALNI VERZI
Pro kazdé dva rizné vrcholy u,v € G je nejmensi pocet hran rozdélujicich u,v (ozna¢ime m) roven nejvétsimu
po¢tu hranové disjunktnich cest spojujicich u,v (oznac¢ime M).

Diikaz: Nerovnost M < m je hned vidét, opac¢nou dokazovat nebudeme. O

Véta 3.13 FORD-FULKERSONOVA
Graf je hranové k-souvisly, prave kdyz kazdé dva vrcholy lze spojit k hranoveé disjunktnimi cestami.

Definice 3.14
Artikulact nazyvame vrchol, jehoz odstranénim dostaneme nesouvisly graf.

Lemma 3.15
Graf je 2-souvisly, prave kdyz ma alespon t¥i vrcholy a nem4 artikulaci.

Definice 3.16

Blok je graf, ktery je bud’ izolovanou hranou, nebo je 2-souvisly.
Blok grafu je maximdlni iplny podgraf grafu, ktery je blokem.

Blokovy graf B(G) grafu G: vrcholy jsou bloky a artikulace puvodniho grafu, hrany jsou dvojice {a, B}, kde a je
artikulace B je blok, a déle a € B.

Priklad 3.1

Piiklad grafu (zde souvislého) a jeho odpovidajictho blokového grafu vidime na obrazku 1. Zde jsou pfitom velkymi
pismeny oznaceny bloky grafu (,trojihelniky“ Ty, T, T3, Ty, izolovand hrana H, a ,¢tverec* X), a malymi pismeny
a1, a2, as,as jednotlivé artikulace.

3Nynif odstraiiujeme pouze hrany; vrcholy zistdvaji.
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Obrazek 1: Piiklad grafu a odpovidajictho blokového grafu

Véta 3.17
Blokovy graf souvislého grafu je strom.

Diikaz:
e Uvazme dva rizné bloky Bi, B2. Pak ziejmé (oznacime B; = (V;, E;)) |Vi N V2| < 1. Je-li pfitom tento prinik
neprdzdny, jednd se zfejmeé o artikulaci.

Pokud je tedy prinik neprazdny, obsahuje Vi U V5 artikuaci a (nebot bloky jsou maximalni). Necht nyn{ napt.
a € Vi. Odstranime-li a z Vi, pak Vi —{a} lezi v jedné komponenté (V3 UV2) —{a} (tedy samotné V; se nerozpada,
ale V1 U V5 ano). Odtud jiz Vi NV, = {a}.

e Pro kazdou artikulaci a zfejmé existuji bloky Bj, B, grafu G takové, 7ze Vi NV, = {a}.

e V blokovém grafu nemuze byt kruznice, protoze priuniky bloku lezicich na této kruznici by nebyly artikulace
(nerozpadlo by se to).

O
Oznaceni. Operace na grafech:
odebrani hrany G —e= (V,E —{e})
pfidédni hrany G +e=(V,EU{e}) (ptedpok. e ¢ E)
kontrakce hrany G -e = (V — {u,v} U{w}, {{z,y} : {z,y} N {u,v} =0} U {{w,z} : {v,z} € EV {u,z} € E}),
tedy zrusf se hrana e = {u, v} a vrcholy se ,stdhnou v jeden*
dslenf hrany G:e=VU{w}hE—{e}U{{u,w},{v,w}}), hrana se ,,rozdéli“ novym vrcholem
O

Véta 3.18 SYNTEZA 2-SOUVISLYCH GRAFU
Graf G je 2-souvisly, prdave kdyz jej lze vytvorit z grafu K3 (,trojihelnicek“) postupnym provadénim ope-
ract , 4%, 5%

Diikaz:

<= ziejmé.
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»=*: Kazdy 2-souvisly graf vznikne (je mozno ziskat) ndsledujicim zptisobem:

Vyjdeme z grafu Gg, coZ bude kruznice (ta se dd z K3 ziskat délenim). P¥iddme cestu, kterd spojuje dva vrcholy
této kruznice, ale jinak je s nf disjunktni. Dostaneme cesty C1,Cs, ... (,priddvani usi®).

Ziejme piitom libovolny 2-souvisly graf obsahuje n&jakou kruznici Gj.
n
Necht nyni mdme Gy, C1, Cs, ..., C,, a vytvoiime graf H = GoU |J Cj, a necht je tento graf rizny od G. Protoze

i=1
G je souvisly, existuje hrana {u,v} € E takovd, Ze u € H a piitom e ¢ H. Déle vime, ze G — {u} je souvisly
(protoze G je 2-souvisly); odtud jiz ziejmou tvahou (diskusi, zda {u,v} vede ven) dostaneme tvrzeni ,=*.

O

4 Toky v sitich

Definice 4.1
Sit je (konecny) orientovany graf G = (V, E) spolu s ohodnocenim hran ¢ : E — R™T, které se nazyvd kapacita
hran. V siti jsou vyznaceny uzly s, t, které nazyvame zdroj a stok.

Definice 4.2
Tok velikosti C z s do t je redlnd funkce f : E — R*, kterd splituje:

e f(y,z) <c(y,z) pro kazdou hranu {y,z2} € E,

e > f(e)= > f(e) pro kazdy vrchol z € V rizny od s,t
ecE~(x) e€E+(z)

kde piitom
e E-(2) = {y,2} € E}
e EY(X)={{z,2z} € E}

a velikost toku je pak definovdna jako

= > fle) Zf

ecE—(t) ecET(t

¢ili v8echno, co pfitece do stoku, minus to, co jesté odtece ,,zpét® do site.

Uloha. Zskladni ilohou, kterou budeme Fesit, je stanovenf maximalntho toku z s do ¢ v dané siti, tedy toku maximaln{
velikosti C.

Definice 4.3
Rez mezi vrcholy s,t je takovd podmnozina hran E' C E, 7e v grafu G’ = (V, E — E') neexistuje orientovand cesta
z s do t.
Kapacitou fezu pfitom rozumime ¢islo > c(e).
ecE'’
Véta 4.4 FORD-FULKERSONOVA VETA O MAXIMALNIM TOKU
Bud’ G sit ¢ kapacitou ¢. Pak maximéln{ velikost toku z s do ¢ je rovna minimdlni kapacité fezu mezi s a t.

Diikaz: Diky Pasekovi je silné zagmodrchany.

Necht f je maximdlni tok, M je jeho velikost. Vezméme A, B C V a ozna¢me f(A,B) =Y f(a,b), kde s¢itame
pfes a € A,b € B,(a,b) € E. Ziejmé je f(V,z) — f(z,V) =0 pros #x #t addle M = f(V,t) — f(t,V).

Zvolme nyn{ S, T CV tak,ze s € S,t € T,SNT =0,SUT = V. Nyni

M = Y f(V,x) = f&,V)=f(V,T) = f(T,V) = f(SUT,T) - f(T,SUT)
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Diikaz: Prvni ¢ast dle Paseky.

Necht E' je minimélni fez mezi s,t s kapacitou m. Definujme si mnozinu S jako mnozinu vsech vrcholi z € V
takovych, ze v grafu (V, E — E') existuje orientovand cesta z s do z. (Zfejmeé s € S,t ¢ S.) Polozme ddle T =V — S
jetedy t e T.

Ziejmeé E' = {(z,y) € E:x € S,y € T}: pokud totiz x € S,y € T, existuje orientovand cesta z s do = a neexistuje
cesta z s do y, tedy (z,y) € E — E', a tedy (z,y) € E".

Naopak pokud (z,y) € E’, pak existuje orientovand cesta v grafu (V,E — E') z s do z (jinak bychom mohli
hranu (z,y) z E' odstranit). Zaroveii neexistuje takova cesta z s do y. Celkem y € T.

Je tedy M < ¢(S,T) =m. m|

Poznamka. Pro dalsi postup dikazu budeme potiebovat nekteré pomocné pojmy a tvrzeni, kterd si nyni uvedeme.

Definice 4.5

Pro orientovany graf G = (V, E) zavedeme graf G = (V, E) tak, ze E = {{z,y} : (z,y) € E}, tedy graf, v némz
hrany pozbyvaji orientace.

Cesty v grafu G nazyvame polocesty v G. Je-li pritom C = {s = zo,x1,...,x, = t} polocesta z s do t, pak ozna¢ime
C*t = {(zs,zi+1) € E} (tedy hrany, které v polocesté prochdzime po sméru), C~ = {(z;+1,7;) € E} (tedy hrany,
které prochdzime protismérng).

Definice 4.6

Je-li f tok, pak ¢fsla c(x;, i1) — f(xi, @ir1) pro (x;, z;41) € CT, resp. f(ws, xir1) pro (z;, z;41) € C, nazyvame
rezervy na, polocesté.

Znamend to, ze na hrané, kterou v polocesté prochdzime po sméru, povazujeme za rezervu zbytek do plné kapacity
(tedy rezidudlni kapacitu, kterou mizeme hranu nasytit, to, co miazeme pfidat), v protisméru pak to, co na hrané tece
(tedy to, co mizeme odebrat — odklonit).

Definice 4.7
Minimélni z rezerv na C' se nazyva rezerva polocesty C'.
Je-li rezerva polocesty C' kladnd, nazyva se rezervni polocestou.

Véta 4.8
Maximélni tok nepfipousti rezervni polocestu.

Diikaz: Sporem.
Predpoklddejme, Ze jsme nalezli maximélni tok f, a soucasné Ze existuje polocesta C' s rezervou ¢ > 0.
Definujme novy tok g takto:

9(@i,it1) = f(TisTiy1) +0 pro (24,2i41) € CF
9(@iv1,wi) = f(i; 0ip1) =6 pro (zig1, @) € O
gle) = f(e) proe & C
Ziejme g je tok, piitom jeho kapacita m + § je vétsi, a to je spor s maximalitou toku f. O

Lemma 4.9
Nyni si nadefinujeme mnozinu S jako mnozinu vSech vrcholi z € V, do nichz vede rezervni polocesta ze s,
s pfidanym vrcholem s; ddle T =V — S. Ztejmé je s € S, t € T.
Plati: pro kazdou hranu (z,y) € E takovou, ze x € S,y € T, je f(z,y) = c¢(x,y).

Diikaz: je ztejmy — v opatném piipadé by existovala rezervni polocesta z s do y, coz je v rozporu se zavedenim
mnozin S, T.
Analogicky je pak f(y,z) =0proxz € S,y € T. a
Diikaz: Piikrocime nyni ke zbytku dikazu véty 4.4.
Méme M = > c¢(z,y) = ¢(E"), kde piitom E' = {(z,y) € E,z € S,y € T} je fez mezi s a t.

z€S,yeT
Totiz, je-li P orientovand cesta z s do ¢, sta¢i uvazovat nejvetsi ¢ takové, 7e z; € S, kde P = {s = 29, 21, ..., 2n = t}.
Ziejme je i < n, protoZe t ¢ S. Specidlné pak z;41 € T. Tedy celkem M > > c¢(z,y) > m. |

zeS,yeT
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Poznamka. Toto je ziejmé& konec Pasekovych zmatki.

Poznidmka. Rez lze rovnéz definovat jako mnozinu hran {(z,y) € E,z € S,y € T}, kde pro mnoziny S,T plati
sESCV,teT CV,apiitom SNT =0, SUT =V.

Véta 4.10
Pro celotiselnou kapacitu (f : E — A) je maximélni tok rovnéz celoc¢iselny.

Diikaz: Maximélni tok nalezneme tak, Ze za¢neme z néjakého toku (napf. z nulového toku, ktery existuje ziejmé v kazdé
siti), nalezneme pro néj rezervni polocestu, tok zvétsime o jeji rezervu, a postup opakujeme.

Je-li vychozi tok celo¢iselny a kapacita celoc¢iselnd, neustdle dostdvame celociselny tok. Po kone¢ném poctu kroku
dojdeme k maximélnimu toku, ktery je také celo¢iselny. m|

Poznamka 4.11

Snadno se ukdze, Ze pro raciondlni kapacity je podobné i maximalni tok raciondlni (sta¢i kapacity hran vynédsobit
jejich nejmensim spole¢nym nasobkem a pievést tak na celociselné).

Ford-Fulkersonuv algoritmus tedy v kone¢ném poctu kroku zastavi.

Tvrzeni. Pii iraciondlnich kapacitdch hran algoritmus nemusi zastavit, ani nemusi konvergovat k maximdalnimu
toku.*

Véta 4.12
Bud’ G konec¢ny graf, s,t jeho vrcholy, m nejmensi velikost hranového fezu mezi s,t, M nejvétsi pocet hranové
disjunktnich cest spojujicich s a t. Pak plati M = m.

Diikaz: Bud G = (V, E) orientovany graf, kde E = {(z,y) : {z,y} € E(G)}. Definujme ¢ : E — R* tak, ze c(e) = 1
pro kazdé e € E.

Necht m je minimdlni kapacita fezu E, M je maximalni tok v G mezi s, t.

Protoze evidentné M < m, zbyva ovefit m < M.

Odstranime-li v G hrany (z,y) takové, ze (x,y) € E' nebo (y,z) € E, dostaneme fez v G. Tedy m < m (ve
skute¢nosti dokonce plati rovnost); zejména ddle m < M < M'.

Do ¢ vede M riiznych hran e, f(e) =1; méme M riznych pocdtecnich uzli yechto hran, a pro kazdy uzel z existuje
hrana (y,z), f(y,z) = 1. 0

Véta 4.13
Necht G = (V, E) je sit s kapacitou ¢, necht z,s jsou zvolené vrcholy (zdroj, stok), a necht je ddna funkce
k:V —{z,s} - R* (propustnost vrcholi).
Potom maximalni velikost toku f ze z do s omezeného kapacitou ¢ a propustnosti &, tj. >,  f(v,v") < k(v), pro
(vv')EE
z # v # s je roven minimdalni velikosti ¢isla Y c(e) + Y k(v), kde minimum se tykd vsech mnozin V! CV, E' C E,
e€E’ vev’
pro néz v grafu (G — E') — V' neexistuje orientovand cesta ze z do s. (Mnozinu V' U E' nazyvdme vrcholové-hranovy

Fez mezi z a s.)
Diikaz: Sestrojime novou sit G* = (V*, E*) s kapacitou ¢* a uzly z*, s* takto:
o V* =V x{0,1},

o E* = {(z,1),(y,7) : (z,y) € E,i=0,7=1)V(x =y,i =1,7=0)}, tedy pavodni hranu (z,y) nahradime
hranou ((z,0), (y,1)), a pavodn{ vrchol 2 nahradime hranou ((z, 1), (z,0)),

o ¢*((2,0),(y, 1)) = c(x,y),
o c*((z,1),(z,0)) = k(x), tedy ve shodé se zavedenim hran (,,to, co teklo v G vrcholem, tece v G* hranou®),
e 2* =(z,0), s* = (s,1).

Snadno se ukdze, Ze si vzdjemné odpovidaji hranové fezy v G* a hranové—vrcholové fezy v G, a stejné tak kapacita c*
odpovidd kapacité ¢ spolu s propustnosti k. Odtud jiz je tvrzeni véty ziejmé. a

4Je to viibec mozné?
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5 Matroidy

Definice 5.1
Matroid je koneény prosty hypergraf (M, M) tak, Ze:

1. M je neprdzdny dédicny systém, tedy pokud X € M aY C X, je take Y € M

2. pro X, Y € M takove, ze | X| < |Y], existuje z € Y — X tak, ze X U {z} € M (vlastnost vymeény — analogie
napf. s bdzemi linedrnich prostori).

Piiklad 5.1

1. Mgjme M = {1,2,...,n} a M = {X¥ C M : |X| < ||} pro pevné k, 0 < k < n. Pak (M, M) je tzv. k-uniformn{
matroid; pro k = n hovoiime o diskrétnim matroidu, pro k£ = 0 dostdvame trividlni matroid.

2. Mgjme matici typu m/n, A = (@ij)m,n. Vezmeme M = {1,2,...,m} a fekneme, ze X € M, prave kdyz radky a;
jsou pro viechna ¢ € X linedrné nezdvislé. To co dostaneme, je opét matroid — jednd se o tzv. vektorovy matroid.

Piiklad 5.2

Necht G je kone¢ny neorientovany graf bez smytek, G = (V, E), E # . Zavedeme M jako systém podmnozin E
takovy, ze X € M, prave kdyz (V, X) je les. Pak (E, M) je matroid.

Tvrzeni dokdzeme:

1. Dédicnost je ziejma.

2. Les o n vrcholech a k& komponentdch ma n — k hran. Tedy pokud X,Y € M, | X| < |Y], pak les (V, X) m& méns
hran, nez (V,Y), tedy existuje hrana e € Y — X, kterd spojuje ruzné komponenty X. Tedy X U {e} € M.

Tento matroid se nazyva grafovy matroid.

Lemma 5.2
Bud’' (M, M) matroid, A C M. Pak viechny maximalni podmnoziny A patiici do M maji stejny pocet prvki.

Diikaz: Necht mnoziny X, Y C A, X, Y € M, jsou maximdlni. Necht napt. |X| < |Y|. Pak existuje X € Y — X tak,
7e X U{z} e M, XU{z} C A, a to je spor s maximalitou X. |

Véta 5.3
Konetny prosty hypergraf (M, M) je matroid, prave kdyz plati podminka z lemmatu 5.2.

Dikaz:
» =1 viz lemma 5.2.

»<=*: Necht plati podminka lemmatu 5.2. Mgjme X,Y € M, |X| < |Y|. Polozme A =X UY.

Bud’ X C X' C A tak, ze X' je maximélni takovd, ze X' € M. Pak |X'| > |Y| > |X]|, tedy existuje z € X' — X.
Plati z € Y, X U {z} € M. Tim je tvrzeni dokdzéno.

O

Definice 5.4

Prvky mnoZiny M nazyvame nezdvislé mnoziny matroidu (M, M); velikost maximélni nezavislé podmnoziny
mnoZiny A nazyvame ¥dd mnoziny A; znacime r(A).

Funkci r : P(M) — N nazjvdme poridkovou funkci matroidu.

Piiklad 5.3

1. U vektorového matroidu je fddem hodnost piislu§né submatice.

2. U grafového matroidu je to pocet uzli snizeny o pocet komponent piislusného podgrafu.
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Definice 5.5
Baze matroidu (M, M) je maximéaln{ nezdvisla podmnozina M.

Véta 5.6
Potrddkovd funkce matroidu (M, M) m4 tyto vlastnosti:

1. 7(0) =0; r(A) <1pro|4| <1,
2. r(A) < r(B) pro A C B (monoténnost),

3. "(AUB) +r(AN B) <r(A) + r(B) (semimodularita).

Diikaz: Prvni dvé tvrzeni jsou ziejmd, zastavime se pouze u semimodularity.
Bud’ Z C AN B takovd, ze r(Z) = |Z| = r(AN B). Bud' dédle X maxim&ln{ nezdvisld podmnozina A U B tak, ze
X D Z. Pak

IX|=r(X)=r(AUB) = [XNA|+|XNB| - |[XNANB| <r(A) +r(B) - r(ANB)

a tfm je tvrzeni dokdzédno. O

Poznamka. Pro kazdé X plati ziejme r(X) < | X|.

Véta 5.7
Bud'r : P(M) — N funkce, splitujici vlastnosti, vyjmenované ve véte 5.6. Pak existuje prave jeden matroid (M, M)
s pofddkovou funkci r.

Diikaz: Ukdzeme, z2e M = {X C M : |X| = V(X)} je hledany matroid.

1. Nejprve prokdzeme dédi¢nost, tedy pokud Y € M, X C Y, je také X € M. Postupujeme sporem:
Necht r(X) < |X]|. Pak

r(Y)=r (XU =X)) <r(X)+r(Y = X) —r(@) < |X|+|Y = X| =|Y|
a to je spor s tim, ze Y € M.

2. Vlastnost vymény. Necht X, Y € M, |X| < |Y|. Predpokladejme, ze r(X U {z}) = r(X) = |X| pro kazdé
r €Y — X, tedy Ze neexistuje ,,prvek na vyménu*.

Bud’te nynf z,y libovolné rizné xz,y € Y — X. Mdme
P (X U{z,p}) = r (X Ufa}) U(X U{)) < (X U{a}) +7 (X U{y}) - r(X) = r(X)

Postupné tedy dojedeme k tomu, ze r(Y) = r(X), a to je spor.

Problém. Budeme se nyni zabyvat nasledujici ilohou.
Mgjme mnozinu X = {1, ...,z,}, matroid (X, M) a tzv. vdhovou funkci ¢ : X — R . Nasim cilem je nalézt
mnozinu M € M tak, ze ¢(M) = > c¢(z) je maximalni.
zEM
Na tento problém se dd ptrevést napiiklad nalezeni kostry grafu, maximélniho parovani aj.

Algoritmus 5.1 HLADOVY ALGORITMUS
Tento algoritmus pro hleddni maximdlni mnoziny probih4 stylem ,seZer, co muzes“ (odtud ndzev).

1. Ag =0
2. Ai+1 = At U {a} tak, ze:

2.2. Ai—i—l eM
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2.3. ¢(a) nabyvd maximaln{ hodnoty pro prvky a splitujici podminky 2.1, 2.2.
3. algoritmus konéf, nelze-li provést bod 2.
Véta 5.8
Bud M C P(M) dedicny systém podmnozin. Pak nasledujici dvé podminky jsou ekvivalentni:
1. Hladovy algoritmus fesi problém maximélni mnoziny pro kazdou vdhovou funkci c.
2. M je matroid.
Diikaz:
»2=>1%: Mgjme matroid M a mnozinu B bdzi M. Necht ddle Bp je optimdlni fedeni, zatimco By je FeSeni vzeslé
z hladového algoritmu. Muzeme piedpoklddat, ze Bo, By € B.
Uspotddejme si nyni tato fegeni podle klesajicich vah, Bo = {xo, ..., Zn}, Ba = {yo, ..., Yn}. UkdZzeme, 7e c(x;) <
¢(yi) (odkud jiz vyplyne tvrzeni), a to indukef vzhledem k 1.
1. Pro i =1 je tvrzeni zfejmé — do A; se v hladovém algoritmu vybird prvek s maximélni vahou.

2. Induké¢éni krok dokdzeme sporem: predpoklddejme naopak, Ze pro néjaké i je c(x;) > c(y;), a soucdasné
c(z;) < c(y;) pro kazdé j < i.
Polozme Y = {z € M : c(z) > c(z;)}.
Ziejmé {xo,...,x;} € M, a proto r(Y) > i (ponévadz je {zo,...,z;} CY). Déle vime, ze {yo,...,yi—1} je
maximélni nezavisld mnozina. Hladovy algoritmus ptidal y;, ale ponévadz plati axiom o vymeéné, je také
{Y0, -, Yi—1,%;} € M; md pfitom vétsi véhu, a to je spor s hladovosti hladového algoritmu.

»1=>2%: Predpokladejme, 7e existuje Y C M, A, B C Y nezdvislé, a 7e |A| > |B|. Zvolme a,b tak, ze b+ |B — A| <
a-|A—B|,0<a<b. Definujme déle

a, Xe€A-B,
c(r) =< b, X € B;
¢, jinak.

Optimadln{ feseni ma zfejmé vahu alespoii a - |A — B| + b+ |AN B| (mnozina A je vétsi). Hladovy algoritmus ale
bere prvky z B, a pak skon¢i, nebot B je maximalni (déle jiz pfiddvd néco mimo Y, a tam je vdhovd funkce
nulovd).

O

6 Ramseyova véta

Piiklad 6.1

Na uvod si pfipomeneme znamou tlohu, kdy se na kontinudlni besidce probudi Sest opilcii, a madme ukdzat, Ze
mezi nimi existuji alespon t¥i, ktefi se v8ichni navzdjem znaji, nebo alespoi tii, ktefi se v§ichni navzdajem neznaji.
(Relace znamosti je symetricka.)

Nenf obtizné provést diikaz elementdrnimi metodami; uvidime, ze je zajimavé zabyvat se né¢im obecnéjsim.

Oznacéeni. Zavedeme si nékteré symboly, tykajici se tzv. barveni mnozin.

e Jako [n] ozna¢ime mnozinu vsech jednoprvkovych podmnozin mnoziny {1,2,...,n}; jako [n]> mnozinu dvouprv-
kovych podmnozin atd.

e r-obarveni mnoziny S nazveme zobrazeni g : S — [r].

e Mnozina A C S je homogenni (monochromatickd), pokud ziZené zobrazeni go/A je konstantni.

e Rekneme, 7ze n — (I), pokud pro kazdé 2-obarveni ¢ mnoziny [n]? existuje H C {1,2,...,n}, |H| = [, a pfitom
[H]? je homogenni.

e Podobné n — (I)*, pokud pro kazdé 2-obarvenf mnoziny [n]* existuje H C {1,2,...,n}, |H| = [ tak, ze [H]* je
homogenni.’

5Misto n — (1) se tedy d& psat n — (1)2.
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e Dile n — (I)*, pokud pro kazdé zobrazent f : [n]¥ — [r] existuje H C [n], |H| < [ tak, ze na [H]* je f konstantni.

Problém. Po tomto zavedeni se ptame: existuje pro dané ¢islo [ ngjaké n tak, ze n — (I)? To zfejme plati; jaké je
v8ak nejmensi takové n (ozna¢me ho R(l))? Vidime, Ze napf. R(2) =2, R(3) = 6.

Ulohy.

1. Pro jakd n plati, Ze pro kazdé rozdéleni mnoziny {1,2, ...,n} do r skupin existuje vzdy skupina o alespoii [ prvcich?
(Tuto otdzku fesi Dirichletiv princip: n > r- (I —1) + 1.)

2. Pro jaké n plati, ze pro kazdé rozdéleni mnoziny dvouprvkovych podmnozin mnoziny {1,2,...,n} do r skupin
existuje vzdy mnozina H C {1,2,...,n} o alespoii [ prvcich tak, ze kazdd dvouprvkovd podmnozina utvoiend
z prvkad mnoziny H patii do jedné ze skupin?

Véta 6.1 RAMSEYOVA
Pro kazdé 1,7,k € N existuje n € N takové, ze n — (I)*.
Nejmensi takové vyhovujici n pak ozna¢ime R(I,r, k) a nazveme jej Ramseyoviyjm ¢islem.

Véta 6.2 NEKONECNA RAMSEYOVA
Pro kazdé r € N plati: w — (w)2, kde w = ord N.
Jinymi slovy, pro kazdé zobrazeni f : [N]> — [r] existuje homogenn{ nekone¢nd podmnozina H C N.

Diikaz: Sestrojime nekone¢ny systém mnozin S; takto:
1. S; =M.
2. Mame-li mnozinu S;, zvolime libovolné z; € S;.
3. Médme-li nyni x; € S;, polozime T; = {x € S; : x; # z, f(x;,x) = j} pro j = 1,2,...,r (rozdélime podle barvy
dvojic).

Takto jsme rozdélili nekonecnou mnozinu S; —{x;} na kone¢né mnoho ¢ésti: proto existuje j takové, ze mnozina T}
je nekonec¢nd. Polozme nynf S;11 = Tj.

Diky konstrukci mnozin je f(z;,z;) = f(zs, 2x), pokud i < j, k. Vytvoiime déle zobrazeni f* : {z1,z2,...} = [r]
tak, ze f*(x;) = f(zi, ;) proi < j (tedy takovd barva, jako ty, co z neho vedou). Odtud jiz zjistime, ze existuje
nekone¢nd mnozina H C {1, 22, ...}, kde f*/H je konstantni. Je to tedy hledand homogenni mnozina.

O

Véta 6.3 RaAMSEYOVA (1930)
Pro kazdé | € N existuje n € N takové, ze n — (1).

Diikaz: Ukdzeme, 7e 22—1 — 1 — (1).
Vytvoifme tedy mnozinu S; o 22/~ — 1 prvcich a zobrazeni f : [S1])? — [2]. Déle induktivne:

1. Zvolime libovolné z; € S;.

2. Vezmeme T; = {x € S; : © # x4, f(x;,x) = j} pro j = 1,2, jako S;11 zvolime v&tsi z mnozin Ty, T». Protoze je

|T1| + |T2] = |S;| — 1, mame celkem |S;q1]| > |S"2‘71, a v tom je jiz skryty potiebny indukéni krok.

Véta 6.4 VAN DER WAERDENOVA (1927)
Rozdélime-li mnozinu ptirozenych &isel na dvé skupiny, pak alespoii jedna z nich obsahuje libovolné dlouhé arit-
metické posloupnosti.
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Poznamka 6.5 PARIS-HARRINGTONOVA VETA
Pro kazdé I, k,r € N existuje n € N takove, ze n = (I)¥, kde = znamend, 7e homogenni mnozina H navic spliiuje
Tato véta neni dokazatelnd v teorii ¢isel (Peanova aritmetika); v teorii mnozin ano. Totiz, funkce H(z + 1, z,z) :
N — N hrozné rychle roste.
Pro méteni, jak rychle rostou funkce ' — A/, existuje tzv. Ackermanova hierarchie:

e Fo(z) =x+1

e Fpi1(z) = F*t1(x), kde ,exponent“ ptedstavuje = + 1 iteraci.
2

Je tedy Fi(z) =2z + 1, ddle Fy(z) ~ 27, F3(z) ~ 22 ~, kde v exponentu mame x ,,pater*.
e Pro nekonecnd ¢isla pak mame: F,(z) = F,(z); pro limitni{ ¢islo o opét méme F,11(z) = F2T(z).

Nyni vyslovime Sokujici tvrzeni: je totiz H ~ F.,°...

7 Rovinné grafy

Definice 7.1
Graf se nazyvd rovinng, pokud ho lze nakreslit v roviné tak, ze se jeho hrany neprotinaji (tj. dotykaji se jen ve

vrcholech).

Priklad 7.1
Graf K5 (tiplny graf na t¥ech vrcholech) ziejmé rovinny je; graf K4 rovnéz (staci zvolit vhodny zptsob nakresleni).
Oproti tomu graf K5 jiz rovinny neni, stejne jako graf K3 3. Vsechny tyto piiklady ndm zachycuje obrdzek 2.

K K K K K,

3 4 5 3,3

Obrézek 2: Piiklady rovinnych a nerovinnych grafi

Definice 7.2
Deélent grafu je libovolny graf, ktery vznikne z pivodniho koneénym poctem operaci déleni hrany.

Véta 7.3
Je-li graf H délenim grafu G, pak H je rovinny, pravé kdyz je rovinny i graf G.

Véta 7.4 KURATOWSKEHO
Graf je rovinny, prdve kdyz neobsahuje zaddné deélenf grafu K5 ani K3 3.

Definice 7.5
Primocaré rovinné nakresleni grafu znamend, ze hrany jsou zobrazeny jako tsecky.

Poznamka 7.6
D4 se ukdzat, ze kazdy rovinny graf m4d rovinné (piimocaré) nakresleni.

w

67Zde samoziejmé g = w®  , kde mame w , pater*.
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Definice 7.7
Stena: Odebereme-li z roviny vsechny hrany rovinného grafu (tj. roziezeme ji podél hran), rozpadne se rovina na
stény rovinného grafu.

Definice 7.8
Konvexrni nakreslen? rovinného grafu je takové, které je pifmocaré, a navic viechny omezené stény jsou konvexni.

Poznamka 7.9
Ziejmé ne kazdy rovinny graf ma konvexni nakresleni. Tak na obrdzku 3 vidime postupné graf GG1, ktery zfejmé

2 o

¢ e 3

2

Obrézek 3: Piiklady konvexnich nakresleni rovinnych grafi

m& konvexni nakresleni, ddle graf G a jeho konvexni nakresleni G}, a konec¢né geaf G3, ktery nelze konvexné nakreslit.

Poznamka 7.10
Plati, ze kazdy 3-souvisly graf lze konvexné nakreslit.

Definice 7.11
Graf H je minor grafu G, pravé kdyz G obsahuje déleni grafu H; znac¢ime H < G.

Poznamka 7.12
Kuratowského vétu lze tedy struc¢ne zapsat takto: graf G je rovinny, prave kdyz K5, K33 £ G.

Véta 7.13 WAGNEROVA HYPOTEZA (1940)

Libovoln4 tiida grafi uzaviend vzhledem k minorim m& konec¢nou bézi.

Zde pojem uzavienosti je ziejmy; bdzi rozumime mnozinu ,,zakdzanych* grafu (které do t¥idy nepatif). Tak napii-
klad rovinné grafy maji bazi {Ks5, K3 3}.

Wagnerovu hypotézu dokdzali Robertson a Seymon v roce 1984.

Definice 7.14

Graf k danému grafu dudlni sestrojime tak, Ze za uzly vezmeme oblasti (stény) pivodniho grafu, a spojime hranou
ty, které se dotykaji.

Duélni graf dudlniho grafu je totozny s vychozim grafem, praveé kdyz je rovinny.

Véta 7.15 EULERUV VZOREC
Bud' G = (V, E) rovinny graf, ktery je souvisly a ma f stén. Pak plati:
V- IEl+f=2
Diikaz: vedeme indukci vzhledem k poc¢tu hran.

1. Pokud |E| = 0, musi byt (vzhledem k souvislosti) |[V| =1 a f = 1, tvrzeni tedy plati.
2. Pokud |E| > 1, miZeme uvazovat dva piipady:

(a) G je strom. Pak f =1, |E| =|V| —1 a tvrzeni je ziejmé.

(b) V opa¢ném piipadé existuje hrana e, obsazend v kruznici. Vytvoiime graf G' = G — e, ktery je zfejmé
rovnéz souvisly. Protoze ma méné hran, vime z indukéntho predpokladu, ze |[V'| — |E'| + f' = 2. Pfiddnim
hrany e zfejmé piiddme jednu sténu, a tedy tvrzeni plati i pro graf G.

O
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8 Dopravni problémy

Problém nejkratsi cesty. Pro danou sif s danym ohodnocenim ¢ : E — RT a pro dané vrcholy a,b naleznéte
(orientovanou) cestu, jejiz délka je minimélni.

Algoritmus 8.1

Tento algoritmus je zaloZeny na principu optimélnosti: je-li aq, ..., a, minimdlni cesta z a; do a,, pak také pro
kazdé j < n je ai,...,a; minimélnf cesta z a; do a;.

1. Piifadime kazdému vrcholu  # a do¢asné d(x) = oo, vrcholu a trvale ¢(a) = 0.

2. Je-li z posledni vrchol, kterému byla pfifazena trvald hodnota t(z), pak ptifadime kazdému 2', pro néjz (z,2') € E,
novou do¢asnou hodnotu d(z') = min(d(z'), c(z, 2') + t(z)).

3. Polozime t(z") = d(z") pro vrchol 2z’ s nejmensim d(z'); pokud jich existuje vice, zvolime libovolny.
4. Opakujeme kroky 2 a 3, dokud vrchol b nedostane trvalou hodnotu.
Diikaz: Korektnost algoritmu: chceme ukdzat, Ze pro kazdé z uddvd hodnota t(z) ohodnocenou délku nejkratsi cesty

z a do x.
Diukaz provedeme indukci po nejkratsi cesté:

1. Pro & = a tvrzeni zifejmé plati.

2. Necht tvrzeni plati pro mnozinu vrcholi tak, ze vrchol a;11 je na cesté prvnim vrcholem bez trvalé hodnoty.
Méme pfitom cestu a = ay,as,...,a, = x. Pak ale d(a;11) <ohodnocent cesty ay,...,a, < d'(z) < d(z) (pokud
soucasné piedpokldaddme, ze pro z tvrzeni neplati). To je v8ak spor s tim, Ze x mél byt vrchol s nejmensi
hodnotou d(z) (nasli jsme a;11).

O

Eulerovské grafy.

Definice 8.1
Tah je (uzavieny) sled, ve kterém se neopakuji hrany.
Graf je eulerovskyj, pokud jej lze nakreslit jednim tahem.”

Véta 8.2
Graf je eulerovsky, prave kdyz je souvisly a kazdy vrchol je sudého stupné.

Diikaz:
, = ziejmeé.
»<“ Uvazujme tah vy, eg,v1,€1, ..., €n, v, maximdalni délky. Ukdzeme:
1. vo = vy,
2. {e;i=1,2,...,n} = E.
Piistupme tedy k dikazu:

1. Sporem: necht vy # v,,. Pak v,, inciduje s hranou, kterd do tahu nepatii (vrchol v, m4 sudy stupeii, a zde
,»PFispiva® lichym), a to je spor, ponévadz priddnim této hrany prodlouzime tah.

2. Opet sporem: necht existuje hrana, ktera do tahu nepatii. Vrcholy, se kterymi inciduje, jsou vSak sudého
stupné; musi tedy z nich kromé této hrany vychdzet jesté druhd hrana. Tyto druhé hrany také nékam vedou,
opét do uzli sudého stupné. Ziejmé tak v kone¢ném poctu kroki nalezneme kruznici, o kterou muzeme tah
prodlouzit.

O

7Znameni to, ze podle této definice povazujeme za eulerovsky jen tan graf, ktery lze nakreslit uzaviengm tahem; znamy domecek tady
pro nds eulerovsky nebude.
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Hamiltonovské grafy.

Definice 8.3
Hamiltonovskd kruznice je takova kruZnice, kterd obsahuje vechny vrcholy. Graf se pak nazyva hamiltonovsky,
pokud obsahuje hamiltonovskou kruznici.

Pozniamka 8.4

Jednd se tedy o problém navstiveni vech vrcholi (policajti obchdzeji viechny ktizovatky).

Znam4 je také iloha obchodniho cestugiciho, kdy v ohodnoceném grafu hleddme hamiltonovskou kruznici co nejmensi
délky.

Definice 8.5
Operace em uzdvéru grafu: méjme graf G = (V, E), |V| = n. Pokud existuji vrcholy v,v’' € V takové, ze {v,v'} ¢ E
a s(v) + s(v') > n, vytvoiime G, = G + {v,v'}.

Lemma 8.6
Pro kazdy graf G = (V, E) existuje pravé jeden graf H, ktery vznikne z grafu G vyse uvedenou operaci, a ktery
jiz touto operaci nejde ddle upravit.

Diikaz: Predpoklddejme, ze vzniknou H, H' neupravitelné rizné; pritom graf H vznikl pfiddnim ey, ..., e, H' vznikl

pifidénim ef,...,e;,. Necht nyni k je nejmensi ¢islo takové, ze {ei,...,ex} = {ef,...,e}} a ddle ex11 € {ef,...,el .}

e
Graf vznikly pfiddnim eq,...,ex oznacime H, necht ddle ey = {z,y}. Pak je syz(x) + siz(y) > n, a proto také
spr(x) 4+ sp(y) > n (protoze H C H'), a to je spor s tim, Ze eg41 neni v druhém grafu. a
Véta 8.7

Graf G je hamiltonovsky, pravé kdyz je hamiltonovsky jeho uzdveér.
Diikaz:
»=" ziejmé.

»<"“ Ptedpoklddejme, 7e G, je hamiltonovsky, zatimco G' neni.

V G je cesta v = vy, e1,vs,...,en, 0, = V', kterd je ,hamiltonovska“, tj. vrcholy vycerpaji vSechny vrcholy G.
Vytvoiime nyni dvé mnoziny

o X = {Z : {'Ui;'UiJrl} S E},
o Y ={i:{v;,v'} € E}.

Necht nyni n ¢ X UY". (Situaci ndm zachycuje schéma na obrézku 4.) To se ale nemiize stat, ponévadz tak bych

Vit

Obrazek 4: Hamiltonovskd kruznice (schéma k ditkazu)

mé&l hamiltonovskou kruznici vy, ..., v, v, = v, vp_1, ..., vix1,v. Tedy opravdu X NY = @, coz ale znamen4, ze
s(v) +s(v') = [X|+[Y].
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Disledek 8.8
Bud’ G graf takovy, 7e s(x) + s(y) > |V| pro v8echny neincidujici vrcholy z,y € V. Pak G je hamiltonovsky.

Daisledek 8.9

Libovolny graf s vlastnosti s(x) > V]

L+ pro kazdé x € V je hamiltonovsky.
2

Poznamka 8.10
Dusledek 8.8 plyne z véty 8.7; uzdvérem je tiplny graf. Dusledek 8.9 v8ak neni dusledkem dusledku 8.8.

19



