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� A�nn� prostor

��� Pojem a�nn�ho prostoru

De�nice ���

Nech� A �� � je nepr
zdn
 mno�ina a V je re
ln� vektorov� prostor kone�n� dimenze� Nech� je d
no zobrazen�
� A� A �� V takov�� �e plat��

�� �A � A��u � V ��B � A � AB � �u

�� �A�B�C � A � AB �BC � AC

Potom uspo	
dan
 trojice �A� V� � se naz�v
 a�nn� prostor� A se naz�v
 mno�ina bod�� a V zam�	en� a�nn�ho
prostoru� kter� se tak� zna�� V � Z�A��

Je li n dimenze prostoru V � 	ekneme� �e tak� a�nn� prostor �A� V� � m
 dimenzi n� a zna��me An � �A� V� ��

Poznmka ���

Je li n � �� pak prostor se naz�v
 bod
n � � p��mka
n � � rovina
n � � prostor

M
me li d
n vektorov� prostor V � m��eme de�novat a�nn� prostor �V� V� �� kde ��u��v� � �u � �v �lze de�novat tak�
jako �v � �u�� Takov� prostor naz�v
me samoa�nn� prostor�

Poznmka ���

Budeme v�t�inou ps
t AB � B � A � �u a B � A � �u�

V�ta ���

Pro ka�d� body A�B � A a ka�d� vektory �u��v � Z�A� plat��

�� AB � �� 	 A � B� tj� AA � ��

�� AB � �BA
�� �A� �u� � �v � A� ��u � �v�

�� Z�A� � fAB j A�B � Ag� tj� je surjekce

� A � fAg 	 Z�A� � f��g
D�kaz� P	�mo z de�nice� Uvedeme d�kaz pouze n�kter�ch tvrzen��

�� 
�
A � B � AA �AA � AA j �AA

AA��� � ��
AA � ��

�� AB � �� �AA � �� � B ��� � A ��� � A � B

�� AA � �� � AB �BA � �� � AB � �BA
�

De�nice ��


Nech� G je komutativn� grupa a M �� �mno�ina� Zobrazen� f � M�G ��M nazveme akc� grupy G na mno�in	 M �
plat� li pro m �M� g�� g� � G�

f�m� g�g�� � f�f�m� g��� g��

Akce G na M je defektivn�� jestli�e
�m �Mf�m� g� � m� g � �G

Akce G na M je tranzitivn�� jestli�e

�m��m� �M�g � G � m� � f�m�� g�
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V�ta ���

�V��� je komutativn� grupa� Operace � � A�V �� A de�novan
 vztahem �A��u� �� A��u je defektivn� tranzitivn�
akce grupy V na mno�in� A�

De�nice ���

Nech� M �� �� Pak relace  na M �M se naz�v
 ekvipolence� kdy� pro libovoln� a� b� c� d �M plat��

�  je symetrick


�  je tranzitivn�

� �a� b�  �c� d� � �a� c�  �b� d�

� �a� b� c �M��d �M � �a� b�  �c� d�

V�ta ���

Relace  de�novan
 na A� A vztahem �A�B�  �C�D� 	 AB � CD je ekvipolence�

��� A�nn� podprostory

De�nice ���

Nech� A je a�nn� prostor se zam�	en�m V � Nech� B � A� B �� � a W � fXY j X�Y � Bg� Jestli�e plat��

�� W je vektorov� podprostor V

�� �X � A��w �W��Y � B � XY � �w�

pak B se naz�v
 a�nn�m podprostorem v A se zam�	en�m W �
Pokud dimenze A je rovna n a dimenze B je rovna n� �� pak B naz�v
me nadrovina�

P��klad ����

�� Vezm�me za A p	�mku� a za B cel� body na t�to p	�mce�

e e e e e� � � �� � �
A B

Pak zam�	en�m B je W � fk �AB j k � Ng� Je tedy spln�na podm�nka � p	edchoz� de�nice� ale ne podm�nka ��

�� Nech� na p	�mce A vynech
me interval�

��u

A

Pak podm�nka � nen� spln�na pro bod A a vektor��u�

A�nn� podprostor B � A je jednozna�n� ur�en mno�inou bod� B �tedy zam�	en� W je d
no mno�inou B��

Tvrzen� ����

Nech� Bi jsou podprostory A pro n�jakou nepr
zdnou mno�inu index� �i � I� Ozna�me jejich pr�nik
T
i�I Bi

jako B� Je li bee nepr
zdn
 mno�ina� je a�nn�m podprostorem v A� a jeho zam�	en�m je Z�B� �
S
i�I Z�Bi��

Je li v�sledn� prostor B bodem� naz�v
me jej pr�se
�k prostor� Bi� je li p	�mka� 	�k
me j� pr�se
nice�

De�nice ����

Nech� M � A je mno�ina bod�� Ozna��me hM i nejmen�� a�nn� podprostor v A� kter� obsahuje v�echny body
mno�iny M � hM i se naz�v
 podprostor generovan� mno�inou M � nebo tak� a�nn� obal mno�iny M �
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Jist� �ten
	i neuniklo� �e de�nice nen� zcela korektn�� Je toti� t	eba uk
zat� �e a�nn� podprostory obsahuj�c� mno�inuM
maj� nejmen�� prvek vzhledem k mno�inov� inkluzi� Vezm�m� mno�inov� pr�nik v�ech t�chto a�nn�ch prostor�� Podle
v�ty ���� je s
m a�nn�m prostorem� nav�c obsahuje celou mno�inu M � Je tedy hledan�m a�nn�m obalem mno�iny M �

P��klad ����

Dva body A�B generuj� p	�mku hfA�Bgi� pokud A �� B� nebo bod� v p	�pad�� �e A � B�

Tvrzen� ����

Nech� M je nepr
zdn
 mno�ina bod� v A� Pak podprostor hM i se d
 vyj
d	it jako pr�nik
T
i�I Bi v�echn pod 

prostor� Bi� pro n�� plat�� �e M � Bi�
De�nice ���


Nech� Bi jsou podprostory v A pro i � I �� �� Sou
et �spojen� podprostor� Bi je d
no p	edpisem
P

i�I Bi �
hSi�I Bii�
Poznmka ����

Nech� A � A je bod� W � V je vektorov� podprostor ve V � Zavedeme zna�en� fA�Wg mno�inu bod� fX j X �
A � �w� �w �Wg�
V�ta ����

fA�Wg je a�nn� podprostor v A� Jeho zam�	en�m je W �

D�kaz� Ozna��me si B � fA�Wg� B je nepr
zdn
 mno�ina� proto�e obsahuje alespo! bod A� Vezm�me prvek C � B a
vektor �w � W � C � A � �C pro vhodn� �c � W � Potom C � �w � �A � �c� � �w � A� ��c� �w�� co� je prvkem B� Je tedy
spln�n prvn� axiom a�nn�ho prostoru�

Nech� C�D�E jsou body B� Pak C � A � �c� D � A� �d a E � A � �e� Tedy CD � DE � ��d� �c� � ��e � �d� a to je
rovno �e� �c � CE� z �eho� dost
v
me druh� axiom aa�nn�ho prostoru�

D
le ozna��me W � fXY j X�Y � Bg� Je t	eba dok
zat� �e je vektorov� prostor� a �e je identick� s W �
Nech� XY � W � Pak X � A � �x a Y � A � �y pro vhodn� vektory �x� �y � W � XY � Y � X � �y � �x� co� je

prvkem W � proto�e W je vektorov� prostor� Proto W � W �
Nech� nyn� �w �W � Pak v mno�in� B existuje bod B tak� �e B � A� �w� Proto�e W � AB � �w� je i W � W � �

V�ta ����

Ka�d� podprostor B v A se d
 vyj
d	it jako fA�Z�B�g�
D�kaz� Vezmeme libovoln� prostor B se zam�	en�m Z�B�� Vybereme libovoln� bod A � B a ozna��me B � fA�Z�B�g�
Chceme dok
zat� �e B � B�

Nech� X � B libovoln�� Pak X � A� �w pro n�jak� vektor �w � Z�B�� Proto�e A � B� m��eme pou��t prvn� axiom
a�nn�ho prostoru� Dost
v
me� �e X � A� �w � B� Je tedy B � B�

Nech� nyn� X � B� Proto�e A � B� je AX � Z�B�� Bod X � A�AX je potom prvkem B� proto B � B� �

Tvrzen� ����

Bu"te B��B� dva a�nn� podprostory v A a B� � B�� Potom Z�B�� � Z�B�� a dim B� � dim B�� Pokud dim B� �
dim B�� pak B� � B��
V�ta ����

Nech� fA�Wg a fB�Ug jsou dva a�nn� podprostory v A� Pak fA�Wg� fB�Ug � fA�U �W � L�AB�g
D�kaz� Jako jednoduch� cvi�en� lze uk
zat� fA�Wg� fB�Ug � fA�U � W � L�AB�g� Nech� d
le B je libovoln�
podprostor obsahuj�c� fA�Wg i fB�Ug� Pak zcela jist� plat�� �e U�W�L�AB� � Z�B�� Proto i fA�U�W�L�AB�g �
B� Je tedy fA�U �W � L�AB�g nejmen�� z takov�ch B� co� je vlastn� fA�Wg� fB�Ug� �

V�ta ����

Nech� fA�Wg a fB�Ug jsou a�nn� podprostory v A� Pak fA�Wg � fB�Ug �� � 
� AB � W � U �

D�kaz��� Nech� existuje X � fA�Wg�fB�Ug� Pak AX � W a BX � U � Vektor AB m��eme vyj
d	it jako AX�XB �
co� je prvek W � U �


� Nech� AB � �w � �u pro �w � W a �u � U � Uk
�eme� �e A � �w je prvkem pr�niku fA�Wg a fB�Ug� Z	ejm� je
prvkem fA�Wg� Z
rove! plat�� A� �w � A� �ab� �u� � �A� AB� � �u � B � �u � fB�Ug� �
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De�nice ����

O k�� bodech A�� A�� � � � � Ak 	ekneme� �e jsou v obecn� poloze� jestli�e prostor hA�� A�� A�� � � � � Aki m
 dimenzi k�

Jin�mi slovy to znamen
� �e vektory A�A�� A�A�� � � � � A�Ak jsou line
rn� nez
visl�� co� je bezprost	edn�m d�sledkem
n
sleduj�c� v�ty�

V�ta ����

hA�� A�� � � � � Aki � fA�� L�A�A�� A�A��� � � � � A�Ak�g
D�kaz� povedeme indukc� vzhledem k ��slu k�

k � � � hA�� A�i � fA�� f��gg� fA�� f��gg � fA�� L�A�A��g podle v�ty �����
Induk�n� krok� hA�� � � � � Aki � hA�� � � � � Ak��i� hAki � fA�� L�A�A�� � � � � A�Ak���g �podle induk�n�ho p	edpokla 

du� �fAk� f��gg � fA�� L�A�A�� � � � � A�Ak�g op�t z v�ty ����� �

��� A�nn� sou�adn� soustava

De�nice ����

Nech� An je a�nn� prostor dimenze n� P � An je libovoln� bod� a �e�� � � � � �en je libovoln
 b
ze zam�	en� Z�An��
Pak syst�m R � hP� �e�� � � � � �eni se naz�v
 a�nn� sou�adn� soustava �reper v An� Bod P se naz�v
 po�
tek t�to a�nn�
sou	adn� soustavy a �e�� � � � � �en jej� z
kladn� vektory�

Pro ka�d� bod X � An existuje jednozna�n� ur�en
 n tice re
ln�ch ��sel x�� � � � � xn takov
� �e PX � x� �e�� � � ��xn �en�
a tedy X � P � x� �e� � � � �� xn �en�

De�nice ���


#�sla x�� � � � � xn z p	edchoz� $vahy naz�v
me sou�adnice bodu X vzhledem k a�nn� sou	adn� soustav� R a zna��me
X � %x�� � � � � xn&R� Bod X pak zapisujeme jako sloupcov� vektor jeho sou	adnic

X �

�
B� x�

���
xn

�
CA

Zobrazen� R � An �� Rn� kter� ka�d�mu bodu p	i	ad� jeho n tici sou	adnic� je bijekce�

De�nice ����

Lze tak� vyj
d	it sou	adnice vektoru �u vzhledem k reperu R� Je li �u � u� �e� � � � � � un �en� pak ��sla u�� � � � � un
nazveme jeho sou	adnice a budeme zapisovat �u � �u�� � � � � un��

Na�e dal�� snaha povede k odvozen� transformace sou	adnic p	i p	echodu od jednoho reperu k jin�mu� Nech�
R � hP� �e�� � � � � �eni a R� � hP �� �e��� � � � �

�e�ni jsou dva repery� Nech� bod X m
 sou	adnice %x�� � � � � xn&R � %x��� � � � � x
�
n&R� �

Situace v rovin� m��e vypadat nap	� takto�

�
�
�
�
�
��

PP
PP

PP
PPPi �

HHHj
�B

B
B
BBM

X

P

P �

�e�
�e�

�e��

�e��

Ze sou	adnic v reperu R� chceme dostat sou	adnice v reperu R� Vyjdeme ze vztahu PX � PP � � P �X �

nX
i��

�
nX
i��

bi�ei �
nX
j��

x�j
�e�j
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Ka�d� vektor �e�j lze vyj
d	it v reperu R jako �e�j �
Pn

i�� aij �ei� Celkem dost
v
me n
sleduj�c� soustavu rovnic�

x� � a��x
�
� � a��x

�
� � � � � � a�nx

�
n � b�

x� � a��x
�
� � a��x

�
� � � � � � a�nx

�
n � b�

���
���

���
� � �

���
���

xn � an�x
�
� � an�x

�
� � � � � � annx

�
n � n�

Zaps
no pro sou	adnici xi� dost
v
me xi �
Pn

j�� aijx
�
j � bi� Maticov� z
pis je n
sleduj�c���

B� x�
���
xn

�
CA �

�
B� a�� � � � a�n

���
� � �

���
an� � � � ann

�
CA
�
B� x��

���
x�n

�
CA�

�
B� b�

���
bn

�
CA

#tvercovou matici A � �aij� nazveme matic� p�echodu od reperu R k R�� Vzhledem k tomu� �e %b�� � � � � bn& jsou
sou	adnice bodu P � v reperu R� m��eme ps
t�

XR � AXR� � P �
R

Matice A mus� b�t regul
rn�� proto�e nem��eme dostat line
rn� z
vislou b
zi� Pova�ujeme liR�R� za dv� zobrazen�
An �� Rn� je transformace podle p	edchoz�ch $vah pomoc� matice A a vektoru P �

R zobrazen�m Rn �� Rn� kter�
odpov�d
 zobrazen� R �R����

P	i p	echodu opa�n�m� tedy od sou	adnic XR k sou	adnic�m XR� dost
v
me rovnice�

XR� � A��XR �A��P �
R

Pro vektory zcela z	ejm� plat� uR � AuR� �

��	 Vyj�d�en� podprostor
 a�nn�ho prostoru

V t�to �
sti budeme pracovat s pevn� zadan�m reperem hP� �e�� � � � � �eni�
De�nice ����

Nech� Bk � fA�Wg je k rozm�rn� podprostor v An� Nech� �w�� � � � � �wk je libovoln
 b
ze W � Je z	ejm�� �e bod
X � An le�� v Bk pr
v� tehdy� kdy� existuj� ��sla t�� � � � � tk � R takov
� �e

X � A� t� �w� � � � �� tk �wk ���

Jestli�e A � %b�� � � � � bn& a �wi � �a�i� � � � � ani� pro v�echna i � � � � �k� lze rovnice zapsat

x� � b� � t�a�� � � � � � tka�k
���

���
���

� � �
���

xn � bn � t�an� � � � � � tkank

���

Rovnice � i � se naz�vaj� parametrick� vyj�d�en� podprostoru Bk�
P��klad ����

P	�mka fA�L��u�g m
 parametrick� vyj
d	en� X � A � t�u

V�ta ����

Budeme uva�ovat soustavu n� k nez
visl�ch rovnic s n prom�nn�mi�

a��x� � � � � � a�nxn � b�
���

� � �
���

���
an�k��x� � � � � � an�k�nxn � bn�k

���

Nech� tato soustava m
 	e�en�� Pak mno�ina bod� X � An� jejich� sou	adnice v Rn dostaneme jako 	e�en� t�to
soustavy� je a�nn�m k dimenzion
ln�m podprostorem v An�

Naopak� ka�d� podprostor dimenze k v An je d
n jako 	e�en� n�jak� nehomogenn� soustavy rovnic�
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D�kaz� D�kaz prvn� �
sti v�ty vych
z� z n
sleduj�c� $vahy� Nech� C � %c�� � � � � cn& je n�jak� 	e�en� soustavy � a �u �
�u�� � � � � un� je 	e�en� soustavy� kter
 vznikne z � vynulov
n�mv�ech bi� Pak tak� A��u je 	e�en�m t�to soustavy� Proto�e
soustava vznikl
 vynulov
n�m �len� bi m
 	e�en� L� �u�� � � � � �uk�� kter� je k dimenzion
ln�m vektorov�m podprostorem
v Rn� je prostor 	e�en� soustavy refeqobpodpr fA�L� �u�� � � � � �uk�g a�nn�m podprostorem v An�

Pro prostor Bk � fA�Wg najdeme nejprve homogenn� soustavu rovnic� jej�m� 	e�en�m je vektorov� prostor W � a
potom ji zhomogenizujeme dosazen�m libovoln�ho bodu z Bk� �

De�nice ����

Nehomogenn� soustava rovnic � se naz�v
 neparametrick� �obecn� vyj�d�en� podprostoru Bk�

Poznmka ����

P	�klady obecn�ch vyj
d	en� n�kter�ch typ� podprostor��

� p��mka v rovin�� ax� by � c � � pro ab �� �

� rovina v prostoru� ax� by � cz � d � � pro abc �� �

� obecn� nadrovina� a�x� � � � �� anxn � a� � � pro
Qn

i�� ai �� �

� p��mka v t��rozm�rn�m prostoru�
a�x � b�y � c�z � d� � �
a�x � b�y � c�z � d� � �

�
nez
visl� rovnice

� D	sledek� Ka�d� podprostor dimenze k je pr�nikem n� k nadrovin� Tyto nadroviny jsou 	e�en�mi jednotliv�ch
rovnic v obecn�m vyj
d	en� podprostoru� kter� je slo�eno pr
v� z n� k rovnic�

� A�nn� k rozm�rn� podprostor lze vyj
d	it jako a�nn� obal k � � bod� v obecn� poloze� hA�� � � � � Aki

V�ta ����

Bod X � hA�� � � � � Aki pr
v� tehdy� kdy� existuj� ��sla ��� � � � � �k takov
� �e X � ��A��� � ���kAk a ���� � ���k � �

D�kaz� Prostor hA�� � � � � Aki lze zapsat jako fA�� L�A�A�� A�A�� � � � � A�Ak�g� V tomto prostoru lze bod X vyj
d	it
X � A� � t�A�A� � � � �� tkA�Ak� Tedy X � A� � t��A��A�� � � � �� tk�Ak �A��� M��eme nyn� pou��t distributivn�
z
kon� a dostaneme

X � ��� t� � � � � � tk�� �z �
��

A� � t���z�
��

A� � � � �� tk��z�
�k

Ak

�

Poznmka ����

Geometrick� v�znam p	edch
zej�c� v�ty je ten� �e pro �i � �
k�� bod X t��i�t�m bod� A�� � � � � Ak�

#�sla ��� � � � � �k se n�kdy naz�vaj� barycentrick� sou�adnice bodu X vzhledem k bod�m A�� � � � � Ak�

V�ta ����

Nech� A� � %a��� � � � � a�n&� � � � � Ak � %ak�� � � � � akn& jsou body v obecn� poloze� Pak %x�� � � � � xn& � X � hA�� � � � � Aki
pr
v� tehdy� kdy� matice �

BBB�
x� � � � xn �
a�� � � � a�n �
���

� � �
���

���
ak� � � � akn �

�
CCCA

m
 hodnost k � � �m
 k � � 	
dk���

D�kaz� Proto�e hA�� � � � � Aki � fA�� L�A�A�� � � � � A�Ak�g� vektor A�X mus� b�t line
rn� kombinac� vektor� A�Ai pro
i � � � � �k� Proto

A�X

A�A�

���
AkA�

�
BBB�

x� � a�� � � � xn � a�n
a�� � a�� � � � a�n � a�n

���
� � �

���
ak� � a�� � � � akn � a�n

�
CCCA
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Tato matice s k � � 	
dky m
 tedy jist� hodnost k� P	id
me nyn� jeden sloupec a jeden 	
dek tak� aby se tento nov�
	
dek nedal dostat line
rn� kombinac� ostatn�ch� V�sledn
 matice�

BBBBB�
x� � a�� � � � xn � a�n �
a�� � a�� � � � a�n � a�n �

���
� � �

��� �
ak� � a�� � � � akn � a�n �

a�� � � � a�n �

�
CCCCCA

m
 proto hodnost k � �� P	i�ten�m posledn�ho 	
dku ke v�em ostatn�m dost
v
me po�adovanou matici� �

D	sledek ���


Pro nadrovinu hA�� � � � � An��i zvl
�t� plat�� �e bod X je jej�m prvkem pr
v� tehdy� kdy����������
x� � � � xn �
a�� � � � a�n �
���

� � �
���

���
an���� � � � an���n �

���������
� �

P��klad ����

M
me li dva body A � %a�� a�& a B � %b�� b�& v rovin�� pak bod X � %x� y& le�� na p	�mce ur�en� body A�B pr
v�
tehdy� kdy� ������

x y �
a� a� �
b� b� �

������ � �

��� Vz�jemn� polohy podprostor
 a�nn�ho prostoru

De�nice ����

Dva a�nn� podprostory B��B� a�nn�ho prostoru An budeme naz�vat rovnob	�n�� jestli�e bu" Z�B�� � Z�B�� nebo
Z�B�� � Z�B��� P��eme B�kB��
Poznmka ����

Podle t�to de�nice

� podprostor je rovnob��n� s ka�d�m sv�m podprostorem

� bod je rovnob��n� s ka�d�m podprostorem

V�ta ����

Nech� B��B� jsou dva podprostory v An� Pak plat��

�� Z B� � B� plyne BkB��
�� Bodem A a�nn�ho prostoru An proch
z� pr
v� jeden podprostor C rovnob��n� s dan�m prostorem B se stejnou

dimenz� jako B�

�� Z B�kB� vypl�v
� �e B� � B� nebo B� � B� nebo B� � B� � ��
D�kaz� jednotliv�ch �
st� v�ty�

�� Plyne p	�mo z de�nice�

�� Nech� C � fA�Z�B�g� Ten je jist� rovnob��n� s B a stejn� dimenze� Je t	eba uk
zat� �e je jedin� takov�� Nech�
tedy C� � fA�Wg m
 t�� po�adovan� vlastnosti� Mus� b�t bu" W � Z�B� nebo Z�B� � W � Jeliko� se jedn
 o
vektorov� prostory stejn� dimenze� v obou p	�padech nastane rovnost W � Z�B��

�� D�kaz povedem sporem� Nech� B� a B� jsou rovnob��n�� a z
rove! B� �� B��B� �� B��B��B� �� �� Pak existuje
bod A z pr�niku prostor� B� � B�� Z	ejm� B� � fA�Z�B��g a B� � fA�Z�B��g� Proto�e je bu" Z�B�� � Z�B��
nebo Z�B�� � Z�B��� dost
v
me B� � B� resp� B� � B�� co� je spor�
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�

V�ta ����

Nech� B je podprostor a N je nadrovina v An� Pak plat��

�� B �N � � 
� BkN
�� B � kN 
� dim�B �N � � dim B � �

D�kaz� jednotliv�ch �
st� v�ty�

�� D�kaz povedeme sporem� Nech� plat� p	edpoklad� ale B a N nejsou rovnob��n�� Potom existuje vektor AB ze
zam�	en� prostoru B� kter� nen� prvkem zam�	en� nadroviny N � Z
rove! body A�B jsou vybr
ny z prostoru B�
Tedy Z�An� � Z�N � � L�AB� je p	�m� sou�et� Ka�d� vektor v Z�An� se proto d
 zapsat jednozna�n� jako
sou�et vektor� z L�AB� a Z�B��

Vezmeme nyn� libovoln� bod O � N � Vektor OA se d
 rozlo�it na sou�et vektor� �u � Z�N � a �v � L�AB��
OA � �u��v� Nech� tedy �u � OX pro vhodn� X � N � a �v � UA pro vhodn� U � hA�Bi� Plat�� OA � OX �UA�
ale z
rove! OA � OX �XA �axiom a�nn�ho prostoru�� Je tedy X � U � Tento bod le�� z
rove! v nadrovin� N
a v podprostoru B� co� je spor s p	edpokladem�

�� dim�B � N � � dim�Z�B� � Z�N �� � dim�Z�B�� � dim�Z�N ��� �z �
n��

� dim�Z�B� � Z�N ��� �z �
n

� dim�B� � n � � � n �

dim�B� � �

�

De�nice ����

Dva a�nn� podprostory B��B� v An nazveme r�znob	�n�� jestli�e B� � kB� a B� � B� �� �� Tyto prostory nazveme
mimob	�n�� pokud B� � kB� a B� � B� � ��

V�ta ����

Nech� B� � fA�Wg�B� � fB�Ug jsou podprostory v An� Pak plat��

�� B� � B� � B� � B�
m

�W � U � W �W � U � U � �AB � W � U
m

dim�W � U � L�AB�� � max�dimW� dim U �

�� B�kB� � B� � B� � �
m

�W � U � W �W � U � U � �AB �� W � U
m

dim�W � U � � max�dimW� dim U �� dim�W � U � L�AB�� � dim�W � U � � �

�� B��B� r�znob��n�
m

�W � U �� W �W � U �� U � �AB � W � U
m

dim�W � U � � max�dimW� dim U �� dim�W � U � L�AB�� � dim�W � U �

�� B��B� mimob��n�
m

�W � U �� W �W � U �� U � �AB �� W � U
m

dim�W � U � � max�dimW� dim U �� dim�W � U � L�AB�� � dim�W � U � � �
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D�kaz� plyne bezprost	edn� z p	edchoz�ch de�nic a v�t� �

Vz
jemnou polohu dvou podprostor� B� � fA�L� �w�� � � � � �wk�g a B� � fB�L� �u�� � � � � �ul�g zjist�me tak� �e vytvo	�me
matici z 	
dk� tvo	en�ch sou	adnicemi vektor� v tomto tvaru��

BBBBBBBBBB�

�w�

���
�wk

�u�
���
�ul
AB

�
CCCCCCCCCCA

P	eveden�m t�to matice na schodovit� tvar z�sk
me hodnost t�to matice� Zjist�me tak dimenzi vektorov�ho prostoru
W �U � a podle posledn�ho 	
dku tak� hodnost prostoru W �U �L�AB�� V�sledek konfrontujeme z p	edchoz� v�tou�

V�ta ����

Nech� B��B� jsou mimob��n� podprostory v An� Pak � � dim Bi � n � � pro i � �� ��

D�kaz� � � dim Bi� prot�e jinak by byly rovnob��n��
Nech� B� � kB�� Potom

Z�B�� � Z�B�� �Z�B�� � Z�B��� ���

Inkluze je v obou p	�padechostr
� jinak by byly podprostory B��B� rovnob��n�� Proto plat�� dim�Z�B�� � Z�B��� �
dim Z�B��� a tedy

dim Z�B��� dim�Z�B�� � Z�B��� � �
� �

� ��

Z mimob��nosti podprostor� d
le plyne� �e n � dim�B� �B�� � dim�Z�B�� �Z�B���� � � dim Z�B�� � dim Z�B���
dim�Z�B�� � Z�B��� � �� Do prav� strany posledn� nerovnosti m��eme dosadit nerovnost � a dostaneme tak� n �
dim Z�B�� � �� z �eho� dost
v
me po�adovanou nerovnost n� � � dim Z�B���

Jestli�e vyjdeme z lev� strany v�razu �� tedy pro Z�B��� dostaneme symetricky nerovnost n� � � dim Z�B��� �

De�nice ����

Nech� p� q jsou dv� mimob��n� p	�mky v An� �n � ��� Pak p	�mka� kter
 je r�znob��n
 s p i q� se naz�v
 p��
ka
mimob	�ek p� q�

V�ta ���


Nech� p � fA� l��u�g a q � fB�L��v�g jsou mimob��ky a vektor �w � L��u��v�AB� je nenulov�� Je li �w � L��u��v��
pak p	��ka mimob��ek p� q rovnob��n
 s �w neexistuje� Naopak� nen� li �w � L��u��v�� pak existuje pr
v� jedna p	��ka
mimob��ek p� q rovnob��n
 s �w�

D�kaz� Ozna�me X � p� Y � q pr�se��ky n�jak� p	��ky p� q s p	�mkami p a q� M��eme p	edpokl
dat� X � A�x�u� Y �
B � y�v pr vhodn
 x� y � R� D
le vyj
d	�me vektor �w takto� �w � a�u� b�v� cAB� To jist� lze� proto�e �w � L��u��v�AB��
Nav�c ��sla a� b� c jsou d
n
 jednozna�n�� proto�e vektory �u��v�AB jsou line
rn� nez
visl��

Je li na�e p	��ka rovnob��n
 se sm�rem �w� m��eme ps
t XY � d�w � ad�u� bd�v � cdAB� Vektor XY lze vyj
d	it
tak� pomoc� bod� X�Y � XY � Y �X � B�A�y�v�x�u � �x�u�y�v�AB� Dostali jsme dv� vyj
d	en� pro vektor XY
jako sou�et vektor� �u��v�AB� kter� v�ak mus� b�t jednozna�n�� Proto ad � �x� bd � y� cd � �� Kdyby �w � L��u��v��
bylo by c � �� a dostali bychom spor� Tedy v tomto p	�pad� neexistuje p	��ka� Je li naopak c �� �� jsou ji� v�echna
dal�� vyj
d	en� d
na jednozna�n�� a tedy existuje pr
v� jedna p	��ka� �

V�ta ����

Nech� p � fA�L��u�g a q � fB�L��v�g jsou mimob��ky v An a bod M � p� q� Pak plat��

�� Je li M � p nebo M � q� pak existuje nekone�n� mnoho p	��ek p� q proch
zej�c�ch bodem M �

�� Le�� li M v rovin� � � p � ���kq nebo v rovin� � � q � ���kp� pak neexistuje p	��ka p� qproch
zej�c� bodem M �

�� V ostatn�ch p	�padech existuje pr
v� jedna p	��ka p� q proch
zej�c� bodem M �
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D�kaz� Pr�se��ky p	��ky proch
zej�c� bodem M s p	�mkami p� q si vyj
d	�me jako P � A�x�u a Q � B� y�v� V�me� �e
PM � kPQ pro n�jak� k� Aritmetick�mi $pravami dostaneme vyj
d	en� bodu M � M � A� kAB � ��� k�x�u� ky�v�
kter� mus� bod M spl!ovat� aby j�m vedla p	��ka p� q� Bod M se d
 vyj
d	it obecn� jako M � A� aAB � b�u� c�v�

Je li bod M na p	�mce p� potom a � c � �� a tedy k � �� Pak P � M a ��slo y m��eme zvolit libovoln�� je tedy
nekone�n� mnoho p	��ek proch
zej�c�ch M � Ze symetrie dost
v
me stejn� v�sledek pro M � q�

Je li bod M v rovin� �� pak a � �� b �� � �� c� Proto�e a � �� mus� i k � �� a tedy c � �� co� je spor� Neexistuje
tedy p	��ka proch
zej�c� bodem M � P	�pad M � � je op�t symetrick��

Ve v�ech ostatn�ch p	�padech spo��t
me k � a� y � c	k� x � b	�� � k�� Zde k nen� rovno � ani � �bylo by M � p
resp� M � q�� proto dostaneme v�dy jednozna�n� v�sledek� �

�� Svazek p��mek� svazek rovin

De�nice ����

Svazkem p��mek v rovin� rozum�me mno�inu v�ech p	�mek� kter� bu" proch
zej�c jedn�m pevn�m bodem nebo jsou
v�echny rovnob��n�� Prvn� p	�pad nazveme svazkem prvn�ho druhu� druh� svazkem druh�ho druhu�

Svazek p	�mek je jednozna�n� ur�en dv�mi p	�mkami� N
sleduj�c� v�ta 	�k
� jak pomoc� dvou p	�mek m��eme cel�
svazek parametrizovat�

V�ta ����

Jsou d
ny dv� p	�mky p� � L��x� y� � a�x � b�y � c� � � a p� � L��x� y� � a�x � b�y � c� � �� Jsou li
r�znob��n�� pak p	�mka p pat	� do jimi ur�en�ho svazku �� druhu pr
v� tehdy� kdy� p � ��L��x� y� � ��L��x� y� � �
pro ��� � ��� � �� Jsou li p	�mky p�� p� rovnob��n�� pak p pat	� do svazku �� druhu jimi ur�en�ho pr
v� tehdy� kdy�
p � ��L��x� y� � ��L��x� y� � � pro ��� ��� kter
 nejsou 	e�en�m soustavy

a��� � a��� � �
b��� � b��� � �

���

D�kaz� provedeme zvl
�� pro svazek �� a �� druhu�
Svazek �
 druhu�Nech� p � ��L��x� y����L��x� y� � �� Potom p � ���a����a��x����b����b��y����c����c�� � �

je rovnice p	�mky za p	edpokladu� �e alespo! jeden z koe�cient� u x� y je nenulov�� To je v na�em p	�pad� spln�no
pr
v� tehdy� kdy� bu" �� nebo �� je nenulov�� Tato p	�mka proch
z� spole�n�m bode p�� p��

Naopak� nech� p je libovoln
 p	�mka pat	�c� do svazku �� druhu ur�en�ho p�� p�� Tuto p	�mku je mo�n� parametri 
zovat pomoc� jedin�ho bodu P � P	�mka p je pad d
na jako spojnice bodu P s pr�se��kem p��p�� Nech� L��P � � ��� a
L��P � � ��� Uk
�eme� �e L�x� y� � ��L��x� y� ���L��x� y� � L��P �L��x� y��L��P �L��x� y� � � je rovnice p	�mky p�
Dosad�me do n� dva body p	�mky p� L�p� � p�� � L��P �� � L��P �� � �� L�P � � ���� � ���� � ��

Svazek �
 druhu� Podm�nka � n
m z	ejm� zaru�uje� �e ��L��x� y����L��x� y� � � je pr
v� rovnice p	�mky� Je t	eba
uk
zat� �e jsou li p�� p� rovnob��n�� pak je i p s nimi rovnob��n
� Sta�� si ale uv�domit� �e hodnost obou n
sleduj�c�
matice je rovna ��

h

�
� a� b�

a� b�
��a� � ��a� ��b� � ��b�

�
A � �

Zbytek d�kazu� tedy nalezen� rovnice tvaru ��L��x� y� � ��L��x� y� � � pro ka�dou p	�mku ze svazku �� druhu� se
provede analogicky p	�padu svazku �� druhu� �

De�nice ����

Svazkem rovin �� druhu v t	�rozm�rn�m prostoru rozum�me mno�inu rovin� kter� proch
zej� danou p	�mkou p�
Svazkem rovin �� druhu je mno�ina rovin� kter� jsou rovnob��n��

I v t	�rozm�rn�m prostoru je svazek rovin jednozna�n� ur�en dv�mi rovinami�

V�ta ��
�

Jsou d
ny dv� roviny p� � L��x� y� z� � a�x�b�y�c�z�d� � � a p� � L��x� y� z� � a�x�b�y�c�z�d� � �� Jsou li
r�znob��n�� pak rovina p pat	� do jimi ur�en�ho svazku �� druhu pr
v� tehdy� kdy� p � ��L��x� y� z����L��x� y� z� � �
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pro ��� � ��� � �� Jsou li roviny p�� p� rovnob��n�� pak p pat	� do svazku �� druhu jimi ur�en�ho pr
v� tehdy� kdy�
p � ��L��x� y� z� � ��L��x� y� z� � � pro ��� ��� kter
 nejsou 	e�en�m soustavy

a��� � a��� � �
b��� � b��� � �
c��� � c��� � �

���

D�kaz� Provede se naprosto analogicky d�kazu v�ty ����� �

Poznmka ��
�

Lze takto analogicky zav�st svazky nadrovin v prostoru libovoln� dimenze� Mus�me v�ak rozli�ovat od trsu rovin�
co� je mno�ina rovin proch
zej�ch jedn�m pevn�m bodem�

��� A�nn� zobrazen�

De�nice ��
�

Bu"te A�B�C � An t	i r�zn� koline
rn� body �tzn� le��c� na jedn� p	�mce�� Jednozna�n� dan� ��slo � takov�� �e
AC � �BC �� �� �� �� naz�v
me d	l�c� pom	r bodu C vzhledem k bod�m A�B a zapisujeme � � �C'A�B��

Podle d�l�c�ho pom�ru m��eme poznat� jak je bod C vzhledem k bod�m A�B na p	�mce um�st�n�

e

e

A

B

� � �
� � �

� � � � �

Vezmeme li v $vahu i p	�pady � � �� � �tedy C � A resp� C � B�� je zobrazen� bod� na p	�mce AB na re
lnou osu
dan� d�l�c�m pom�rem bijekce�

V�ta ��
�

Nech� A�B�C jsou t	i koline
rn� body a � � �C'A�B�� Pak plat��

�C'B�A� �
�
�

�B'A�C� � �� �

�B'C�A� �
�

�� �

�A'C�B� �
�

� � �

�A'B�C� �
� � �
�

D�kaz� prost�m dosazen�m� �

De�nice ��
�

Zobrazen� f � An �� A�
m se naz�v
 a�nn� zobrazen�� jestli�e spl!uje n
sleduj�c� podm�nku�

Pro ka�d� t	i r�zn� koline
rn� body A�B�C � An plat�� �e bu" f�A� � f�B� � f�C� nebo f�A�� f�B�� f�C�
jsou t	i r�zn� koline
rn� body a �C'A�B� � �f�C�' f�A�� f�B���

Poznmka ��



S a�nn�m zobrazen�m f budeme d
le sdru�ovat zobrazen� 
f � Z�An� �� Z�A�
m� dan� pr
v� zobrazen�m bod�

podle f � Tedy 
f ��u� � 
f �AB�
df�
� f�A�f�B� � Z�A�

m�� Abychom mohli tuto de�nici pou��t� je t	eba dok
zat� �e
nez
le�� na v�b�ru reprezentant� A�B pro vektor �u� Jin�mi slovy� je nutno ov�	it� �e jestli�e AB � CD� pak tak�
f�A�f�A� � f�C�f�D�� To n
m v�ak jist� zaru�� a�nita� Jsou li toti� vektory AB a CD toto�n�� pak ACDB je
rovnob��n�k� Ten se zobraz� op�t na rovnob��n�k f�A�f�C�f�D�f �B��
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��
��

��
����

��
��

��
����

C
C
C
C
C
CO�

C
C
C
C
C
CO

D

B

A

C f�A�

f�C�

f�D�

f�B�

E

f�E�

Sta�� si toti� uv�domit� �e bod E jako pr�se��k diagon
l v rovnob��n�ku tyto diagon
ly p�l�� Proto�e d�l�c� pom�r
z�stane zachov
n� bude i v rovnob��n�ku f�A�f�C�f�D�f�B� bod f�E� p�lit diagon
ly�

V�ta ��
�

Zobrazen� 
f je line
rn��

D�kaz� Je t	eba uk
zat� �e 
f zachov
v
 operace s��t
n� vektor� a n
soben� vektor� skal
rem�

f ��u��v� � 
f �AB�BC� � 
f �AC� � f�A�f�B� � f�A�f�B� �f�B�f�C� � 
f �AB��
f �BC� � 
f ��u��
f ��v�
Nech� �v � k�u a �u � AB� Pak existuje pr
v� jeden bod C � hA�Bi tak� �e �v � AC� Tedy AC � kAB a

m��eme ps
t k � �A'C�B�� Proto�e f je a�nn�� pak k � �f�A�' f�C�� f�B��� tedy f�A�f�C� � kf�A�f�B�� Bude tedy

f �k�u� � k
f ��u�� Pokud A�B�C se zobraz� do jedin�ho bodu� je podm�nka spln�na trivi
ln�� �

Zobrazen� 
f naz�v
me asociovan� �p�idru�en� line�rn� zobrazen� k a�nn�mu zobrazen� f �
A�nita zobrazen� f a linearita zobrazen� 
f jsou ekvivalentn� podm�nky� M��e se proto uv
d�t i jin
 de�nice

a�nn�ho zobrazen� �o kter� se pozd�ji d
 dok
zat� �e zachov
v
 d�l�c� pom�r��

De�nice ��
�

Zobrazen� f � An �� A�
m se naz�v
 a�nn�� jestli�e plat��

An � An
f�f�� A�

m � A�
m

�An �A�
m

Z�An�
�f�� Z�A�

m�

a 
f je line
rn��

Nech� obrazem bodu P je f�P � a nech� je d
no asociovan� zobrazen� 
f � Pak libovoln� bod X um�me zobrazit�
f�X� � f�P � � 
f �PX�� Je tedy a�nn� zobrazen� jednozna�n� ur�eno obrazem jednoho bodu a sv�m asociovan�m
line
rn�m zobrazen�m�

Obrazem podprostoru B � fA�Wg mus� b�t op�t podprostor f�B� � ff�A�� 
f �W �g�
V�ta ��
�

A�nn� zobrazen� zachov
v
 rovnob��nost podprostor� �p	esto�e jejich dimenze se mohou m�nit��

D�kaz� vypl�v
 z toho� �e line
rn� zobrazen� 
f zachov
v
 inkluzi vektorov�ch podprostor�� �

V�ta ��
�

Nech� P�� � � � � Pn jsou body v obecn� poloze v An� Nech� P �
�� � � � � P

�
n jsou libovoln� body z A�

m� Pak existuje pr
v�
jedno a�nn� zobrazen� F � An �� A�

m takov�� �e f�Pi� � P �
i �

D�kaz� Proto�e P�� � � � � Pn jsou v obecn� poloze� jsou vektory P�P�� P�P�� � � � � P�Pn line
rn� nez
visl�� Potom existuje
pr
v� jedno zobrazen� 
 � Z�An� �� Z�A�

m� takov�� �e 
�P�Pi� � P �
�P

�
i � Najdeme nyn� pr
v� jedno zobrazen� f �

jeho� asociovan�m line
rn�m zobrazen�m je 
 a kter� zobrazuje body Pi na P �
i � To m��eme zadat nap	� p	edpisem�

f�X� � P �
� � 
�P�X�� �

Vynasna��me se nyn� naj�t n�jakou jednozna�nou reprezentaci a�nn�ch zobrazen�� Nech� f � An �� A�
m je a�nn�

zobrazen�� Nech� R � hP� �e�� � � � � �eni je reper An a S � hQ� �d�� � � � � �dmi je reper A�
m� Budeme zobrazovat bod An �

X � %x�� � � � � xn& do bodu %y�� � � � � ym& � Y � A�
m� Je tedy X � P �

Pn

i�� xi�ei a f�X� � Y � Q�
Pm

j�� yi
�di�
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Bod f�X� si m��eme rozepsat tak� pomoc� zobrazen� f a 
f � f�X� � f�P � �
Pn

i�� xi
f ��ei� � Q�
Pm

j�� bj
�dj �Pn

i�� xi
Pm

j�� aij
�dj� Dost
v
me tak soustavu rovnic

y� � a��x� � � � � � a�nxn � b�
���

���
� � �

���
���

ym � am�x� � � � � � amnxn � bm

���

Pro ka�dou sou	adnici yj tedy plat�� yj �
Pn

i�� aijxj � bi� Maticov� z
pis t�chto rovnic��
B� y�

���
ym

�
CA �

�
B� a�� � � � a�n

���
� � �

���
am� � � � amn

�
CA
�
B� x�

���
xn

�
CA �

�
B� b�

���
bm

�
CA ���

Zobrazen� f je tedy jednozna�n� zad
no matic� A�m	n� a vektorem �b�� f�X�S � AXR � �b�� Zkusme do tohoto
vztahu dosadit bod P � f�P � � APR � �b� � A���R � �b� � ��� � �b� � �b�� Vektor �b� je vlastn� vektor sou	adnic
obrazu bodu P v reperu S� Budeme tedy ps
t f�P �S m�sto �b��

Zkus�me tak� vyj
d	it zobrazen� 
f pomoc� matice A a vektoru f�P �S � 
f ��u� � 
f �XY � � f�Y � � f�X� �
AYR � f�P �S � AXR � f�P �S � A�YR �XR� � A��u�� Zjistili jsme tedy� �e A je matice line
rn�ho zobrazen� 
f �

Jednozna�n� zad
n� a�nn�ho zobrazen� je mo�n� pomoc� obrazu jednoho bodu a asociovan�ho line
rn�ho zobrazen��
Nyn� ji� tak� v�me� �e nejlep�� zp�sob zad
n� je obraz po�
tku sou	adn� soustavy prostoru� ze kter�ho zobrazujeme�
a matice asociovan�ho line
rn�ho zobrazen��

P	i zobrazen� prostoru An na sebe je matice A �tvercov
� Je li regul
rn�� je odpov�daj�c� a�nn� zobrazen� bijekc��
a naz�v
me jej a�nn� transformac� prostoru An� Nap	� transformace sou	adnic do jin� sou	adn� soustavy je a�nn�
transformac� prostoru sou	adnic Rn na sebe�

� Euklidovsk� bodov� prostor

V t�to kapitole se budou hojn� vyskytovat dal�� pojmy z line
rn� algebry� Proto je zde ve stru�nosti p	ipomeneme�
Jedn
 se o Euklidovsk� vektorov� prostor�

Zavedeme operaci skal�rn�ho sou
inu �� � � V � V �� R a budeme zna�it ��u��v� skal
rn� sou�in vektor� �u��v� O
vektorech �u��v 	ekneme� �e jsou kolm�� pokud ��u��v� � � a zna��me �u � �v� B
ze ��e�� � � � � �en� je ortogon�ln�� pokud
�ei � �ej pro i �� j� Tato b
ze je ortonorm�ln�� pokud jsou v�echny vektory normovan� �tedy ��ei� �ei� � ��� Podm�nku
ortonormality m��eme jednodu�e zapsat tak� �e ��ei� �ej� � �ij � kdy� ��ij� pova�ujeme za jednotkovou matici�

Pro ka�d� dva vektory �u��v plat�� �e ��u��v� �
Pn

i�� uivi� jestli�e �u�� � � � � un� a �v�� � � � � vn� jsou jejich sou	adnice
vzhledem k ortonorm
ln� b
zi�

Je li W � V � pak W� je ozna�en� pro tzv� ortonorm�ln� dopln	k prostoru W v prostoru V � D
 se pak ps
t

V � W
�
� W�� kde

�
� je tzv� p��m� sou
et prostor��

V euklidovsk�ch vektorov�ch prostorech plat� tak� d�le�it
 Cauchyho nerovnost� j��u��v�j � k�uk � k�vk� kde k�uk je
ozna�en� pro

p
��u� �u��

��� Euklidovsk� bodov� prostor a kart�zsk� sou�adn� soustava

De�nice ���

Euklidovsk� bodov� prostor je a�nn� prostor� jeho� zam�	en� je euklidovsk� vektorov� prostor� Budeme jej zna�it
En�

De�nice ���

Vzd�lenost� dvou bod� A�B v En rozum�me ��slo jABj � kABk�

V�ta ���

Pro ka�d� t	i body A�B�C � En plat��

�� jABj � jBAj
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�� jABj � �

�� jABj � � 
� A � B

�� jABj� jBCj � jACj �tzv� troj$heln�kov
 nerovnost�

D�kaz� plyne z vlastnost� vektorov�ho sou�inu� �

De�nice ���

Kart�zsk� sou�adn� soustava Euklidovsk�ho bodov�ho prostoru je takov� jeho reper� jeho� b
zov� vektory tvo	�
ortonorm
ln� b
zi v p	�slu�n�m zam�	en��

Snadno se d
 odvodit� �e vzd
lenost dvou bod� A � %a�� � � � � an&R a B � %b�� � � � � bn&R se d
 spo��tat podle jejich
sou	adnic v ka�d� kart�zsk� sou	adn� soustav� R takto� jABj �

p
�b� � a��� � � � �� �bn � an���

M�jme nyn� dv� kart�zsk� sou	adn� soustavy R � hP ' �e�� � � � � �eni a S � hQ' �f�� � � � � �fni� Uva�ujme rovnici p	echodu
od reperu R k reperu S� �

B� x�
���
xn

�
CA
R

� A

�
B� y�

���
yn

�
CA
S

�

�
B� q�

���
qn

�
CA
R

�

kde %x�� � � � � xn&R � %y�� � � � � yn&S jsou sou	adnice jednoho bodu v obou reperech�
V rovnici pro vektory pouze vynech
me p	i�ten� sloupcov�ho vektoru d
vaj�c�ho sou	adnice bodu Q v reperu R��

B� u�
���
un

�
CA
R

� A

�
B� v�

���
vn

�
CA
S

�

kde �u�� � � � � un�R � �v�� � � � � vn�S jsou sou	adnice jednoho vektoru v obou reperech� Dosad�me li do prav� strany
vektory �fi� dostaneme �fi � �a�i� � � � � ani�R �tedy i t� sloupec matice A�� Proto�e R je kart�zsk
 sou	adn
 soustava�
pak ��fi� �fj� �

Pn

k�� akiakj� Proto�e i S je kart�zsk
 sou	adn
 soustava� plat�� ��fi� �fj� � �ij� Celkem
Pn

k�� akiakj � �ij �
Lev
 strana tohoto v�razu n
m v�ak d
v
 i t� sloupec a j t� 	
dek sou�inu ATA� �AT je transformovan
� tzn� pokud
A � �aij�

j�����n
i�����n � pak AT � �aji�i�����nj�����n�� Proto ATA � E �jednotkov
 matice�� Z toho tak� plyne� �e jAj � ��

��� Kolmost podprostor


De�nice ��


Nech� V je euklidovsk� vektorov� prostor� U�W jeho podprostory� (ekneme� �e U�W jsou kolm� ve V � jestli�e
W � U� nebo W � U�� (ekneme� �e U�W jsou tot�ln	 kolm� ve V � jestli�e W � U�� Kolmost zapisujeme U �W �

Poznmka ���

Je li W � U�� pak dim U � dimW � dim V � Rovnost nastane v p	�pad� tot
ln� kolmosti� P	edstav�me li si
�p	ed�asn�� situaci v t	�rozm�rn�m a�nn�m prostoru� pak U m��e reprezentovat zam�	en� p	�mky� Jeho U� je zam�	en�
rovin� kter� jsou kolm� na U � Pak i ka�d
 p	�mka se zam�	en�m W � U�� tedy obsa�en
 v n�kter� takov� rovin�� je
kolm
 na U �

Je li W � U�� pak U �W � V � To je proto� �e U
�
� U� � V � Kdy� za U� dosad�me W � sou�et u� nebude p	�m��

ale bude platit jako nep	�m�� Je li U zam�	en� roviny v t	�rozm�rn�m a�nn�m prostoru� pak U� je zam�	en� v�ech
p	�mek kolm�ch na rovinu se zam�	en�m U � Z
rove! ka�d
 rovina� kter
 obsahuje takovou p	�mku� a tedy pro jej�
zam�	en� W plat� W � U�� je kolm
 na p�vodn� rovinu�

V�ta ���

Nech� W a U jsou kolm� ve V � Pak plat��

�� dimW � dim U � dim V ��W � U � f��g
�� dimW � dim U � dim V ��W � U � V

D�kaz� vypl�v
 p	�mo z vlastnost� ortogon
ln�ch dopl!k� prostor� a je z	ejm�� kdy� m
me na mysli p	�klady z p	edchoz�
pozn
mky� �
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De�nice ���

Nech� B � fB�Wg a C � fC�Ug jsou euklidovsk� podprostory v En� (ekneme� �e B a C jsou kolm� v En� jestli�e
jsou kolm� jejich zam�	en� W�U v zam�	en� Z�En�� (ekneme� �e B a C jsou tot�ln	 kolm� v En� jestli�e jejich zam�	en�
W�U jsou tot
ln� kolm� v zam�	en� Z�En�� Kolmost euklidovsk�ch bodov�ch prostor� zapisujeme B � C�
Kolmost nez
vis� na um�st�n� podprostor�� ale pouze na jejich zam�	en��

V�ta ���

Nech� B � fB�Wg je podprostor v E a R je libovoln� bod v E � Pak existuje pr
v� jeden podprostor proch
zej�c�
bodem R� kter� je tot
ln� kolm� na B�

D�kaz� T�mto podprostorem je C � fR�W�g� C m
 ob� po�adovan� vlastnosti� tedy proch
z� bodem R a jeho
zam�	en�m je W�� Jedn�m bodem a zam�	en�m je v�ak prostor d
n ji� jednozna�n�� proto C je jedin� takov�� �

V�ta ����

Nech� B a C jsou tot
ln� kolm� v E � Pak B � C je pr
v� jeden bod�

D�kaz� Nejprve uk
�eme� �e pr�nik je nepr
zdn�� Vezm�me libovoln� body B � B a C � C� Proto�e Z�B�
�
� Z�C� �

Z�E�� d
 se vektor jednozna�n� zapsat jako BC � �u � �v� kde �u � Z�B� a �v � Z�C�� Existuj� jist� body B� � B a
C� � C� pro kter� plat�� �e �u � BB� a �v � C�C� Tedy BC � BB� � C�C� Z axiomu a�nn�ho prostoru ale plyne� �e
B� � C� a tento bod le�� v pr�niku prostor� B � C�

Spo��t
me nyn� dimenzi pr�niku prostor� B� C �mus� b�t prostor�� dim�Z�B�C�� � dim�Z�B��Z�C�� � dim�Z�B��
Z�B��� � dim���� � �� tedy tento pr�nik je jedin� bod� �

Tedy nap	� pr�nik dvou tot
ln� kolm�ch rovin ve �ty	rozm�rn�m a�nn�m prostoru je jedin� bod� co� si asi t��ko
dok
�eme p	edstavit�

V�ta ����

Nech� B � fB�Wg je podprostor v E a R �� B je bod v E � Pak existuje pr
v� jedna p	�mka p takov
� �e obsahuje
bod R� je kolm
 na B a p � B je bod�

D�kaz� Uva�me prostor C � fR�Z�B��g� Pak podle v�ty ���� je B � C pr
v� jeden bod� Ten si ozna�me P � P	�mka
p � hR�P i m
 po�adovan� vlastnosti� P	itom ka�d
 takov
 mus� obsahovat oba body R�P � tedy je toto�n
 s p� �

De�nice ����

P	�mka p z p	edchoz� v�ty se naz�v
 kolmice spu�t�n
 z bodu R na podprostor B� Bod P se naz�v
 pata kolmice�

V�ta ����

Nech� podprostor Bk m
 v n�jak� kart�zsk� sou	adn� soustav� obecn� vyj
d	en�

a��x� � � � � � a�nxn � b�
���

� � �
���

���
an�k��x� � � � � � an�k�nxn � bn�k

����

Ozna�me �ai � �ai�� � � � � ain� pro i � � � � �n� k� Pak � �a�� � � � � �an�k� tvo	� b
zi vektorov�ho prostoru Z�B���

D�kaz� Z�B� je obecn� 	e�en� zhomogenizovan� soustavy ��� Pro v�echny vektory �x � %x�� � � � � xn& � Z�B� tedy plat��
ai�x� � � � � � ainxn � � pro i � � � � �n � k� To je v�ak ekvivalentn� s t�m� �e ��x� �ai� � �� a tedy �x � �ai� V�echny
vektory �ai tedy pat	� do Z�B��� Proto�e jejich po�et je n� k� stejn� jako dimenze Z�B��� a v�echny vektory �ai jsou
line
rn� nez
visl�� tvo	� b
zi tohoto prostoru� �

D	sledek ����

Je li N � a�x� � � � �� anxn � b� pak Z�N �� � L��n � �a�� � � � � an��� �n se naz�v
 norm�lov�m vektorem nadroviny�
Ka�dou p	�mku p � fA'L��n�g naz�v
me norm�lou nadroviny N �

V�ta ���


Nech� jsou d
ny dv� nadroviny N� a N� v En� kde n � �� Pak tyto nadroviny jsou kolm� pr
v� tehdy� kdy� jsou
kolm� jejich norm
lov� vektory�

D�kaz� Nech� N� � a�x� � � � � � anxn � a a N� � b�x� � � � � � bnxn � b� Jsou li nadroviny kolm�� pak bu"
Z�N��� � Z�N�� nebo Z�N��� � Z�N��� Oba p	�pady jsou symetrick�� proto nech� nastane prvn� z nich� Je tedy
vektor �a�� � � � � an� prvkem Z�N��� Proto a�b� � � � �� anbn � �� Z toho plyne� �e �n� � �n��

Naopak� jsou li vektory �n�� �n� kolm�� pak a�b� � � � ��anbn � �� Je tedy Z�N��� � z�N�� �z
rove! tak� Z�N��� �
Z�N���� Tedy N� � N�� �
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��� Vzd�lenost podprostor


De�nice ����

Nech� B� C jsou dva podprostory v En� Vzd�lenost� B a C rozum�me ��slo v�B� C� � min�jXY j'X � B� Y � C��
De�nice ����

Nech� U je vektorov� podprostor ve V a �x je libovoln� vektor ve V � Pak vektor �x lze jednozna�n� rozlo�it na vektory
�x� a �x� takov�� �e �x� � �x� � �x a �x� � U� �x� � U�� Potom vektor �x� nazveme ortogon�ln� projekc� vektoru �x vzhledem
k podprostoru U a zna��me pU�x� a vektor �x� nazveme ortogon�ln� komponentou vektoru �x vzhledem k podprostoru U
a zna��me kU�x�

V�ta ����

Nech� B � fB�Wg a C � fC�Ug jsou podprostory v En� Pak v�B� C� � kkW�UBCk�
D�kaz� Rozlo��me vektor BC na �x� �z� kde �z � kW�UBC� Tedy �x � W � U a �z � �W � U ��� Dok
�eme nejprve� �e
jXY j � k�zk pro libovoln� X � B� Y � C�

XY � XB � BC � CY � �XB � CY � �x�� �z �
�W�U

� �z��z�
��W�U��

� Proto�e druh
 mocnina vzd
lenosti jXY j� � �XY �XY �

je rovna ��XB � CY � �x� � �z� �XB � CY � �x� � �z� a proto�e slo�ky XB � CY � �x a �z jsou kolm�� je jXY j� �
kXB � CY � �xk� � k�zk� � k�zk�� Proto tak� jXY j � k�zk�

D
le je t	eba dok
zat� �e skute�n� existuj� body X � B� Y � C takov�� �e jXY j � k�zk� Ty najdeme op�t pomoc�
rozlo�en� vektoru BC na slo�ky podle podprostoru W � U � BC � �x � �z� kde �x � W � U a �z � �W � U ��� Vektor
�x d
le rozlo��me libovoln� na komponenty �x � �w � �u� kde �w � W a �u � U � Potom C � B � �w � �u � �z a tedy
C � �u� �z �
Y�

� �B � �w�� �z �
X�

��z� Vid�me� �e X� � B� Y� � C a z
rove! jX�Y�j � k�zk� �

V�ta ����

Nech� B je podprostor v En a R �� B je bod� Pak v�R�B� � kRPk� kde P je pata kolmice spu�t�n� z bodu P na
podprostor B�

D�kaz� Je t	eba dok
zat� �e kRXk � kRPk pro v�echna X � B� Rozlo��me RX na RP � PX� Tedy kRPk� �
�RP�PX�RP�PX� � kRPk����RP�PX��kPXk�� Proto�e v�ak RP � B� je tak� RP � PX a tedy �RP�PX� � ��
Proto kRXk� � kRPk�� z �eho� plyne k��en� v�sledek� �

D	sledek ����

Nech� N � a�x� � � � �� anxn � a � � je nadrovina a R � %r�� � � � � rn& je bod� Pak

v�R�N � �
ja�r� � � � �� anrn � ajp

a�� � � � �� a�n
����

D�kaz� Podle p	edch
zej�c� v�ty v�me� �e v�R�N � � kRPk� kde P je pata kolmice spu�t�n� z R na B� Nech� P � R�t��n�
kde �n � �a�� � � � � an� je norm
lov� vektor nadrovinyN � tedy pi � ri�t�ai pro i � � � � � n� je li P � %p�� � � � � pn&� Proto�e
bod P le�� na N � je a��r� � t�a�� � � � �� an�rn � t�an� � a � �� Z toho dost
v
me� �e t� � �a�r������anrn�a

a�
�
�����a�n

� Do

vztahu kRPk �
pPn

i���pi � ri�� dosad�me pi � ri � t�ai� kRPk �
p
t��
Pn

i�� a
�
i �

r
��
P

n

i��
airi�a��

�
P

n

i��
a�
i
��

Pn

i�� a
�
i �

j
P

n

i��
airi�ajpP
n

i��
a�
i

� �

V�ta ����

Nech� B� C jsou rovnob��n� podprostory a dim B � dim C� Pak v�B� C� � v�B� C�� kde B je libovoln� bod podpros 
toru B�

D�kaz� Proto�e dim B � dim C a BkC� nastane p	�pad Z�B� � Z�C� z de�nice rovnob��nosti podprostor� ������� Proto
Z�C�� � Z�B�� � Je li tedy �u sm�r kolm� na C� je tak� kolm� na B�

Pot	ebujeme dok
zat� �e kXY k � kBPk� kde P ja pata kolmice spu�t�n� z bodu B na C� Rozlo��me XY na
XB �BP � PY � Tedy kXY k� � kXB �BP � PY k� � kXB � PY k� � ��XB � PY �BP � � kBPk�� Proto�e vektor
BP je kolm� na C� je podle p	edchoz�ho odstavce kolm� i na B� Je tedy kolm� na vektory XB � Z�B� i PY � Z�C��
proto �XB � PY �BP � � �� Z toho dost
v
me kXY k� � kXB � PY k� � kBPk� � kBPk�� �
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De�nice ����

Nech� p� q jsou dv� mimob��n� p	�mky� Pak jejich p	��ka� kter
 je kolm
 na p i q� se naz�v
 osa mimob	�ek p� q�

V�ta ����

Osa mimob��ek je ur�ena jednozna�n��

D�kaz� M�jme mimob��ky p � fA�L��u�g a q � fB�L��v�g� Budeme pracovat pouze v t	�rozm�rn�m prostoru L��u��v�AB��
proto�e 	e�en� se nem��e jinam uch�lit� Pak vektorov� prostory L��u�� a L��v��� kter� jsou dvourozm�rn�� nemohou
b�t rovnob��n�� Je tedy jejich pr�nikem jednorozm�rn� prostor L��x�� Osa p� q m��e m�t zam�	en� pouze L��x�� jinak
by nebyla kolm
 na p i q�

D
le budeme postupovat sporem� Nech� o� � fC�L��x�g a o� � fD�L��x�g jsou dv� osy p� q� Pr�se��ky o� s p� q
ozna��me jako P�� Q� a pr�se��ky o� s p� q jako P�� Q�� Proto�e vektory P�Q�� P�Q� jsou rovnob��n�� existuje rovina�
ve kter� le�� v�echny �ty	i tyto body� V t�to rovin� tedy le�� cel
 p	�mka p � hP�� P�i i q � hQ�� Q�i� Potom jsou ale
p� q rovnob��n� nebo r�znob��n�� ale nikoli mimob��n�� co� je spor� �

V�ta ����

Nech� p� q jsou mimob��ky a P�Q jsou jejich pr�se��ky s osou� Pak v�p� q� � jPQj�
D�kaz� Je t	eba dok
zat� �e kXY k � kPQk pro libovoln� body X � p� Y � q� Rozlo��me XY na XP � PQ� QY a
dostaneme� kXY k� � kXP �PQ�QY k� � kXP �QY k� � ��XP �QY �PQ�� kPQk�� D�ky kolmosti osy hP�Qi na
ob� p	�mky je �XP �QY �PQ� � �� tedy kXY k� � kPQk�� �

��	 Vn�j�� sou�in vektor
� Grimm
v determinant� ortogon�ln� dopln�k vektor


De�nice ���


Nech� Vn je orientovan� Euklidovsk� vektorov� prostor s ortonorm
ln� kladnou b
z� �e�� � � � � �en� Nech� �u�� � � � � �un
jsou libovoln� vektory se sou	adnicemi �ui � �u�i� � � � � uni� vzhledem k t�to b
zi� Pak ��slo j�uij�j �determinant matice�
kter
 vznikne poskl
d
n�m sou	adnic t�chto n vektor� do sloupc�� se naz�v
 vn	j�� sou
in vektor� �u�� � � � � �un a zna��me
je % �u�� � � � � �un&�

V�ta ����

P	edchoz� de�nice je korektn� �hodnota determinantu j�uij�j z p	edchoz� de�nice je invariantn� vzhledem k libovoln�
kladn� ortonorm
ln� b
zi��

D�kaz� Zvolme nyn� jinou kladnou ortonorm
ln� b
zi �f�� � � � � �fn� Nech� A je matice p	echodu od �e�� � � � � �en k �f�� � � � � �fn�
Pak �

B� u�i
���
uni

�
CA � A

�
B� v�i

���
vni

�
CA �

kde �v�i� � � � � vni� jsou sou	adnice vektoru �ui v nov� b
zi� Ozna��me li matice �uij� � U a �vij� � V � pak plat�� U � AV �
Proto jU j � jAV j � jAjjV j� Proto�e v�ak A je matic� p	echodu od kladn� ortonorm
ln� b
ze k jin� kladn� ortonorm
ln�
b
zi� je jAj � � a tedy jU j � jV j� �

V�ta ����

Nech� �u�� � � � � �un jsou vektory ve Vn� Pak plat��

�� % �u�� � � � � �un& � � 
� �u�� � � � � �un jsou line
rn� z
visl�

�� % �u�� � � � � �un& �� � 
� �u�� � � � � �un jsou line
rn� nez
visl� a b
ze �u�� � � � � �un je kladn� orientovan
 pro %� � �& � � a
z
porn� orientovan
 pro %� � �& � �

�� %x �u�� � � � � �un& � x% �u�� � � � � �un&

�� % �u� � �v� �u�� � � � � �un& � % �u�� �u�� � � � � �un& � %�v� �u�� � � � � �un&

� Nech� �h�� � � � � �hn je libovoln
 permutace vektor� �u�� � � � � �un a t je po�et inverz� v t�to permutaci� Pak % �h�� � � � � �hn& �
����t% �u�� � � � � �un&
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D�kaz� trivi
ln� s vyu�it�m znalosti pr
ce s determinanty� �

De�nice ����

Nech� Vn je orietnovan� Euklidovsk� vektorov� prostor s kladnou b
z� �e�� � � � � �en� Nech� �u�� � � � � �uk jsou vektory
v tomto prostoru� Pak ��slo j��ui� �uj�j naz�v
me Gramm�v determinant vektor� �u�� � � � � �uk a zna��me G� �u�� � � � � �uk��

V�ta ����

G� �u�� � � � � �un� � % �u�� � � � � �un&�

D�kaz� Sta�� si uv�domit� �e kdy� vyn
sob�me maticiU � �uij� s matic�UT � dostaneme na pozici i� j v�raz
Pn

k�� ukiukj�
Proto UTU � ���ui� �uj�� � G� a tedy G� �u�� � � � � �un� � jGj � jUT jjU j � jU j� � % �u�� � � � � �un&�� �

V�ta ����

Nech� �u�� � � � � �uk je posloupnost vektor� a �z�� � � � � �zk jsou vektory� kter� vznikly ortogonaliza�n�mprocesem z vektor�
�u�� � � � � �uk� Pak G� �u�� � � � � �uk� � G��z�� � � � � �zk��

D�kaz� P	i ortogonaliza�n�m procesu dostaneme vektory �zi takto� �z� � �u� a �zi � �ui � �i� �u� � � � � � �i�i�� �ui���
V determnantu j��ui� �uj�j p	i�teme k i t�mu 	
dku line
rn� kombinaci p	edchoz�ch a nezm�n�me tak hodnotu determi 
nantu� Dostaneme j��ui� �uj�j � j��ui ��i� �u� � � � ���i�i�� �ui��� �uj�j � j��zi� �uj�j� Stejnou operaci provedeme se sloupci� a
dostaneme j��zi� �zj�j� �

D	sledek ����

G� �u�� � � � � �uk� � �� G� �u�� � � � � �uk� � � 
� �u�� � � � � �uk jsou line
rn� nez
visl��

D�kaz� G� �u�� � � � � �uk� � G��z�� � � � � �zk� � j��zi� �zj�j� kde vektory �z�� � � � � �zk jsou ortogon
ln�� Matice ���zi� �zj�� je tedy
diagon
ln� a plat�� G��z�� � � � � �zk� � ��z�� �z�� � � � � � � �zn� �zn�� Proto�e ��zi� �zi� � �� je G��z�� � � � � �zk� � �� Jsou li vektory
�u�� � � � � �uk line
rn� z
visl�� pak od jist�ho indexu l je p	i ortogonaliza�n�m procesu �zl � ��� a tedy ��zl� �zl� � �� proto
G� �u�� � � � � �uk� � �� �

Gramm�v determinant m
 velice d�le�it
 uplatn�n�� Daj� se s jeho pomoc� po��tat objemy rovnob��nost�n� a
vzd
lenosti podprostor��

Po��t
me objem rovnob��nost�nu dan�ho line
rn� nez
visl�mi vektory �u�� � � � � �uk a bodem A� Rovnob��nost�n je
mno�ina bod� fX � A� t� �u� � � � �� tk � �uk� � � ti � �g a zna��me jej Rk�A' �u�� � � � � �uk��

V�ta ����

Objem rovnob��nost�nu Rk�A' �u�� � � � � �uk� je roven
p
G� �u�� � � � � �uk��

D�kaz� povedeme indukc� vzhledem ke k� Pro k � � je objem rovnob��nost�nu dan�ho jedin�m vektorem d�lka tohoto
vektoru� Je tedy

p
G� �u�� � k �u�k spr
vn�m v�sledkem�

Nech� tedy
p
G� �u�� � � � � �uk� je objem k dimenzion
ln�ho rovnob��nost�nu� Objem �k � �� dimenzion
ln�ho rovno 

b��nost�nu Rk���A' �u�� � � � � �uk��� se spo��t
 jako objem Rk kr
t velikost v��ky �zk��� To je vektor� kter� vznikne
z �uk�� jeho ortogonalizac� vzhledem k vektor�m �u�� � � � � �uk��� Na obr
zku vid�me p	�pad v rovin�� tedy pro k � ��

�
�
�
�
�
��

�

�u�

�u�

�

�z�

V�me� �e G� �u�� � � � � �uk� �uk��� � G� �u�� � � � � �uk� �zk���� Proto�e je v�ak �zk�� kolm� ke v�em vektor�m �ui pro i � � � � �k�
je ��ui� �zk��� � �� Podle pravidel po��t
n� s determinanty tedy dost
v
me� �e G� �u�� � � � � �uk� �zk��� � G� �u�� � � � � �uk� �
� �zk��� �zk���� Po odmocn�n� dostaneme

p
G� �u�� � � � � �uk� �zk��� �

p
G� �u�� � � � � �uk� � k �zk��k� tedy pr
v� objem rovnob�� 

nost�nu Rk��� �

D	sledek ����

Nech� B � fA�L� �u�� � � � � �uk�g je podprostor a R libovoln� bod nele��c� v B� Pak

v�R�B� �

s
G�AR� �u�� � � � � �uk�
G� �u�� � � � � �uk�
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D�kaz� Vezm�me v $vahu rovnob��nost�n Rk���A' �u�� � � � � �uk� AR�� Jeho objem se spo��t
 jakoq
G� �u�� � � � � �uk� AR� � G� �u�� � � � � �uk� � v�R�B�� jak plyne z $vah v d�kazu v�ty ����� Z toho u� je tvrzen� z	ejm�� Pro

ilustraci je uveden op�t p	�klad roviny� kde po��t
me vzd
lenost bodu R od p	�mky p�

		
		

		
		
	


A

R
p

�

D	sledek ����

Nech� p � fA�L��u�g� q � fB�L��v�g jsou dv� mimob��ky� Pak plat��

v�p� q� �

s
G�AB��u��v�
G��u��v�

D�kaz� #�slo G�AB��u��v� je objem rovnob��nost�nu dan�ho vektory AB��u��v� Ten m
 dv� st�ny v rovin� se zam�	en�m
L��u��v�� Na obr
zku vid�me mimob��ky p� q a rovnob��nost�n� o kter�m je 	e��

e

e

e

e

pq

A

B

�u

�v

Vzd
lenost st�n se zam�	en�m L��u��v� je stejn
 jako vzd
lenost mimob��ek� Je v�ak tak� v��kou v rovnob��nost�nu�
odkud ji� plyne v�sledek� �

De�nice ���


Nech� Vn je orientovan� Euklidovsk� vektorov� prostor� �u�� � � � � �un�� jsou vektory ve Vn� Vektor �w spl!uj�c� pod 
m�nku % �u�� � � � � �un��� �x& � ��w� �x� pro ka�d� vektor �x ve Vn se naz�v
 ortogon�ln� dopln	k vektor� �u�� � � � � �un���

V�ta ����

Nech� �w je ortogon
ln� dopln�k vektor� �u�� � � � � �un��� Pak �w � �� pr
v� tehdy� kdy� vektory �u�� � � � � �un�� jsou
line
rn� z
visl��

D�kaz� �w � �� 
� ��x � Vn � ��w� �x� � � 
� ��x � Vn � % �u�� � � � � �un��� �x& � � 
� % �u�� � � � � �un��& � � 
� �u�� � � � � �un��
line
rn� z
visl� �

V�ta ����

Nech� �u�� � � � � �un�� jsou line
rn� nez
visl� vektory� �w jejich ortogon
ln� dopln�k� Pak
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�� Vektor �w je kolm� na v�echny vektory �ui� T�m je jednozna�n� ur�en jeho sm�r� L��w� � �L� �u�� � � � � �un�����

�� �u�� � � � � �un��� �w je kladn� orientovan
 b
ze� T�m je jednozna�n� ur�ena orientace �w�

�� k�wk � jRn���A' �u�� � � � � �un���j� T�m je jednozna�n� ur�ena velikost �w�

Celkem dost
v
me� �e existuje pr
v� jeden ortogon
ln� dopln�k vektor� �u�� � � � � �un���

D�kaz� jednotliv�ch �
st� v�ty�

�� Z de�nice je % �u�� � � � � �un��� �x& � ��w� �x� pro v�echny vektory �x� tedy i pro �ui� Tedy % �u�� � � � � �un��� �ui& � ��w� �ui��
Proto�e v�ak v tomto posledn�m vn�j��m sou�inu jsou vektory line
rn� z
visl�� je ��w� �ui� � �� a tedy �w � �ui�

�� �u�� � � � � �un��� �w je jist� line
rn� nez
visl� syst�m� a tedy b
ze� Pak % �u�� � � � � �un��� �w& � ��w� �w� � �� #�slo
% �u�� � � � � �un��� �w& je determinantem matice p	echodu od kladn� orientovan� b
zi k b
zi �u�� � � � � �un��� �w� proto
je tato b
ze tak� kladn� orientovan
�

�� % �u�� � � � � �un��� �w& � jRn�A' �u�� � � � � �un��� �w�j� Proto�e �w � �ui� je tento objem roven
jRn���A' �u�� � � � � �un���j � k�wk� To je podle de�nice ortogon
ln�ho dopl!ku rovno ��w� �w� � k�wk�� Proto k�wk �
jRn���A' �u�� � � � � �un���j

�

Ortogon
ln� dopln�k lze spo��tat nap	� takto� Jsou li �ui�� � � � � uin� sou	adnice vektor� �ui� a chceme dostat ortogo 
n
ln� dopln�k vektor� �u�� � � � � �un��� pak spo��t
me determinant���������

u�� � � � u�n
���

� � �
���

un���� � � � un���n
�e� � � � �en

���������
a dostaneme tak vyj
d	en� vektoru �w v dan� kladn� ortonorm
ln� b
zi �e�� � � � � �en� tedy v�raz tvaru w��e� � � � ��wn �en�
Tento vektor je hledan�m ortonorm
ln�m dopl!kem vektor� �u�� � � � � �un��� proto�e pro ka�d� vektor �x � �x�� � � � � xn�
plat��

% �u�� � � � � �un��� �x& �

���������
u�� � � � u�n
���

� � �
���

un���� � � � un���n
x� � � � xn

���������
Tak dostaneme v�raz w�x� � � � ��wnxn � ��w� �x�� a je tedy spln�na podm�nka pro ortogon
ln� dopln�k�

P��klad ����

V rovin� je �asto t	eba spo��tat ortogon
ln� dopln�k dvou vektor�� D
 se tak z�skat nap	� norm
lov� vektor roviny
z jej�ho parametrick�ho vyj
d	en� �a tedy obecn� vyj
d	en� t�to roviny�� Jsou li �u � �u�� u�� u�� a �v � �v�� v�� v��
vektory� kter� tvo	� b
zi zam�	en� roviny� dostaneme norm
lov� vektor �n t�to roviny takto�

�n �

������
u� u� u�
v� v� v�
�e� �e� �e�

������ �

	���� u� u�
v� v�

���� ��
���� u� u�
v� v�

���� �
���� u� u�
v� v�

����

�� �e�

�e�
�e�

�
A

��� Odchylky podprostor


Abychom mohli po��tat odchylky Euklidovsk�ch a�nn�ch prostor�� zavedeme nejprve odchylky vektorov�ch prostor��
Odchylkou vektor� �u��v rozum�me ��slo

� ��u��v� � arccos
��u��v�

k�uk � k�vk
Z Cauchyovy nerovnosti v�me� �e j��u��v�j � k�uk � k�vk� Je tedy jist�

�� � ��u��v�
k�uk � k�vk � �
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� Na tento v�raz tedy m��eme uplatnit funkci arccos�
Odchylkou jednorozm	rn�ch prostor� L��u�� L��v� rozum�me ��slo

� �L��u�� L��v�� � arccos
j��u��v�j
k�uk � k�vk

Mus�me v�ak dok
zat� �e v�sledek je nez
visl� na v�b�ru vektor� �u��v� Nech� tedy ��u � �u� � L��u� a ��v � �v� � L��v��
Pak

� �L��u��� L��v��� � arccos
j����u��v�j

j��jk�uk � k�vk � � �L��u�� L��v��

T�m� �e v �itateli zlomku vezmeme absolutn� hodnotu� vybereme ze dvou mo�n�ch odchylek tu� kter
 je men�� ne� �
� �

Je li odchylka dvou jednodimenzion
ln�ch prostor� 
� pak odchylka jejich vektor� m��e b�t bu" 
 nebo � � 
�

� �
�
�
�

�



� � 


De�nice ����

Nech� W�U jsou podprostory v Euklidovsk�m vektorov�m prostoru Vn� Pak odchylku prostor� W�U de�nujeme
podle n
sleduj�c�ch pravidel�

�� Je li W � U � f��g� pak � �W�U � � min�� �L��w�� L��u���� kde �w �W a �u � U �

�� Je li W�U �� f��g� pak polo��me P � W��W�U �� a Q � U��W�U ��� Plat�� P�Q � �W�U ���W�U �� � f��g�
Jestli�e nyn� P � f��g nebo Q � f��g� klademe � �W�U � � �� jinak � �W�U � � � �P�Q��

Druh� bod p	edchoz� de�nice vypad
 zna�n� nesrozumiteln�� P	ibli�nou p	edstavu toho� co znamen
 odchylka pro 
stor�� lze z�skat vlo�en�m vektorov�ch prostor� do a�nn�ho prostoru �co� u�in� n
sleduj�c� de�nice�� Nech� W�U jsou
zam�	en� dvou r�znob��n�ch rovin v t	�rozm�rn�m prostoru� Pak W � U je zam�	en� jejich pr�se�nice� Uva�ujme
rovinu se zam�	en�m �W � U ��� Ta je kolm
 na W � U � a tedy je kolm
 na ob� p�vodn� roviny� Znamen
 to� �e
jsme prolo�ili tyto roviny rovinou na ob� kolmou� Prostor P je zam�	en�m pr�se�nice W a t�to kolm� roviny� stejn�
prostor Q je zam�	en�m pr�se�nice U a roviny kolm� na W i U � Odchylka takov�ch p	�mek je tedy podle de�nice
odchylkou p�vodn�ch rovin�

P	�pad P � f��gm��e nastat� je liW p	�mka� le��c� v rovin� U � PakW�U je p	�mkaW � Pr�nik P � W��W�U �� �
W �W� je podle v�ty ���� jedin� bod� tedy P � f��g a odchylka p	�mky od roviny� v n�� le��� je nulov
�

Odchylku vektorov�ch prostor� p	eneseme pomoc� jejich zam�	en� do Euklidovsk�ch bodov�ch prostor��

De�nice ����

Nech� B� � fB�Wg a B� � fC�Ug jsou dva podprostory v En� Pak odchylkou prostor� B��B� rozum�me odchylku
jejich zam�	en� W�U � � �B��B�� � � �W�U ��

P��klad ����

Odchylka dvou nadrovin N� � fA�Wg a N� � fB�Ug� �W � U �� � W� � U� � L� �n�� � L� �n��� Prostory P�Q
z druh�ho bodu de�nice odchylky vektorov�ch prostor� ������ budou tedy L� �n�� resp� L� �n�� �v p	�pad�� �e W�U
nejsou rovnob��n�� jinak je to trivi
ln��� Tedy odchylka nadrovin je rovna odchylce jejich norm
lov�ch vektor�

V�ta ����

Nech� p � fA�L��u�g je p	�mka a B � fB�Wg je libovoln� podprostor� Pak

� �p�B� �

�
�
� � �u � W��p � B�

� �L��u�� L��y��� �u �� W��p �� B�
�

kde �y je ortogon
ln� projekce vektoru �u do W �
�M�sto �zam��en� p��mky� roviny�� � � � pou��v�me zkr�cen� �p��mka� rovina��� � �
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D�kaz� V p	�pad�� �e p � B� je �u � W� a tedy L��u� �W m
 dimenzi �� M��eme tedy pou��t prvn� bod z de�nice
odchylky vektorov�ch prostor� ������� a dostaneme odchylku jako

arccos
j��u� �w�j
k�uk � k�wk

pro n�jak� vektor �w � W � Proto�e je v�ak �u kolm� na B� je kolm� i na �w� a tedy ��u� �w� � �� Odchylka je potom
arccos � � �

� �
V opa�n�m p	�pad� je t	eba uk
zat� �e pro ortogon
ln� projekci �y vektoru �u do B plat��

� �L��u�� L��y�� � � �L��u�� L��w�� ����

pro libovoln� vektor �w � W � Ozna��me levou stranu v�razu �� jako 
 a pravou stranu jako � Chceme uk
zat� �e

 � � Uk
�eme� �e cos � cos
� a v�sledek dostaneme z toho� �e na intervalu h�' �� i je funkce cos klesaj�c��

Rozlo��me si nejprve vektor �u na ortogon
ln� projekci �y a ortogon
ln� komponentu �z podle podprostoru W � �y � W �
�z �W�� �u � �y � �z Plat�� �z � �w pro v�echny vektory �w �W � Tedy zejm�na �z � �y� Nyn�

cos �
j��u� �w�j
k�uk � k�wk �

Proto�e �z � �w� je ��z� �w� � �� a tedy ��y � �z� �w� � ��y� �w�� Dosad�me do v�razu pro cos�

cos �
j��y� �w�j
k�uk � k�wk �

k�yk � k�wk
k�uk � k�wk

podle Cauchyovy nerovnosti� To se rovn


k�yk
k�uk �

k�yk � k�yk
k�uk � k�yk �

j��y� �y�j
k�uk � k�yk �

V�me v�ak� �e �y � �u� �z� Z
rove! �z � �y� tedy j��u� �z� �y�j � j��u� �y�j� Celkem je

cos � j��u� �y�j
k�uk � k�yk � cos
�

�

P��klad ����

Nech� odchylka nadroviny N � a�x�� � � ��anxn�a � � od p	�mky p � fA�L��u�g je 
� Pak odchylka norm
lov�ho
vektoru �n nadroviny N od vektoru �u je �

� � 
�

�

�
�
�
�
�
��

��
����

N p

�n

�u




�
� � 


Tedy

sin
 � cos�
�

�
� 
� �

j��n� �u�j
k�nk � k�uk

a odchylku dostaneme podle vzorce


 � arcsin

�
ja�u� � � � �� anunjp

a�� � � � �� a�n
p
u�� � � � �� u�n
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V�ta ����

Nech� W�U jsou dva vektorov� podprostory� jejich� pr�nik je pouze nulov� vektor ����� Nech� �w�� � � � � �wk je orto 
norm
ln� b
ze ve W � a �u�� � � � � �ul je ortonorm
ln� b
ze v U � Sestroj�me matici 	
du k	l A � �aij�� kde aij � � �wi� �uj��
Nech� s je nejv�t�� vlastn� hodnota matice AAT � Pak odchylka prostor� W�U se spo��t
�

� �W�U � � arccos��
p
s�

��
p
s je ozna�en� pro kladnou odmocninu z s��

D�kaz� je technicky komplikovan�' viz line
rn� algebra� �

Poznmka ���


P
r pozn
mek ke smyslu p	edchoz� v�ty�
Matice AAT z p	edchoz� v�ty je �tvercov
 	
du k� Vlastn� hodnoty jsou 	e�en�mi polynomick� rovnice jAAT��Ej �

� s prom�nnou �� kde E je jednotkov
 matice� V�sledky line
rn� algebry zaru�uj�� �e tato rovnice m
 re
ln� ko	eny�
proto�e matice AAT je symetrick
�

Matice A je matic� zobrazen� z W do U � kter� ka�d�mu vektoru �w p	i	ad� jeho ortogon
ln� projekci v U � Naopak�
matice AT je matice zobrazen�� kter
 ka�d�mu vektoru �u p	i	ad� jeho ortogon
ln� projekci ve W � PotomAAT je matice
zobrazen�� kter
 p	i	ad� vektoru �w jeho n
sobek ��w� kde � � �� Situace pro dv� p	�mky�

��
�
�
�
�
�
��

� �w

A�w

AAT �w

Dal��m v�sledkem line
rn� algebry je to� �e vlastn� hodnoty �jako 	e�en� rovnice jAAT � �Ej v prom�nn� �� jsou
pr
v� ta ��sla� pro kter
 ��w � AAT �w pro v�echny vektory �w � W � Z p	edchoz� $vahy tedy plyne� �e v�echny vlastn�
hodnoty matice AAT le�� v intervalu h�� �i� a lze tedy nejv�t�� z nich pou��t jako argument funkce arccos�

P	edchoz� v�ta n
m tedy jasn� de�nuje algoritmus� podle kter�ho lze zjistit odchylku vektorov�ch �a tedy i a�nn�ch�
podprostor� libovoln� dimenze� Je li W �U � f��g� postupujeme p	�mo podle t�to v�ty� V opa�n�m p	�pad� spo�teme
podprostory P�Q z de�nice ����� a na n� aplikujeme p	edch
zej�c� v�tu�

�� Podobn� a shodn� zobrazen�

De�nice ����

Nech� En a E �m jsou dva Euklidovsk� bodov� prostory� (ekneme� �e zobrazen� f � En �� E �m je podobn� zobrazen��
jestli�e existuje k � R�� takov�� �e pro ka�d� dva body X�Y � En plat�� jf�X�f�Y �jE�m � kjXY jEn � Pokud nav�c
k � �� naz�v
me f shodn� zobrazen��

Poznmka ����

Podobn� zobrazen� prost�� Proto m��e v�st pouze do prostoru v�t�� nebo rovn� dimenze�
Podobn� zobrazen� je tak� a�nn�� M�jme t	i r�zn� body A�B�C le��c� na p	�mce v tomto po	ad�� Potom plat�

jACj � jABj � jBCj� Chceme dok
zat zachov
n� d�l�c�ho pom�ru za p	edpokladu podobnosti f � Nech� AC � �BC �
Potom jf�A�f�C�j � kjACj � kjABj � kjBCj � jf�A�f�B�j � jf�B�f�C�j� a proto f�A�� f�B�� f�C� le�� na jedn�
p	�mce� D
le plat�� jf�A�f�C�j � kjACj � �kjBCj � �jf�B�f�C�j� a tedy i velikost � d�l�c�ho pom�ru z�st
v
 stejn
�

V�ta ����

Je li f podobn� zobrazen�� pak pro asociovan� line
rn� zobrazen� 
f plat�� k
f ��u�k � kk�uk a �
f ��u�� 
f ��v�� �
k���u��v��

D�kaz� Zvolme dva body X�Y takov�� �e �u � XY � Potom k
f ��u�k � kf�X�f�Y �k � jf�X�f�Y �j � kjXY j � kk�uk�
Nejprve zkonstruujeme alternativn� vyj
d	en� skal
rn�ho sou�inu ��u��v�� V�me� �e ��u� �u� � k�uk�� D
le ��u��v� �u��v� �

��u� �u� � ��v��v�� ���u��v� � k�u� �vk� � k�uk� � k�vk� � ���u��v�� Tedy ���u��v� � k�u� �vk� � k�uk� � k�vk�� Vyu�ijeme tohoto
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Identita

Grupa translac�

Grupa translac�
a st	edov�ch soum�rnost�

Grupa homoteti� Grupa shodnost�

Grupa podobnost�

Grupa a�nit

Obr� �� Grupy a�nit a jejich uspo	
d
n�

vztahu pro 
f ��u�� 
f ��v� a uplatn�me poznatek z p	edchoz�ho odstavce� ��
f ��u�� 
f ��v�� � k
f ��u��
f ��v�k��k
f ��u�k��
k
f ��v�k� � k�k�u� �vk� � k�k�uk� � k�k�vk� � �k���u��v�� �

Uva�me rovnici podobnosti jako a�nn�ho zobrazen�� f�X� � AX �B� kde f�X� je vektor sou	adnic po zobrazen��
X je vektor sou	adnic p	ed zobrazen�m� A je matice zobrazen� a B je vektor re
ln�ch sou	adnic� Z p	edchoz� v�ty
jsme dostali v�sledek� �
f ��u�� 
f ��v�� � k���u��v�� Obrazy vektor� �u��v m��eme vyj
d	it pomoc� matice A� 
f ��u� � A�u�
podobn� pro �v� Pak

�A�u�A�v� � k���u��v�

�A�u�T �A�v� � k��uT�v

�uTATA�v � k��uTE�v

ATA � k�E

Dostali jsme nutnou a posta�uj�c� podm�nku pro matici A� aby odpov�daj�c� zobrazen� f bylo podobn�� Shodnost
zobrazen� f je ekvivalentn� podm�nce ATA � E�

N
sleduj�c� tabulka shrnuje stru�nou klasi�kaci a�nn�ch zobrazen��

N
zev Podm�nka Koment
	
a�nita jAj �� � zachov
v
 koline
rnost a d�l�c� pom�r
podobnost ATA � k�E zachov
v
 pom�r vzd
lenost�
shodnost ATA � E zachov
v
 vzd
lenost
homotetie A � �E� � �� � v�echny sm�ry jsou samodru�n�
st	edov
 soum�rnost A � �E ka�d� vektor se zobraz� na vektor opa�n�
translace A � E v�echny vektory jsou samodru�n�
identita A � E�B � � ka�d� bod je samodru�n�

N�kter
 uveden
 zobrazen� tvo	� grupy� Na obr
zku � vid�me grupy a podgrupy a�nit� p	i�em� �ipka v�dy ukazuje od
nadgrupy k jej� podgrup��



 KOMPLEXN� A PROJEKTIVN� ROZ���EN� PROSTOR� �

� Komplexn� a projektivn� roz���en� prostor	

V t�to kapitole za��n
 �
st� kterou naz�v
me kvadratick� geometrie� Budeme se toti� zab�vat kvadratick�mi objekty�
Ne� v�ak na tyto objekty samotn� dojde� zavedeme si jist
 roz��	en� a�nn�ho prostoru� aby se n
m v n�m s kvad 

ratick�m� objekty l�pe pracovalo�

��� Komplexn� roz���en� vektorov�ho prostoru

Budeme p	edpokl
dat� �e Vn je re
ln� n rozm�rn� vektorov� prostor�

De�nice ���

Na mno�in� V � V de�nujeme operace s��t
n� a n
soben� komplexn�m ��slem �skal
rem� takto�

%�a��b& � %�c� �d& � %�a� �c��b� �d&

��� �i�%�a��b& � %��a� ��b� ��b� ��a&

V �V spolu s v��e uveden�mi operacemi je vektorov�m prostorem nad C� Budeme jej zna�it V C a naz�vat komplexn�m
roz���en�m vektorov�ho prostoru V �

De�nujeme zobrazen� V �� V C � �u �� %�u���&� Pak V m��eme pova�ovat za podmno�inu V C �ale u� ne podprostor��
Ka�d� vektor %�u��v& � V C lze zapsat jako %�u��v& � %�u���& � %��� �v& � %�u���& � i%�v���& � �u� i�v� Tak budeme tak� nad
le

vektory zapisovat� Vektor �u zde nazveme re�ln� 
�st �slo�ka vektoru �u�i�v� a vektor �v imagin�rn� 
�st �slo�ka vektoru
�u� i�v�

Nulov� prvek prostoru V C je ��V C � %�����& � ��V �

V�ta ���

Vektory �u�� � � � � �uk � V jsou line
rn� nez
visl� ve V C pr
v� tehdy� kdy� jsou line
rn� nez
visl� ve V �

D�kaz� )�*� Jsou li vektory line
rn� z
visl� ve V � jsou s vyu�it�m stejn� line
rn� kombinace line
rn� z
visl� i ve V C �
)
*� Nech� vektory �u�� � � � � �un jsou line
rn� z
visl� ve V C � Pak existuje k ��sel �j � i�j takov�ch� �e

Pk

j����j �

i�j� �uj � �� a p	itom nejsou v�echna nulov
� Potom
Pk

j���j �uj � i
Pk

j�� �j �uj � ��� V tomto p	�pad� mus� b�t nulov�
ob� slo�ky� tedy re
ln
 i imagin
rn�� P	itom existuje bu" �i nebo �i� kter� je nenulov� �jinak by byla v�echna ��sla
�j � i�j nulov
�� Takto jsme nalezli dv� nulov� line
rn� kombinace vektor� �uj slo�en� z re
ln�ch ��sel �

P
�j �uj aP

�j �uj�� P	itom alespo! jeden prvek alespo! jedn� t�to kombinace je nenulov�� proto vektory jsou z
visl� ve V � �

V�ta ���

Nech� �u�� � � � � �un je b
ze prostoru Vn� Pak je i b
z� prostoru V C
n �

D�kaz� V�me u�� �e vektory �u�� � � � � �un jsou line
rn� nez
visl� ve V C
n � Zb�v
 je�t� dok
zat� �e jsou gener
tory tohoto

prostoru�
Vezm�me libovoln� vektor �x�i�y � V C

n � Pak vektory �x� �y lze vyj
d	it jednozna�n� v b
zi V jako �x �
Pn

j�� xj �uj� �y �Pn
j�� yj �uj � Z toho dost
v
me vyj
d	en� �x� i�y �

Pn
j�� xj �uj � i

Pn
j�� yj �uj �

Pn
j���xj � iyj� �uj � �

D	sledek ���

Prostory Vn a V C
n maj� stejnou dimenzi� D
le pro libovoln� vektor �x� i�y � V C

n plat�� �e �x� i�y � Vn pr
v� tehdy�
kdy� �y � ��� M��eme tedy rozli�ovat mezi re�ln�mi vektory �� Vn� a vlastn�mi imagin�rn�mi vektory �� V C

n � Vn��

De�nice ��


Nech� �w � �x� i�y je vektor ve V C
n � Vektor �w � �x� i�y nazveme vektor komplexn	 sdru�en� k vektoru �w�

Lze snadno ov�	it� �e �w� � �w� � �w� � �w� a k �w � k�w�

V�ta ���

Nech� 
 � Vn �� V �
m je line
rn� zobrazen� mezi re
ln�mi vektorov�mi prostory� Pak existuje jedin� line
rn�

zobrazen� 
C � V C
n �� V C

n takov�� �e 
C	Vn � 
�



 KOMPLEXN� A PROJEKTIVN� ROZ���EN� PROSTOR� ��

D�kaz� Zobrazen� 
C de�nujeme polo�en�m 
C��x� i�y� � 
��x� � i
��y�� Z	ejm� plat�� 
C	Vn � 
�
Linearita zobrazen� 
C je rutinn� z
le�itost� av�ak technicky zdlouhav
� S vyu�it�m de�nice 
C a linearity 
 je

t	eba uk
zat� �e 
C���� � i���� �x� � i �y�� � ��� � i���� �x� � i �y��� � ��� � i���
C� �x� � i �y�� � ��� � i���
C� �x� � i �y���
Jednozna�nost� nech�  je line
rn� zobrazen�� jeho� z$�en�m na Vn dostaneme 
� Pak jeho hodnota v libovoln�m

vektoru z V C
n je� ��x � i�y� � ��x� � i��y�� co� plyne z linearity � Proto�e ve z$�en� je  � 
� je ��x� � i��y� �


��x� � i
��y�� To je ale rovno 
C��x� i�y�� proto  � 
C � �

Nech� A� je matic� zobrazen� 
� tedy 
��x� � A��x� Pak zobrazen� 
C je d
no p	edpisem� 
C��x�i�y� � A��x�iA��y�

��� Komplexn� roz���en� a�nn�ho prostoru

Tradi�n� a�nn� prostor se skl
d
 ze t	� komponent� �A� V� �� Z nich vyjdeme p	i konstrukci komplexn�ho roz��	en��
Mus�me ur�it tak� jeho mno�inu bod�� zam�	en� a zobrazen� tvo	�c� vektor ze dvou bod��

V�ta ���

Bu" AC � A� V mno�ina a zobrazen�
C

� AC �AC �� V C de�novan� %X��u&%Y��v&
C

� XY � i��v � �u�� kde X�Y

jsou body z An a �u��v jsou vektory z V � Pak �AC � V C �
C

� je a�nn� prostor�

D�kaz� Je t	eba dok
zat dva axiomy a�nn�ho prostoru �viz de�nice �����
Nech� %X��u& je libovoln� bod z AC a �w � �w� � i �w� je libovoln� vektor z V C � Ozna��me si X � �w� jako bod Y �je

z A�� a �u� �w� jako vektor �v �je z V �� Tyto existuj� a jsou ur�eny jednozna�n�� co� plyne z a�nity prostoru �A� V� ��

Pak %X��u&%Y��v&
C

� XY � i��v � �u� � �Y �X� � i��v � �u� � �X � �w��X� � i��u� �w� � �u� � �w� � i �w� � �w� Na�li jsme
tedy pro ka�d� bod z AC a ka�d� vektor z V C pr
v� jeden bod� do kter�ho vede tento vektor� kdy� se jeho po�
tek
um�st� do p�vodn�ho bodu�

%X��u&%Y��v&
C

�%Y��v&%Z� �w&
C

� XY � i��v��u��Y Z� i��w��v� � XZ� i��w��u� � %X��u&%Z� �w&
C

� co� je d�kaz druh�ho
axiomu a�nn�ho prostoru� �

Stejn� jako v oby�ejn�m a�nn�m prostoru m��eme ps
t %Y��v& � %X��u& � % �w�� �w�&� jestli�e %X��u&%Y��v&
C

� % �w�� �w�&� a
tedy %Y��v&� %X��u& � % �w�� �w�&�

Z tohoto hlediska je %X��u&%X���&
C

� %��� �u&' %X��u& � %X���& � %��� �u&� Bod %X��u& tedy m��eme �a tak� �asto budeme�
zapisovat jako X � i�u� Body mno�iny A lze takto pova�ovat za vno	en� do AC � proto�e zobrazen� p	i	azuj�c� bodu
X � A bod X � i�� � X � AC je homomor�smus �srovnej vno	en� V do V C��

De�nice ���

Nech� X � i�u je bod v AC � Pak bod X � i�u nazveme bod komplexn	 sdru�en� k bodu X � i�u�

Ke ka�d�mu objektu skl
daj�c�mu se z imagin
rn�ch bod� �nap	� p	�mka� existuje objekt komplexn� sdru�en� �kom 
plexn� sdru�en
 p	�mka��

Sou�adn soustava komplexn�ho roz���en�� Nech� R � hP ' �e�� � � � � �eni je reper v An� V�me u� z p	edchoz�
kapitoly� �e �e�� � � � � �en je baz� prostoru V C � Proto je reper R tak� reperem prostoru AC �

M�jme libovoln� bod X � i�u � AC
n � Sou�adnicemi tohoto bodu vzhledem k libovoln�mu reperu R � hP ' �e�� � � � � �eni

nazveme n tici komplexn�ch ��sel X� i�u � %x�� iu�� � � � � xn� iun&R takovou� �e X� i�u � P �
Pn

j���xj � iuj��ej � Nech�
reper R je re
ln� �tedy je reperem An�� Pak X � i�u � P �

Pn

j�� xj �ej � i
Pn

j�� uj �ej � To ale znamen
� �e %x�� � � � � xn&R
jsou sou	adnice bodu X � An a �u�� � � � � un�R jsou sou	adnice vektoru �u � Vn� Podle sou	adnic bodu X � i�u vzhledem
k n�jak� re
ln� b
zi tak pozn
me� zda je tento bod re
ln� nebo imagin
rn�� proto�e zn
me sou	adnice vektoru �u ve
V � a snadno odhal�me� zda je nulov� nebo ne�

A�nn� podprostory komplexn�ho roz���en�� Vezm�me libovoln� podprostor Bk vAn� PotomBCk je podprostorem
v AC

n � Opa�n� tvrzen� neplat�� V AC
n toti� existuj� podprostory� kter� nejsou roz��	en�m n�jak�ho podprostoru v An�

Takov�m je nap	� podprostor dan� p	edpisem A � �i�u pro pevn� bod A � An a pevn� vektor �u � Vn�

��� Projektivn� prostor

De�nice ���

Nech� Vn�� je vektorov� prostor nad t�lesem T �nap	� t�leso re
ln�ch nebo komplexn�ch ��sel�� Mno�inu jednoroz 
m�rn�ch podprostor� Vn�� budeme naz�vat n�rozm	rn�m projektivn�m prostorem a zna�it Pn�



 KOMPLEXN� A PROJEKTIVN� ROZ���EN� PROSTOR� ��

Vn�� se naz�v
 aritmetick� z�klad �nosi
 prostoru Pn� Prvky z Vn�� se naz�vaj� aritmetick� body� Prvky z Pn se
naz�vaj� geometrick� body� Je li X � Pn geometrick� bod� vznikl z jednorozm�rn�ho podprostoru L��x� ve Vn��� pak
p��eme X � h�xi ��x �� ���� �x se pak naz�v
 aritmetick� z�stupce geometrick�ho bodu X�

Projektivn� prostor budeme zna�it �Pn� Vn����

Ka�d� bod m��eme nechat generovat nekone�n� mnoha geometrick�mi z
stupci� Je li toti� X � h�xi� pak tak�X � h��xi
pro ka�d� �T �� � � T �

De�nice ����

Body h �a�i� � � � � h �aki � Pn nazveme line�rn	 nez�visl�� jestli�e vektory �a�� � � � � �ak jsou line
rn� nez
visl� ve Vn���
Bod A � h�ai takov�� �e �a � �� �a� � � � � � �k �ak� p	i�em� existuje �i �� �T pro n�jak� i � f�� � � � � kg� se naz�v


line�rn� kombinac� bod� A�� � � � � Ak� P��eme� A � ��A� � � � �� �kAk�

De�nice ����

Aritmetickou b�z� projektivn�ho prostoru �Pn� Vn��� rozum�me libovolnou b
zi vektorov�ho prostoru Vn���
Geometrickou b�z� prostoru Pn rozum�me libovolnou posloupnost bod� O�� � � � � On��� E takov�ch� �e libovoln�ch

n � � z nich je line
rn� nez
visl�ch� Body O�� � � � � On�� naz�v
me z�kladn� body geometrick� b�ze� bod E se naz�v

jednotkov� bod geometrick� b�ze�

V�ta ����

Nech� �e�� � � � � �en�� je libovoln
 aritmetick
 b
ze prostoru �Pn� Vn���� Pak h�e�i� � � � � h �en��i� h
Pn��

i�� �eii je geometrick

b
ze prostoru �Pn� Vn����

D�kaz� Je t	eba uk
zat� �e vynech
n�m libovoln�ho vektoru z dan�ch n� � vektor� dostaneme syst�m n� � line
rn�
nez
visl�ch vektor�� Vynech
me li vektor

Pn��
i�� �ei� dostaneme vektory �e�� � � � � �en��� kter� jsou jako b
ze line
rn�

nez
visl�� Nyn� vynech
me n�kter� �ei�
Nech� vektory �e�� � � � � �ei��� �ei��� � � � � �en���

Pn��
i�� �ei jsou line
rn� z
visl�� Nech� tedy existuje jejich nulov
 line
rn�

kombinace�

�� � �� �e� � � � �� �i�� �ei�� � �i�� �ei�� � � � �� �n��

n��X
i��

�ei

Sumu na konci rozlo��me na jednotliv� vektory�

�� � ��� � �n����e� � � � �� ��i�� � �n��� �ei�� � �n���ei � ��i�� � �n��� �ei�� � � � �� ��n�� � �n��� �en��

Proto�e vektory �e�� � � � � �en�� jsou line
rn� nez
visl�� jsou v tomto v�razu v�echny koe�cienty nulov�� Tedy �n�� � �T
�koe�cient u �ei�� Ostatn� koe�cienty maj� tvar �j � �n�� pro v�echna j � f�� � � � � i � �� i � �� � � � � n � �g� Proto
�j � �n�� � �T � jen�e u� v�me� �e �n�� � �T � proto i �j � �T �

Celkem jsme dostali v�sledek� �e ka�d
 nulov
 line
rn� kombinace libovoln�ch n � � vektor� vybran�ch z dan�ch
n� � vektor� m
 v�echny koe�cienty nulov�� proto jde o geometrickou b
zi prostoru Pn� �

V�ta ����

Nech� O�� � � � � On��� E je geometrick
 b
ze Pn� Pak existuje aritmetick
 b
ze �e�� � � � � �en�� takov
� �e Oi � h�eii a
E � hPn��

i�� �eii�
Je li �e�

�� � � � � �en��
� jin
 takov
 aritmetick
 b
ze� pak existuje � �� �T takov�� �e �ei

� � ��ei�

D�kaz� Nech� Oi � h�uii a E � h�ui� Pak �u je line
rn� kombinac� �u�� � � � � �un���

�u � �� �u� � � � �� �n�� �un��

Kdyby n�kter� �i se rovnalo nule� pak by Oi� E nebyla geometrick
 b
ze �vynech
n�m vektoru �ui bychom dostali n��
vektor�� kter� jsou line
rn� z
visl��� Zvol�me �ei � �i�ui� Pak �u �

Pn��
i�� �ei a dost
v
me b
zi s po�adovanou vlastnost��

Nech� tedy �e�� � � � � �en�� m
 po�adovan� vlastnosti a nech� �e�
�� � � � � �en��

� je jin
 takov
 b
ze� Proto�e Oi � h�eii �
h�ei�i� mus� b�t �ei

� � �i�ei� a z
rove!
Pn��

i�� �ei
� � �

Pn��
i�� �ei� Potom

Pn��
i�� �ei

� �
Pn��

i�� �i�ei � �
Pn��

i�� �ei� Po ode�ten�
dost
v
me

Pn��
i�� ��i � ���ei � �� To je line
rn� kombinace vektor� �e�� � � � � �en��� Proto�e ty jsou nez
visl�� mus� b�t

v�echny koe�cienty t�to kombinace nulov�� Tedy �i � � � �� z �eho� plyne �i � �� co� bylo dok
zati� �
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De�nice ����

Nech� O� � h�e�i� � � � � On�� � h �en��i� E � hPn��
i�� �eii je libovoln
 geometrick
 b
ze Pn� Nech� X � h�xi je bod z Pn�

Pak uspo	
dan
 �n� �� tice �x�� � � � � xn��� prvk� z T takov�ch� �e �x � x��e� � � � �� xn�� �en��� se naz�v
 projektivn�
homogenn� sou�adnice bodu X vzhledem ke geometrick� b
zi O�� � � � � On� E�

P��klad ���


Jednorozm�rn� projektivn� prostor m��eme ch
pat jako svazek p	�mek �� druhu �proch
zej�c�ch jedn�m bodem�
v rovin�� Ka�d� vektor v t�to rovin� pak lze vyj
d	it pomoc� dvou vektor�� kter� ur�uj� b
zi� Tyto vektory vyjad	ujeme
jako dv� p	�mky� ur�en� sm�ry t�chto vektor� �body O�� O� b
ze�� a jednotkov�m bodem b
ze E� Jednotkov� bod
ur�uje� na kterou p	�mku padne sou�et vektor� aritmetick� b
ze� Je tedy d
n pom�r velikost� mezi dv�ma vektory
aritmetick� b
ze �jejich sm�ry jsou d
ny body O�� O� � p	�mky ve svazku�� Vektory jsou tedy body O�� O�� E ur�eny
jednozna�n� a� na n
sobek konstantou �srov� tvrzen� p	edch
zej�c� v�ty��

� ��
�
��
�
�
��

u

O�

O�

E

�e� �e�
�

�e�

�e�
�

V�ta ����

Nech� X � Pn m
 vzhledem ke geometrick� b
zi O�� � � � � On� E projektivn� homogenn� sou	adnice �x�� � � � � xn����
Pak existuje index i � f�� � � � � n��g takov�� �e xi �� �� D
le� jsou li �y�� � � � � yn��� jin� projektivn� homogenn� sou	adnice
bodu X vzhledem ke stejn� b
zi� pak yi � �xi pro vhodn� nenulov� ��

D�kaz� Kdyby v�echna xi byla rovna nule� pak �x �
Pn��

i�� xi�ei by byl nulov� vektor� a X � h�xi by nemohl b�t bod
prostoru Pn�

Nech� �x �
Pn��

i�� xi�ei a �y �
Pn��

i�� yi�ei
�� Proto�e X � h�xi � h�yi� mus� b�t �y � ��x� Ob� aritmetick� b
ze

�e�� � � � � �en�� i �e�
�� � � � � �en��

� odpov�daj� stejn� geometrick� b
zi� Podle v�ty ���� existuje ��slo � takov�� �e �ei
� � ��ei�

Potom �y � ��x � �
Pn��

i�� xi�ei �
Pn��

i�� �xi
�ei
�

�
�
Pn��

i��
�
�
xi�ei

�� Polo��me li � � �
�
� je v�ta dok
z
na� �

De�nice ����

Nech� �Pn� Vn��� je projektivn� prostor a Wk�� je vektorov� podprostor ve Vn��� Potom mno�ina bod� X � h�xi
takov�ch� �e �x �Wk��� se naz�v
 k�rozm	rn� projektivn� podprostor v Pn ur�en� podprostorem Wk���

V�ta ����

Nech� �Qk�Wk��� a �Rl� Ul��� jsou dva projektivn� podprostory v �Pn� Vn���� Pak�

� Mno�ina Qr �Rl � fh�ui'�u � Wk�� � Ul��g je projektivn� podprostor v Pn�

� Mno�ina Qk �Rl � fh�ui'�u �Wk�� � Ul��g je projektivn� podprostor v Pn v p	�pad�� �e Wk�� � Ul�� �� f��g�

D�kaz� je velmi jednoduch�� �

Stejn� jako u vektorov�ch prostor�� plat� i u projektivn�ch prostor� pro dimenzi jejich sou�tu vztah� dim�Qk�Rl� �
k � l � dim�Qk �Rl�

Parametrick� vyjd�en� projektivn�ch podprostor	� Nech� �Qk�Wk��� je projektivn� podprostor �Pn� Vn����
Potom Wk�� mus� b�t podprostor Vn��� Nech� �a�� � � � � �ak�� je b
ze Wk��� Potom ka�d� vektor �x �Wk�� lze vyj
d	it
�x � �� �a�� � � ���k�� �ak��� Pro bod h�xi projektivn�ho podprostoru Qk pak jist� plat�� h�xi � ��h �a�i� � � ���k��h �ak��i�
kde existuje index i tak� �e �i �� �� Z
rove! plat�� �e bod h�xi le�� v Qk pr
v� tehdy� kdy� existuje takov� jeho vyj
d	en��
Jestli�e ozna��me Ai � h�aii� potom rovnice X � ��A� � � � � � �k��Ak�� je parametrick�m zad
n�m projektivn�ho
podprostoru Qk pomoc� pevn�ch bod� Ai�



 KOMPLEXN� A PROJEKTIVN� ROZ���EN� PROSTOR� ��

Obecn� vyjd�en� projektivn�ch podprostor	� Pro obecn� vyj
d	en� projektivn�ho podprostoru �Qk�Wk���
v �Pn� Vn��� po�adujeme n�jakou soustavu rovnic� jej�� 	e�en�m by byl dan� podprostor� Najdeme jist� homogenn�
soustavu rovnic

a��x� � � � � � a��n��xn�� � �
���

� � �
���

���
an�k��x� � � � � � an�k�n��xn�� � �

�

jej�� 	e�en�m je podprostor Wk��� T�m jsou v�ak body podprostoruQk ji� jednozna�n� ur�eny� proto p	edchoz� soustavu
pova�ujeme tak� za obecn� vyj
d	en� projektivn�ho podprostoru �Qk� Vk����

Projektivn� nadrovina prostoru �Pn� Vn��� m
 dimenzi n � �� a je tedy odvozena od n�jak�ho n dimenzion
ln�ho
podprostoru ve Vn��� M
 proto obecn� vyj
d	en�

a�x� � � � �� an��xn�� � ��

Tato nadrovina je zcela p	irozen� d
na jedn�m �norm
lov�m� vektorem ve Vn��� a t�m vlastn� jedn�m bodem v Pn�

Transformace sou�adnic bod	 projektivn�ho prostoru� Nech� O�� � � � � On��� E a O�
�� � � � � O

�
n��� E

� jsou dv�
geometrick� b
ze prostoru �Pn� Vn��� a bod X m
 v nich sou	adnice %x�� � � � � xn��& resp� %x��� � � � � x

�
n��&� Najdeme

odpov�daj�c� aritmetick� b
ze �e�� � � � � �en�� a �e�
�� � � � � �en��

�� Nech� matice A je matic� p	echodu od b
ze �e�� � � � � �en��
k b
zi �e�

�� � � � � �en��
� ve vektorov�m prostoru Vn��� Pak plat��

��e�� � � � � �en��� � ��e�
�� � � � � �en��

��A

Matice A je tvo	ena sloupci� kter� odpov�daj� sou	adnic�m vektor� �ei
� vzhledem k b
zi �e�� � � � � �en��� Vektor �x m��eme

vyj
d	it pomoc� b
ze �e�� � � � � �en���

�x � ��e�� � � � � �en���

�
B� x�

���
xn��

�
CA � ��e�

�� � � � � �en��
��

�
B� x��

���
x�n��

�
CA

Po dosazen� dost
v
me �
B� x�

���
xn��

�
CA � A

�
B� x��

���
x�n��

�
CA

Proto�e b
ze i sou	adnice bod� projektivn�ho prostoru jsou d
ny jednozna�n� a� na nenulov� n
sobek� je i matice A
d
na jednozna�n� a� na nenulov� n
sobek�

Zobrazen� projektivn�ch prostor	� Nech� jsou d
ny dva projektivn� prostory �Pn� Vn��� a �Qm�Wm���� kde
n � m� Pro prost� line
rn� zobrazen� 
 � Vn�� ��Wm�� de�nujeme zobrazen� + � Pn �� Qm tak� �e +�h�xi� � h
��x�i�
Zobrazen� + nazveme koline�rn� zobrazen� prostoru Pn do prostoru Qm ur
en� zobrazen�m 
� Je li + nav�c bijekce�
pak se naz�v
 kolineace�

��	 Projektivn� roz���en� a�nn�ho prostoru

De�nice ����

Nech� �A� Vn� � je a�nn� prostor� Pak mno�inu NA � fh�ui'�� �� �u � Vng nazveme mno�inou sm	r� a�nn�ho
prostoru A�

Na�e dal�� sna�en� povede k identi�kaci mno�iny Pn � A �NA jako projektivn�ho prostoru� Budeme se sna�it nal�zt

projektivn� prostor P�n ekvivalentn� s Pn� Za nosi� prostoru P�n vezmeme vektorov� prostor Vn
�
� L��e�� kde vektor �e

nen� prvkem prostoru Vn� a najdeme bijekci mezi Pn a P�n�
V�ta ����

Nech� zobrazen� � � Pn �� P�n je de�nov
no p	edpisem��
��X� � hPX � �ei� X � A

��h�xi� � h�xi� h�xi � NA

Pak � je bijekce�
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D�kaz� � je injekce� Chceme dok
zat� �e dva r�zn� prvky zobraz� � na dva r�zn� prvky� Nech� nejprve X � A a
h�xi � NA�

��X� � ��h�xi�
hPX � �ei � h�xi
PX � �e � ��x

�e��z�
�Vn

� ��x� PX� �z �
��Vn

a to je spor�
Nech� X�Y � A�

��X� � ��Y �

hPX � �ei � hPY � �ei
PX � �e � ��PY � �e�

��� ���e � �PY � PX

a tedy mus� b�t ob� strany posledn� rovnosti nulov� vektory� Proto � � � a X � Y �
Nech� h�xi� h�yi � NA� V tomto p	�pad� je � identita� a tedy jist� surjekce�

� je surjekce� Pro ka�d� prvek mno�iny P�n chceme naj�t jeho vzor� Nech� �w � Vn
�
� �e� Pak se tento vektor d


jednozna�n� rozlo�it na sou�et �w � �u� ��e� kde �u � Vn� V dal��m postupu budeme rozli�ovat podle ��

�� � � �� ��h�ui� � h�ui � h�wi
�� � �� �� ��P � �u

�
� � h�u

�
� �ei � h�u� ��ei � h�wi

Pro ka�d� prvek h�wi � P�n jsme tedy nalezli jeho vzor� proto � je surjekce� �

De�nice ����

Prostor Pn � A �NA naz�v
me projektivn� roz���en� a�nn�ho prostoru A a zna��me jej An� Body z A naz�v
me
vlastn� body prostoru An� body z NA naz�v
me nevlastn� body prostoru An�

Sou�adnice bod	 projektivn�ho roz���en� a�nn�ho prostoru� Budeme nejprve hledat sou	adnice vlastn�ch
bod�� Nech� bod X � A m
 v reperu hP ' �e�� � � � � �eni sou	adnice %x�� � � � � xn&� Vektory �e�� � � � � �en� �e tvo	� jist� b
zi

vektorov�ho prostoru Vn
�
� �e� proto syst�m h�e�i� � � � � h �eni� h�ei� h

P
i �ei � �ei tvo	� geometrickou b
zi prostoru P�n� Za

sou	adnice bodu X v Pn budeme pova�ovat sou	adnice bodu ��X� v P�n� ��X� � hPX � �ei � hPi xi�ei � �ei� Proto
%x�� � � � � xn� �& jsou sou	adnice bodu X v uveden� geometrick� b
zi� Tak� %�x�� � � � � �xn� �& jsou sou	adnice tohoto bodu
ve stejn� b
zi� Dostali jsme tak a�nn� homogenn� sou�adnice vlastn�ho bodu X v prostoru An�

M
me li naopak zad
ny sou	adnice %x�� � � � � xn� xn��& n�jak�ho vlastn�ho bodu� budeme je �nap	� kv�li porov 
n
n� s jin�m bodem� p	ev
d�t na )norm
ln�* tvar� kdy posledn� sou	adnic� bude jedni�ka� Ten dostaneme takto�
% x�
xn��

� � � � � xn
xn��

� �&�

U nevlastn�ch bod� je situace obdobn
� Za sou	adnice bodu h�ui � Pn budeme pova�ovat sou	adnice ��h�ui� v geo 
metrick� b
zi h�e�i� � � � � h �eni� h�ei� h

P
i �ei��ei prostoru P�n� ��h�ui� � h�ui � hPi ui�ei���ei� kde �u�� � � � � un� jsou sou	adnice

vektoru �u vzhledem k b
zi �e�� � � � � �en prostoru Vn� Proto %u�� � � � � un� �& jsou a�nn� homogenn� sou�adnice nevlastn�ho
bodu h�ui v prostoru An�

,sp��n� jsme tedy roz��	ili a�nn� prostor na projektivn�� D
 se uplatnit i opa�n� postup� Z projektivn�ho prostoru
sta�� vy	�znout jednu nadrovinu �reprezentuj�c� nevlastn� body�� abychom dostali a�nn� prostor�


 Nadkvadriky

	�� Biline�rn� a kvadratick� formy

Op�t trochu line
rn� algebry� V dal��m V bude znamenat vektorov� prostor�
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De�nice ���

Zobrazen� f � V �� R se naz�v
 line�rn� forma� jestli�e pro ka�d� dva vektory �x� �y � V a ka�d� skal
r c plat��
f��x � �y� � f��x� � f��y�� f�c�x� � cf��x��

De�nice ���

Zobrazen� f � V � V �� R se naz�v
 biline�rn� forma� pokud pro v�echny vektory �x� �y� �z � V a pro v�echny
skal
ry c plat�� f��x� �y� �z� � f��x� �z� � f��y� �z�� f��x� �y � �z� � f��x� �y� � f��x� �z�� f�c�x� �y� � cf��x� �y� � f��x� c�y��

Je li d
na b
ze �e�� � � � � �en ve V a v n� vyj
d	en� dva vektory �x � �x�� � � � � xn� a �y � �y�� � � � � yn�� lze snadno ov�	it� �e
f��x� �y� �

Pn
i�j�� xiyjf��ei� �ej�� Matici �f��ei� �ej��

j�����n
i�����n nazveme matic� biline�rn� formy f vzhledem k b�zi �e�� � � � � �en a

zna��me Af � Zobrazen� pak zapisujeme�

f��x� �y� � �x� � � �xn�Af

�
B� y�

���
yn

�
CA

De�nice ���

Biline
rn� formu nazveme symetrickou �resp� antisymetrickou�� jestli�e plat�� f��x� �y� � f��y� �x� �resp� f��x� �y� �
�f��y� �x�� pro ka�dou dvojici vektor� �x� �y � V �

D�le�it� je poznatek� �e symetrick� �resp� antisymetrick�� biline
rn� formy maj� symetrick� �resp� antisymetrick��
matice�

M��eme tak� zav
d�t komplexn� roz��	en� biline
rn�ch forem� De�nujeme biline
rn� formu fC � V C � V C �� C
p	edpisem� fC � �x� � i �y�� �x� � i �y�� � f�x�� x�� � f�y�� y�� � i�f�x�� y�� � f�x�� y���� Lze dok
zat� �e forma z�st
v

biline
rn� �d�ky bilinearit� f�� a tak� fC	V � f �

De�nice ���

Nech� f je biline
rn� forma nad V � Pak zobrazen� F � V �� R dan� p	edpisem� F ��x� � f��x� �x�� se naz�v

kvadratick� forma�

Kvadratickou formu zapisujeme�

F ��x� � �x� � � �xn�AF

�
B� x�

���
xn

�
CA

Jej� odpov�daj�c� biline
rn� forma �a tedy i matice� nen� ur�ena jednozna�n�� Je v�ak ur�ena jednozna�n� odpov�daj�c�
symetrick
 biline
rn� forma �a tedy i matice��

Kvadratickou formu lze zapsat tak� pomoc� line
rn�ch forem�

F ��x� � �x� � � �xn�

�
B� F���x�

���
Fn��x�

�
CA �

kde Fi��x� � ai�x� � � � �� ainxn jsou tzv� asociovan� line�rn� formy�

	�� Z�kladn� pojmy teorie nadkvadrik

Budeme se pohybovat v projektivn�m prostoru� jeho� nosi�em je komplexn� roz��	en� vektorov�ho prostoru Vn��� Tento
prostor je komplexn�m a projektivn�m roz��	en�m �v tomto po	ad�� a�nn�ho prostoru� Budeme jej zna�it �PC

n � V
C
n����

Alternativn� zna�en� je AC
n �

De�nice ��


Nech� F je nenulov
 kvadratick
 forma na Vn��� Nech� FC je jej� komplexn� roz��	en�� Mno�inu bod� X � h�xi � PC
n

takov�ch� �e FC��x� � �� naz�v
me nadkvadrikou v PC
n � Pro n � � pou��v
me pojem ku�elose
ka� pro n � � kvadrika�
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Poznmka ���

Abychom u�inili zadost korektnosti p	edchoz� de�nice� je t	eba uv�st� �e p	i nulov
n� na kvadratick� form� FC

nez
le�� na v�b�ru reprezentanta �x pro bod X� Je li toti� X � h�xi � h��xi� je FC���x� � ��F ��x�� Tedy forma je bu"
pro oba vektory �x� ��x nulov
� nebo nulov
 nen� ani pro jeden z nich�

Zvol�me n�jakou b
zi O�� � � � � On��� E prostoru Pn �je z
rove! b
z� PC
n �� Je li AF � �aij� matic� formy F � pak m��eme

zapsat re
ln� body kvadriky v obecn�m vyj
d	en� Q �
Pn

i�j�� aijxixj � �� Je li Q � Pn � �� naz�v
me nadkvadriku
form�ln	 re�lnou�

De�nice ���

Nech� Q � FC��x� � � je nadkvadrika v PC
n � Body P � h�pi� R � h�ri budeme naz�vat pol�rn	 sdru�en� �konjugovan�

vzhledem k nadkvadrice Q� jestli�e fC��p� �r� � �� kde fC je symetrick
 biline
rn� forma odpov�daj�c� FC�

Poznmka ���

P	edchoz� de�nice si op�t �
d
 d�kazu korektnosti� Jsou li��p� ��r jin� reprezentanti pro body P�R� bude fC ���p� ��r� �
��fC ��p� �r�� V�razy fC ���p� ��r� i fC ��p� �r� jsou bu" oba nulov�� nebo �
dn� z nich�

Pou�ijeme li zjednodu�en� maticov� z
pis Q � XTAX � � pro nadkvadriku Q� kde X zna�� sloupcov� vektor sou	adnic
vektoru �x� pak podm�nku pol
rn� sdru�enosti lze zapsat PTAR � ��

De�nice ���

Bod P nazveme singul�rn�m bodem nadkvadriky Q � FC��x� � �� je li pol
rn� sdru�en� se v�emi body prostoru
�PTAX � � pro ka�d� bod X��

Bod P nazveme regul�rn�m bodem nadkvadriky Q � FC��x� � �� jestli�e je bodem t�to nadkvadriky a nen� singul
rn��

Poznmka ����

Singul
rn� bod nadkvadriky le�� na t�to nadkvadrice� Je toti� pol
rn� sdru�en� se v�emi body v prostoru� Body
le��c� na nadkvadrice jsou v�ak dle de�nice pr
v� ty� kter� jsou pol
rn� sdru�eny samy se sebou� co� singul
rn� bod
jist� spl!uje�

De�nice ����

Nadkvadrika Q se naz�v
 singul�rn�� jestli�e obsahuje alespo! jeden singul
rn� bod� V opa�n�m p	�pad� se naz�v

regul�rn��

V�ta ����

Matice A odpov�daj�c� kvadratick� form� FC nadkvadriky Q je singul
rn� pr
v� tehdy� kdy� je nadkvadrika Q
singul
rn��

D�kaz� Nech� Q je singul
rn�� Pak existuje jej� singul
rn� bod� ozna��me ho nap	� S� Pak plat�� STAX � � pro ka�d�
bod X� Jinak zaps
no� mus� b�t F���s�x� � � � �� Fn����s�xn�� � � pro ka�d� vektor �x � �x�� � � � � xn���� kde Fi jsou
asociovan� line
rn� formy kvadratick� form� F � To lze ov�em pr
v� tehdy� kdy� v�echny Fi��s� jsou rovny nule� Proto
mno�ina v�ech singul
rn�ch bod� jsou pr
v� 	e�en� soustavy rovnic Fi��s� � �� Tato soustava se v�ak d
 zapsat pomoc�
prvk� matice A�

a��s� � � � � � a��n��sn�� � �
���

� � �
���

���
an����s� � � � � � an���n��sn�� � �

Nadkvadrika Q je singul
rn� pr
v� tehdy� kdy� tato soustava m
 jin� 	e�en� ne� nulov� vektor� a to je pr
v� tehdy�
kdy� je hodnost matice A men�� ne� n� �� co� je ekvivalentn� singularit� matice A� �

V�ta ����

Nech� P je singul
rn� bod nadkvadriky Q � FC��x� � � a R je jej� libovoln� bod� Pak cel
 p	�mka PR je sou�
st�
nadkvadriky Q�

D�kaz� V projektivn�m prostoru se d
 p	�mka parametricky zapsat pomoc� jej�ch dvou bod�� X � �P � �R pro
%�� �& �� %�� �&� Pak FC��x� � FC���p � ��r� � fC ���p � ��r� ��p� ��r� � ��fC ��p� �p� � ���fC��p� �r� � ��fC ��r� �r�� To je
rovno nule� proto�e fC��p� �p� � fC��p� �r� � � d�ky singularit� P � a fC ��r� �r� � FC��r� � � d�ky tomu� �e R � Q� Tedy i
X � Q� �
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V�ta ����

Nech� Q � FC��x� � � je nadkvadrika a S jej� regul
rn� bod� Pak mno�ina bod� pol
rn� sdru�en�ch s S je nadrovina�

D�kaz� Je li Q � XTAX � �� pak pro pevn� bod S hled
me takov� body X� pro n�� plat� XTAS � �� To odpov�d

rovnici F���s�x� � � � �� Fn����s�xn�� � �� kde Fi jsou asociovan� line
rn� formy� Tato rovnice je obecn�m vyj
d	en�m
nadroviny� �

De�nice ���


Nadrovina bod� pol
rn� sdru�en�ch s regul
rn�m bodem nadkvadriky se naz�v
 pol�rn� nadrovinou tohoto bodu�

De�nice ����

Nadrovina � se naz�v
 te
nou nadrovinou nadkvadriky Q� pokud � � Q nebo ��Q je singul
rn� nadkvadrika v ��

V�ta ����

Nech� Q je nadkvadrika a �k je podprostor v PC
n � Pak Q � �k je nadkvadrika v �k�

D�kaz� Nech� prostor �k m
 parametrick� vyj
d	en� X � b�R� � � � � � bk��Rk��� Pr�nikem tohoto prostoru jsou
ty body� kter� maj� toto parametrick� vyj
d	en�� a p	itom se jejich aritmeti�t� z
stupci nuluj� na kvadratick� form�
odpov�daj�c� nadkvadrice Q� FC��x� �

Pk��
i�j�� bibjf

C ��ri� �rj�� Polo��me li tento v�raz roven nule� m
me pr
v� zad
n�
nadkvadriky v podprostoru �k� �

De�nice ����

Nech� Q je nadkvadrika v Pn a �k je k rozm�rn� podprostor v PC
n � (ekneme� �e �k je te
n� podprostor Q� jestli�e

�k � Q nebo �k �Q je singul
rn� nadkvadrika v �k�

V�ta ����

Nech� T je regul
rn� bod nadkvadriky Q� Pak pol
rn� nadrovina bodu T je te�nou nadrovinou Q� Naopak� je li �
te�n
 nadrovina Q� kter
 obsahuje jej� regul
rn� bod� pak je � pol
rn� nadrovinou tohoto bodu�

D�kaz� Nech� T je regul
rn� bod nadkvadriky Q � FC��x� � � a nech� � je pol
rn� nadrovina bodu T � Pak � m
 rovnici�
� � X � �T �

Pn��
i�� �iRi� Vyj
d	�me nyn� pr�nik Q � � jako mno�inu bod� � � ve kter�ch je FC��x� � � � fC ��x� �x� �

��fC��t��t���
P

i ��if
C ��t� �ri��

P
i�j �i�jf

C ��ri� �rj�� To je jist� rovnice kvadriky v � � Je v�ak nav�c fC��t��t� � � �bod T

le�� na kvadrice� a fC ��t� �ri� � � �body Ri jsou pol
rn� sdru�en� s T �� Proto rovnice t�to kvadriky vypad
 sp��e takto�
Q � � � � �

P
i�j �i�jf

C��ri� �rj�� Matice t�to nadkvadriky v aritmetick� b
zi �t� �r�� � � � � �rn�� prostoru � vypad
 takto��
BBB�

� � � � � �
�
��� fC��ri� �rj�
�

�
CCCA ����

Tato matice je singul
rn�� proto i nadkvadrika Q � � je podle v�ty ���� singul
rn�� a je tedy � te�nou nadrovinou
kvadriky Q�

Je li naopak � te�n
 nadrovina� dot�kaj�c� se nadkvadriky v jej�m regul
rn�m bod� T � pak Q�� mus� b�t z de�nice
te�n� nadroviny singul
rn� nadkvadrikou v � � Matice A nadkvadriky Q � � je tedy singul
rn�� a mus� proto existovat
aritmetick
 b
ze nadroviny � �t� �r�� � � � � �rn��� vzhledem k n�� m
 matice nadkvadriky Q � � tvar ��� Z toho je z	ejm��
�e fC ��t� �ri� � �� Tedy bod T je pol
rn� sdru�en� se v�emi body Ri� a je proto pol
rn� sdru�en� s celou nadrovinou � �
�

P��klad ����

Chceme li nal�zt body dotyku te�en spu�t�n�ch na ku�elose�ku z dan�ho bodu� sta�� nal�zt pol
rn� p	�mku tohoto
bodu a zjistit jej� pr�nik s ku�elose�kou� Body dotyku jsou toti� pr
v� ty body body na ku�elose�ce� kter� jsou pol
rn�
sdru�en� s dan�m bodem�
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	�� Projektivn� vlastnosti a klasi�kace nadkvadrik

V�ta ����

Nech� Q � FC��x� � � je nadkvadrika� Pak existuje takov
 geometrick
 b
ze O�� � � � � On��� E� �e Q m
 v n� rovnici
tvaru

Q � x�� � � � �� x�p � x�p�� � � � � � x�h� ����

kde h � n� � je hodnost nadkvadriky Q ��hodnost jej� matice� a h � �p�

De�nice ����

Tvar �� rovnice kvadriky naz�v
me norm�ln� rovnice kvadriky�

D�kaz� v�ty �����
V d�kaze pop��eme postup� jeho� pomoc� se d
 norm
ln� rovnice kvadriky skute�n� naj�t� Proto�e kvadrika Q

nen� nulov
� existuje bod O� takov�� kter� na n� nele��' O� �� Q� V t�to chv�li najdeme pol
rn� nadrovinu bodu O� a
ozna��me w�� Mohou nastat dv� mo�nosti�

�� w� � Q� Zvol�me line
rn� nez
visl� body O�� � � � � On�� z nadroviny w� a dostaneme tak v�echny z
kladn� body
hledan� b
ze� Nadkvadrika bude m�t v tomto p	�pad� norm
ln� rovnici x�� � ��

�� w� �� Q� Vybereme bod O� � w� tak� aby O� �� Q� Najdeme pol
rn� nadrovinu bodu O� a ozna��me ji w�� Op�t
mohou nastat dv� mo�nosti�

�a� w� � w� � Q� Dopln�me O�� O� na geometrickou b
zi line
rn� nez
visl�mi body O�� � � � � On�� vybran�mi
z podprostoru w� �w�� Nadkvadrika bude m�t v tomto p	�pad� norm
ln� rovnici x�� � x�� � ��

�b� w� � w� �� Q� Vybereme bod O� � w� � w� tak� aby O� �� Q� Najdeme pol
rn� nadrovinu bodu O� a
ozna��me ji w�� Op�t nastanou dv� mo�nosti� � �

T�mto postupem z�sk
me z
kladn� body b
ze O�� � � � � On��� kter� jsou po dvou pol
rn� sdru�en�� Proto fC ��oi� �oj� � �
pro v�echna i �� j� Proto matice nadkvadriky v t�to b
zi bude m�t na v�ech nediagon
ln�ch pozic�ch sam� nuly�

Na pozic�ch diagon
ln�ch budou do jist�ho indexu kladn
 ��sla� pak z
porn
� a nakonec sam� nuly� Z kladn�ch
a z
porn�ch ��sel pot	ebujeme ud�lat jedni�ky a minus jedni�ky� To u�in�me takto� je li aii � fC ��oi� �oi� �� �� pak
vezmeme m�sto �oi prvek �oi

� � �oip
jaiij

� Ve v�ech ostatn�ch p	�padech klademe �oi
� � �oi� Jednotkov� prvek E geometrick�

b
ze pak spo�teme z aritmetick� b
ze E � hPn��
i�� �oi

�i� Cel
 geometrick
 b
ze je pak O�
�� � � � � O

�
n��� E� �

V�ta ����

Nech� nadkvadrika Q m
 norm
ln� rovnici ��� Pak plat��

�� �p � �� je nejv�t�� ��slo k takov�� �e existuje k rozm�rn� podprostor R v PC
n � kter� nem
 s Q spole�n� �
dn�

re
ln� bod�

�� �n� p� je nejv�t�� ��slo l takov�� �e existuje re
ln� l rozm�rn� podprostor S v PC
n � kter� le�� cel� v Q�

D�kaz� Nejprve dok
�eme existenci prostoru dimenze �p � �� s po�adovanou vlastnost� bodu �� Nech� R je d
n
parametrick�mi rovnicemi R � xp�� � �� � � � � xn�� � �� Tento prostor m
 dimenzi �p � �� a jeho pr�nik s Q je
nadkvadrika� Q �R � x�� � � � �� x�p � �� Ta v�ak nem
 �
dn� re
ln� bod�

Nyn� najdeme prostor S s vlastnost� po�adovanou bodem �� S � x� � xp��� x� � xp��� � � � � xh�p � xh� xh�p�� �
�� � � � � xp � �� Tento prostor je jist� cel� obsa�en v Q�

Nech� re
ln� podprostor R� je dimenze p� Pak dim�R��S� � � dim�R� � S�� �z �
�n

� dim�R��� �z �
�p

� dim�S�� �z �
�n�p

� �� Tedy pr�nik

R� � S nen� pr
zdn�� p	itom obsahuje pouze re
ln� body� Tedy existuje re
ln� bod X � R� � S� Proto�e v�ak S le��
cel� v Q� je i bod X sou�
st� Q� T�m je dok
z
na maximalita dimenze prostoru R�

Je li S libovoln� re
ln� podprostor dimenze �n� p� ��� pak
dim�R � S�� � � dim�R� S��� �z �

�n

� dim�R�� �z �
�p��

� dim�S��� �z �
�n�p��

� �� Op�t je R � S� nepr
zdn
 mno�ina� Nech� X je jej� libovoln�

prvek� pak je re
ln�� a p	itom nele�� v Q �jako cel� R�� Tedy dostali jsme maximalitu dimenze prostoru S� �
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V�ta ����

Ke ka�d� nadkvadrice Q na p	�mce PC
� existuje takov
 geometrick
 b
ze� �e v n� m
 Q jednu z n
sleduj�c�ch rovnic�

�� x�� � x�� � � %�i� �&
�� x�� � x�� � � %��� �&
�� x�� � � %�� �&

V�ta ���


Ke ka�d� ku�elose�ce Q v rovin� PC
� existuje takov
 geometrick
 b
ze� �e v n� m
 Q jednu z n
sleduj�c�ch rovnic�

�� x�� � x�� � x�� � � imagin
rn� regul
rn� ku�elose�ka
�� x�� � x�� � x�� � � re
ln
 regul
rn� ku�elose�ka
�� x�� � x�� � � dvojice imagin
rn� sdru�en�ch p	�mek� x� � �ix�
�� x�� � x�� � � dvojice re
ln�ch p	�mek� x� � �x�
� x�� � � dvojn
sobn
 p	�mka� x� � �

V�ta ����

Ke ka�d� kvadrice Q v prostoru PC
� existuje takov
 geometrick
 b
ze� �e v n� m
 Q jednu z n
sleduj�c�ch rovnic�

�� x�� � x�� � x�� � x�	 � � imagin
rn� regul
rn� kvadrika
�� x�� � x�� � x�� � x�	 � � re
ln
 regul
rn� kvadrika
�� x�� � x�� � x�� � x�	 � � p	�mkov
 regul
rn� kvadrika
�� x�� � x�� � x�� � � imagin
rn� ku�elov
 plocha
� x�� � x�� � x�� � � re
ln
 ku�elov
 plocha
�� x�� � x�� � � dvojice imagin
rn� sdru�en�ch rovin
�� x�� � x�� � � dvojice re
ln�ch rovin
�� x�� � � dvojn
sobn
 rovina

	�	 A�nn� vlastnosti a klasi�kace nadkvadrik

Budeme nyn� pracovat s prostorem AC
n � Ten je sice izomorfn� s prostorem PC

n � my ale budeme d
le rozli�ovat mezi
vlastn�mi a nevlastn�mi body� D
le budeme p	edpokl
dat� �e ka�d� vlastn� bod m
 sou	adnice tvaru %x�� � � � � xn� �& a
ka�d� nevlastn� bod ve tvaru %u�� � � � � un� �&�

Jestli�e v �ist� projektivn�m prostoru jsme rovnici nadkvadriky zapisovali
Pn��

i�j�� aijxixj � �� lze nad
le pou 
��t z
pis

Pn
i�j�� aijxixj � �

Pn
i�� ai�n��xi � an���n�� � � pro vlastn� body �p	edpokl
d
me� �e xn�� � �� a z
pisPn

i�j�� aijuiuj pro nevlastn� body �za p	edpokladu� �e un�� � ��� P�vodn� matici A tedy rozlo��me na �tvercovou

matici 	
du n A� sloupcov� vektor �a a ��slo a takto�

A �

	
A �a
�aT a




Z	ejm� a � an���n��� Budeme d
le vynech
vat posledn� sou	adnici bod�� kter
 bude v�dy rovna jedn� pro vlastn� a
nule pro nevlastn� body� Budeme tedy uva�ovat body X � %x�� � � � � xn& � %x�� � � � � xn� �& a vektory �u � �u�� � � � � un� �
%u�� � � � � un� �&� Potom rovnice nadkvadriky bude m�t tvar XTAX � ��aTX � a � � resp� �uTA�u � ��

De�nice ����

Bod S nazveme st	edem nadkvadriky Q� je li pol
rn� sdru�en se v�emi nevlastn�mi body�

V�ta ����

Je li S st	edem nadkvadriky Q a nen� singul
rn�m bodem� pak jeho pol
rn� nadrovinou je nadrovina nevlastn�ch
bod� �nevlastn� nadrovina��

D�kaz� z	ejm�� �
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V�ta ����

Nech� Q m
 v a�nn� sou	adn� soustav� hP ' �e�� � � � � �en��i rovnici Q � �xTA�x � �� Bod S � �s�� � � � � sn��� je jej�m
st	edem pr
v� tehdy� kdy� jeho sou	adnice �s�� � � � � sn��� jsou 	e�en�m soustavy

F���s� � a��s� � � � � � a��n��sn�� � �
���

���
� � �

���
���

Fn��s� � an�s� � � � � � an�n��sn�� � �

D�kaz� Podle de�nice je S st	edem pr
v� tehdy� kdy� STAX � � pro v�echny nevlastn� body X� Rovnici STAX � �
lze pomoc� asociovan�ch line
rn�ch forem zapsat F���s�x� � � � �� Fn��s�xn � Fn����s�xn�� � �� Proto�e v�ak xn�� � �
pro ka�d� nevlastn� bod X� po�adujeme pouze� aby v�echny line
rn� formy F�� � � � � Fn byly vektorem �s vynulov
ny� �

De�nice ����

Nadkvadrika� kter
 m
 alespo! jeden vlastn� st	ed� se naz�v
 st�edov� nadkvadrika� V opa�n�m p	�pad� ji budeme
naz�vat nest�edov� nadkvadrika�

De�nice ����

Pol
rn� nadrovina nevlastn�ho bodu� kter� nen� singul
rn�m bodem nadkvadrikyQ� se naz�v
 pr�m	rov� nadrovina
nadkvadriky�

Pol
rn� p	�mka nevlastn�ho bodu� kter� nen� singul
rn�m bodem ku�elose�ky Q� se naz�v
 pr�m	r ku�elose
ky�

De�nice ����

Pol
rn� nadrovina nevlastn�ho regul
rn�ho bodu nadkvadriky Q se naz�v
 asymptotick� nadrovina nadkvadriky�

V�ta ����

Ke ka�d� nadkvadrice Q existuje n line
rn� nez
visl�ch vektor� �e�� � � � � �en takov�ch� �e h�e�i� � � � � h �eni jsou vzhledem
ke Q po dvou pol
rn� sdru�en��

D�kaz� Vezmeme nejprve v $vahu nadrovinu v�ech nevlastn�ch bod� NA� Mohou nyn� nastat dva p	�pady�

�� Je li NA � Q� pak libovoln�ch n line
rn� nez
visl�ch sm�r� spl!uje podm�nku v�ty�

�� Pokud NA �� Q� pak vybereme libovoln� nevlastn� bod h�e�i � O� �� Q� Jeho pol
rn� nadrovinu ozna��me w��
Mohou nyn� nastat dva p	�pady�

�a� Je li NA � w� � Q� pak libovoln�ch �n � �� line
rn� nez
visl�ch sm�r� z NA � w� spolu s O� spl!uje
podm�nku v�ty�

�b� Pokud NA �w� �� Q� pak vybereme libovoln� nevlastn� bod w� � h�e�i � �� �� Q� Jeho pol
rn� nadrovinu
ozna��me w�� Mohou nyn� nastat dva p	�pady� � �

T�mto postupem z	ejm� z�sk
me sm�ry po�adovan�ch vlastnost�� �

V�ta ����

Nech� Q je nadkvadrika a hP ' �e�� � � � � �eni je a�nn� sou	adn
 soustava takov
� �e O� � h�e�i� � � � � On � h �eni jsou po
dvou pol
rn� sdru�en� vzhledem ke Q� Pak v t�to sou	adn� soustav� m
 Q rovnici Q �

Pn
i�� aiixi�

Pn
i�� aixi�a � ��

D�kaz� Matice A m
 na pozici �i� j� ��slo aij � fC��ei� �ej�� Proto�e tyto vektory jsou po dvou pol
rn� sdru�en�� je
aij � � pro i �� j� �

V�ta ���


Nech� Q je st	edov
 nadkvadrika� Pak v a�nn� sou	adn� soustav� hP ' �e�� � � � � �eni� kde P je vlastn�m st	edem Q�
m
 Q rovnici� Q �

Pn
i�j�� aijxixj � a � ��

D�kaz� Jestli�e P je po�
tek sou	adn� soustavy� pak m
 projektivn� sou	adnice ��� � � � � �� ��� Body Oi � h�eii maj�
sou	adnice nulov� a� na i tou� kter
 je rovna jedn�� Potom PTAOi � ai�n��� Ale PTAOi � �� proto�e P je st	ed�
proto ai�n�� � �� �
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D	sledek ����

Nech� Q je st	edov
 nadkvadrika� Pak existuje a�nn� sou	adn
 soustava takov
� �e v n� m
 Q jednu z n
sleduj�c�ch
rovnic�

�� x�� � � � �� x�p � x�p�� � � � � � x�h�� � � � � pro �p � h� �' h � h�Q�

�� x�� � � � �� x�p � x�p�� � � � � � x�h�� � � � � pro �p � h� �' h � h�Q�

�� x�� � � � �� x�p � x�p�� � � � � � x�h � � pro �p � h� �' h � h�Q�

�� x�� � �

D�kaz� V�sledek p	edchoz�ch dvou v�t sta�� )normovat�* tedy vz�t �ei
� � �eip

jaiij
� �

V�ta ����

Nech� Q je nest	edov
 nadkvadrika� Zvol�me a�nn� sou	adnou soustavu hP ' �e�� � � � � �eni tak� �e P je regul
rn� bod Q�
�en ur�uje nevlastn� st	ed� �e�� � � � � �en�� vol�me ze zam�	en� te�n� nadroviny ke Q v bod� P takov�� �e h�e�i� � � � � h �en��i
jsou pol
rn� sdru�en�� Pak v t�to a�nn� sou	adn� soustav� m
 Q rovnici�

Ph��
i�� aiix

�
i � �anxn � � pro h � h�Q�'

h � ��

D�kaz� Bod P je regul
rn� bod nadkvadriky� proto PTAP � �� Proto�e v�ak bod P m
 sou	adnice %�� � � � � �� �&�
je PTAP � a� proto a � �� Nech� On � h �eni je st	ed nadkvadriky Q� Proto je OT

nAOi � � pro � � i � n�
Projektivn� bod On m
 sou	adnice %�� � � � � �� �� �&� Body Oi maj� sou	adnice nulov� a� na i tou� kter
 je rovna jedn��
Proto OT

nAOi � ain � �� To plat� i pro i � n �proto�e On je pol
rn� sdru�en se v�emi sm�ry� je sdru�en i s
m se
sebou�� a tak i ann � �� Tak� PTAOi � ai � � pro � � i � n� proto�e v�echny takov� Oi jsou ze zam�	en� te�n�
nadroviny ke Q v bod� P � Pouze an nebude rovno nule� Matice A m
 tedy tvar��

BBBBBBB�

a�� � �

�
�� � � �� �� ��

� � ah���h��
��T ����T � �
��T � � an
��T � an �

�
CCCCCCCA

Vid�me� �e hodnost t�to matice je pr
v� ��slo h� �

V�ta ����

Ke ka�d� ku�elose�ce Q v rovin� AC
� existuje takov
 a�nn� sou	adn
 soustava� �e v n� m
 Q jednu z rovnic�

�� x�� � x�� � x�� � � x� � y� � � � � imagin
rn� elipsa
�� x�� � x�� � x�� � � x� � y� � � � � re
ln
 elipsa
�� x�� � x�� � x�� � � x� � y� � � � � hyperbola
�� x�� � �x� � � x� � �y � � parabola
� x�� � x�� � � x� � y� � � dv� imagin
rn� sdru�en� r�znob��ky
�� x�� � x�� � � x� � y� � � dv� re
ln� r�znob��ky
�� x�� � x�� � � x� � � � � dv� imagin
rn� sdru�en� rovnob��ky
�� x�� � x�� � � x� � � � � dv� re
ln� rovnob��ky
�� x�x� � � vlastn� a nevlastn� p	�mka

��� x�� � � x� � � dvojn
sobn
 p	�mka

V�ta ����

Ke ka�d� kvadrice Q v prostoru AC
� existuje takov
 a�nn� sou	adn
 soustava� �e v n� m
 Q jednu z rovnic�
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�� x�� � x�� � x�� � x�	 � � x� � y� � z� � � � � imagin
rn� elipsoid
�� x�� � x�� � x�� � x�	 � � x� � y� � z� � � � � re
ln� elipsoid
�� x�� � x�� � x�� � x�	 � � x� � y� � z� � � � � jednod�ln� hyperboloid
�� x�� � x�� � x�� � x�	 � � x� � y� � z� � � � � dvoud�ln� hyperboloid
� x�� � x�� � �x�x	 � � x� � y� � �z � � eliptick� paraboloid
�� x�� � x�� � �x�x	 � � x� � y� � �z � � hyperbolick� paraboloid
�� x�� � x�� � x�� � � x� � y� � z� � � imagin
rn� ku�el
�� x�� � x�� � x�� � � x� � y� � z� � � re
ln� ku�el
�� x�� � x�� � x�	 � � x� � y� � � � � imagin
rn� v
lec

��� x�� � x�� � x�	 � � x� � y� � � � � re
ln� v
lec
��� x�� � x�� � x�	 � � x� � y� � � � � hyperbolick� v
lec
��� x�� � �x�x	 � � x� � �z � � parabolick� v
lec
��� x�� � x�� � � x� � y� � � dv� imagin
rn� sdru�en� r�znob��n� roviny
��� x�� � x�� � � x� � y� � � dv� re
ln� r�znob��n� roviny
�� x�� � x�	 � � x� � � � � dv� imagin
rn� sdru�en� rovnob��n� roviny
��� x�� � x�	 � � x� � � � � dv� re
ln� rovnob��n� roviny
��� x�x	 � � nevlastn� rovina a vlastn� rovina
��� x�� � � x� � � dvojn
sobn
 vlastn� rovina
��� x�	 � � dvojn
sobn
 nevlastn� rovina

	�� Metrick� vlastnosti nadkvadrik

V t�to kapitole se budeme pohybovat v projektivn�m roz��	en� komplexn�ho roz��	en� euklidovsk�ho prostoru ECn �
Nebudeme v�ak po��tat s nevlastn�mi body� Rovnice nadkvadrik budou m�t� stejn� jako v a�nn�m prostoru� tvar
XTAX � ��aTX � a � �� Matice nadkvadrik budou vypadat takto�	

A �a
�aT a




De�nice ����

Sm�r ur�en� nenulov�m vektorem �u se naz�v
 hlavn� sm	r nadkvadriky Q� je li pol
rn� sdru�en se v�emi kolm�mi
sm�ry�

De�nice ����

Vlastn� pr�m�rov
 nadrovina nevlastn�ho bodu� kter� nen� singul
rn�m bodem ani st	edem nadkvadriky Q� ale
kter� je jej�m hlavn�m sm�rem� se naz�v
 hlavn� �osov� nadrovina nadkvadriky Q�

V�ta ����

Ke ka�d� nadkvadrice Q existuje alespo! n na sebe kolm�ch hlavn�ch sm�r�� M
 li Q v n�jak� kart�zsk� sou	adn�
soustav� rovnici Q � XTAX � ��aTX � a � �� pak vektor �u ur�uje hlavn� sm�r Q pr
v� tehdy� kdy� �u je vlastn� vektor
matice A�

D�kaz� Nech� �u ur�uje nevlastn� bod� kter� nen� ani singul
rn�m bodem ani st	edem Q� Vektor �u ur�uje hlavn� sm�r
pr
v� tehdy� kdy� pro ka�d� vektor �x � �x�� � � � � xn� takov�� �e u�x� � � � �� unxn � � �tedy �x � �u�� plat�� �uTA�x � �
�tedy �u� �x pol
rn� sdru�eny�� M��eme ps
t� �uTA�x � F���u�x� � � � � � Fn��u� � �� To lze splnit pro v�echny vektory
�x pouze tehdy� je li Fi��u� � �ui pro n�jak� re
ln� ��slo �� Jinak zaps
no� mus� b�t �F���u�� � � � � Fn��u�� � ��u� a tedy
A�u � ��u� Dostali jsme tak v�sledek� �e podm�nka pro vlastn� vektory matice A je ekvivalentn� podm�nce na hlavn�
sm�ry nadkvadriky Q�

Z line
rn� algebry v�me� �e ka�d
 symetrick
 matice 	
du n m
 n na sebe kolm�ch vlastn�ch vektor�� odkud plyne
prvn� �
st v�ty� �

De�nice ����

Vlastn�m ��sl�m matice A budeme 	�kat hlavn� 
�sla nadkvadriky Q�



� NADKVADRIKY ��

V�ta ����

Nech� Q �
Pn

i�j�� aijxixj � �
Pn

i�� aixi � a � � je rovnice nadkvadriky Q v kart�zsk� sou	adn� soustav�� Pak
existuje kart�zsk
 sou	adn
 soustava takov
� �e v n� m
 Q jednu z rovnic�

hX
i��

�iy
�
i � B � � ���

hX
i��

�iy
�
i � �Cyh�� � �� ����

kde B�C � R� C �� �� h � h�Q� a ��� � � � � �h jsou nenulov
 vlastn� ��sla A�

D�kaz� Nech� �u�� � � � � �un je ortogon
ln� posloupnost vektor� ur�uj�c�ch hlavn� sm�ry Q� Zvol�me nejprve reper R �
hP ' �u�� � � � � �uni� Nech� m
 Q v t�to kart�zsk� sou	adn� soustav� rovnici Q � XTBX � ��bTX � b � �� Proto�e vektory
�ui jsou hlavn� sm�ry a navz
jem kolm�� je pro i �� j fC ��ui� �uj� � �� Prvky bij matice B jsou v�ak pr
v� hodnoty
fC ��ui� �uj�� proto jsou nulov��

D
le plat�� B �ui � �i �ui� proto�e vlastn� hodnoty i vektory maj� matice A a B spole�n�� Vektor �ui m
 v�ak v nov�m
reperu sou	adnice nulov�� a� na i tou� kter
 je rovna jedn�� Proto B �ui � ��� � � � � �� bii� �� � � � � �� � ��� � � � � �� �i� �� � � � � ���
tedy bii � �i� Dost
v
me tak rovnici nadkvadriky Q �

Ph
i�� �ix

��
i � �

Pn
i�� bix

�
i � b � ��

V dal��m kroku provedeme transformaci yi � �xi�
bi
�i

� pro i � � � � �h a yi � x�i pro i � h�� � � � n� V nov� kart�zsk�
sou	adn� soustav� dostaneme rovnici�

Q �
hX
i��

�iy
�
i � �

nX
j�h��

bjyj � b�
hX
i��

b�i
�i

����

Mohou nyn� nastat dva p	�pady�

�� bh�� � � � � � bn � �� pak polo��me B � b�Ph
i��

b�i
�i

a dost
v
me rovnici ��

�� Existuje index j � fh � �� � � � � ng takov�� �e bj �� �� Ozna��me nejprve C �
q
b�h�� � � � �� b�n a op�t B �

b�Ph

i��
b�i
�i

a zavedeme transformaci� yi � y�i pro v�echna i � f�� � � � � hg� Transformace sou	adnic yj na y�j pro
j � fh � �� � � � � ng pou��v
 zna�n� komplikovanou konstrukci a cel� d�kaz je potom velmi technicky n
ro�n��
Uvedeme d
le pouze speci
ln� p	�pad ve t	ech dimenz�ch� na kter�m je vid�t hlavn� my�lenka t�to konstrukce�

Dostali jsme tedy rovnici �y�i � �b�y� � �b�y� � B � � �viz rovnice ���� Potom je C �
p
b�� � b�� a zvol�me

n
sleduj�c� transformaci�

y� � y��

y� �
b�
C
y�� �

b�
C
y��

y� �
b�
C
y�� �

b�
C
y��

Po dosazen� dost
v
me� �y��� � �b�� b�C y
�
� � b�

C
y��� � �b�� b�C y

�
� � b�

C
y��� � B � �y��� � � b

�
��b

�
�

C
y�� � ��b�b� � b�b��y�� �

�y��� � �Cy�� � B � �� Posledn� transformace z� � y��� z� � y�� � B
�C a z� � y�� n
m d
 kone�n� v�sledek

�z�� � �Cz� � ��

�

V�ta ���


Nech� Q je nadkvadrika a A jej� matice v n�jak� kart�zsk� sou	adn� soustav�� Pak ��slo jAj se nem�n� p	i transfor 
maci do jin� kart�zsk� sou	adn� soustavy�
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D�kaz� Nech� transformace je d
na rovnic� X � TX� �P �� kde T je ortonorm
ln� matice� a tedy jT j � ��� Vytvo	�me
novou matici S�

S �

	
T P �

��T �



Jist� plat�� �

BBB�
x�
���
xn
�

�
CCCA � S

�
BBB�

x��
���
x�n
�

�
CCCA

M��eme tedy ps
t X � SX�� p	itom z�st
v
 jSj � ��� Rovnice Q je d
na p	edpisem� XTAX � �� a proto tak�
�SX��TA�SX�� � � je rovnice t�to nadkvadriky� Tedy X�T �STAS�X � � � je jej� rovnic� v nov� kart�zsk� sou	adn�
soustav�� a STAS je jej� matic� v t�to soustav�� Potom jSTASj � jST j � jAj � jSj � jAj � jSj� � jAj� �

V�ta ����

Polynom jA� �Ej je invariantn� p	i transformaci kart�zsk� sou	adn� soustavy�

D�kaz� Vych
z�me z toho� �e matice transformace T je ortonorm
ln�� tedy TTT � E� jTTAT � �Ej � jTTAT �
�TTET j � jTT j � jA� �Ej � jT j � jA� �Ej � jT j� � jA� �Ej �

V�ta ����

Nech� Q � XTAX � ��aTX � a � � je rovnice nadkvadriky Q� Jestli�e jAj �� � �ekvivalentn� s t�m� �e Q m
 pr
v�
jeden vlastn� st	ed� co� plyne bezprost	edn� z v�ty ������ pak v n�jak� kart�zsk� sou	adn� soustav� m
 Q rovniciPn

i�� �ix
�
i � jAj

jAj
� ��

D�kaz� Nadkvadrika Q m
 rovnici � z v�ty ����� proto�e ��slo h je bu" n nebo n� �� M
 tedy matice A tvar�

A �

	
A ��
��T B




Matice A je v�ak diagon
ln� s vlastn�mi hodnotami �i � aii na diagon
le� Proto jAj � �� � � ��nB a jAj � �� � � ��n�
proto B � jAj

jAj
� �

V�ta ����

Nech� Q je nadkvadrika takov
� �e h�Q� � h�A� � n�� a h�A� � n�� �regul
rn� nadkvadrika� kter
 nem
 vlastn�
st	ed��� Pak existuje kart�zsk
 sou	adn
 soustava takov
� �e Q v n� m
 rovnici

n��X
i��

�ix
�
i � �

s
� jAj
�� � � ��n��xn � � ����

D�kaz� Nadkvadrika Q m
 rovnici �� z v�ty ����� a to tvaru
Pn��

i�� �ix
�
i � �Cxn � �� Jej� matice m
 pak tvar

A �

�
BBBBB�

�� � � � �

�
�� � � � �

� � �n�� � �
� � � � C

� � � C �

�
CCCCCA

Potom jAj � �C��� � � ��n��� z �eho� dost
v
me po�adovan� vztah pro C� �

A Obrazov� p��loha� kuelose�ky a kvadriky

�Nap�	 parabola� v
echny paraboloidy�� � �
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Obr� �� Jednod�ln� hyperboloid

Obr� �� Dvoud�ln� hyperboloid
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Obr� �� Hyperbolick� paraboloid �sedlo� - pohled �

Obr� �� Hyperbolick� paraboloid �sedlo� - pohled �
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Obr� ��� Rota�n� paraboloid

Obr� ��� Ku�el
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Obr� ��� V
lec

Obr� ��� Hyperbolick� v
lec
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Obr� ��� Parabolick� v
lec

Obr� �� R�znob��n� roviny
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Obr� ��� Rovnob��n� roviny


