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1 Afinni prostor

1.1 Pojem afinniho prostoru

Definice 1.1
_ Necht A # () je neprazdnd mnozina a V je redlny vektorovy prostor konecné dimenze. Necht je ddno zobrazeni
A x A — V takové, ze plati:

1.VAe AVie VIIBe A: AB =i
2. YA, B,C € A: AB+ BC = AC

Potom usporadand trojice (A,V, ) se nazyva afinni prostor, A se nazyvd mnoZina bodu, a V zaméfeni afinniho
prostoru, které se také znaci V = Z(A).
Je-li n dimenze prostoru V, fekneme, 7e také afinni prostor (A, V, ) md dimenzi n, a znacime A, = (A, V, ).

Poznamka 1.2

Je-li n = 0, pak prostor se nazyva bod

n=1 primka
n=2 rovina
n=3 prostor

Méame-li déan vektorovy prostor V', miizeme definovat afinni prostor (V,V, ), kde (@,%) = @ — ¥ (Ize definovat také
jako ¥ — #). Takovy prostor nazyvame samoafinni prostor.

Poznamka 1.3 L
Budeme vétsinou psat AB=B—-A=tuaB=A+1u.

Véta 1.4
Pro kazdé body A, B € A a kazdé vektory i, v € Z(A) plati:

1. AB=0o A=B,tj. AA=0

2. AB=—-BA

3 (A+W)+0=A+ (@ +7)

4. Z(A)={AB| A B € A}, tj. je surjekce
5. A={A} & Z(A) = {0}

Drikaz: Pfimo z definice. Uvedeme diikaz pouze nékterych tvrzeni.

A=BoTA+AT = A7 |-AA
1. < AA+0 = 0 = AB=0ANAA=0=>B+0=A+0=>A=RB
AA = 0

2. AA=0=>AB+BA=0= AB=—-BA

Definice 1.5
Necht G je komutativni grupa a M # () mnozina. Zobrazen{ f : M x G — M nazveme akci grupy G na mnoziné M,
plati-li pro m € M, g1,92 € G-

J(m,g192) = f(f(m,91),92)

Akce G na M je defektivni, jestlize
VmeMf(m,g) =m=g=lg

Akce G na M je tranzitivni, jestlize

Vmy,me € M3g € G :my = f(mi,g)
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Véta 1.6
(V,+) je komutativni grupa. Operace + : AxV — A definovand vztahem (A, @) — A+ je defektivni tranzitivni
akce grupy V na mnoziné A.

Definice 1.7
Necht M # §. Pak relace ~ na M x M se nazyva ekvipolence, kdyz pro libovolné a,b,c,d € M plati:

o ~ je symetricka

e ~ je tranzitivni

o (a,b) ~ (e,d) = (a,c) ~ (b,d)

o VYa,b,ce M3lde M : (a,b) ~ (c,d)
Véta 1.8 L

Relace ~ definované na A x A vztahem (A, B) ~ (C, D) < AB = C'D je ekvipolence.
1.2 Afinni podprostory

Definice 1.9 L
Necht A je afinni prostor se zaméfenim V. Necht BC A, B£ G a W = {XY | X,V € B}. Jestlize plati:

1. W je vektorovy podprostor V'
2. VX c AV € WY € B: XY =0,

pak B se nazyva afinnim podprostorem v A se zaméfenim W.
Pokud dimenze A je rovna n a dimenze B je rovna n — 1, pak B nazyvame nadrovina.

Priklad 1.10

1. Vezméme za A piimku, a za B celé body na této pifmce:

O O o— O
A B

Pak zamérenim B je W = {k - AB | k € N}. Je tedy splnéna podminka 2 piedchozi definice, ale ne podminka 1.

2. Necht na pfimce A vynechame interval:
I
A

Pak podminka 2 neni splnéna pro bod A a vektorlu.

Afinni podprostor B C A je jednoznacéné urcen mnozinou bodti B (tedy zaméfeni W je ddno mnozinou B).

Tvrzeni 1.11
Necht B; jsou podprostory A pro néjakou neprizdnou mnozinu indexi Vi € I. Oznaéme jejich prinik ﬂiEI B;
jako B. Je-li bee neprazdna mnozina, je afinnim podprostorem v A, a jeho zamétenim je Z(B) = |J;.; Z(Bi).

Je-li vysledny prostor B bodem, nazyvame jej prusecik prostoru B;, je-li primka, fikame ji prusecnice.

Definice 1.12
Necht M C A je mnozina bodl. Oznac¢ime (M) nejmensi afinn{ podprostor v A, ktery obsahuje véechny body
mnoziny M. (M) se nazyva podprostor generovany mnoZinou M, nebo také afinni obal mnoZiny M.
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Jisté ¢tenari neuniklo, ze definice neni zcela korektni. Je totiz tfeba ukéazat, ze afinni podprostory obsahujici mnozinu M
maji nejmensi prvek vzhledem k mnozinové inkluzi. Vezmémé mnozinovy prunik vsech téchto afinnich prostoru. Podle
véty 1.11 je sam afinnim prostorem, navic obsahuje celou mnozinu M. Je tedy hledanym afinnim obalem mnoziny M.

Priklad 1.13
Dva body A, B generuji piimku ({4, B}), pokud A # B, nebo bod, v pfipadé, ze A = B.

Tvrzeni 1.14
Necht M je neprazdnd mnozina bodi v A. Pak podprostor (M) se d4 vyjadfit jako prinik ﬂieI B; vsechn pod-
prostoru 53;, pro néz plati, ze M C B;.

Definice 1.15
Necht B; jsou podprostory v A pro i € I # 0. Soucet (spojeni) podprostori B; je déano predpisem 3.

<UiEI Bi>~

Poznamka 1.16
Necht A € A je bod, W C V je vektorovy podprostor ve V. Zavedeme znaceni {A, W} mnozinu bodi {X | X =
A4 0,0 e W},

i€l Bi =

Véta 1.17
{A, W} je afinni podprostor v 4. Jeho zamérenim je W.

Diikaz: Oznacime si B = {A, W}. B je neprazdna mnozina, protoze obsahuje alespoin bod A. Vezméme prvek C' € B a
vektor @ € W. C' = A+ C pro vhodné ¢ € W. Potom C + @ = (A+ &)+ W= A+ (F+ @), coz je prvkem B. Je tedy
splnén prvni axiom afinnitho prostoru.

Necht C, D, E jsou body B. Pak C = A + ¢, D=A+daE=A+¢ Tedy CD + DE = (J—E)+(é’— _3 a to je
rovno € — ¢ = C'E, z ¢ehoz dostavame druhy axiom aafinniho prostoru.

Déle oznacime W = {XY | X,V € B}. Je tieba dokazat, Ze je vektorovy prostor, a e je identicky s W.

Necht XY € W. Pak X = A4+ & a Y = A+ § pro vhodné vektory &, 7 € W. XY =Y — X = ¢ —
prvkem W, protoze W je vektorovy prostor. Proto W C W.

Necht nyni «¢ € W. Pak v mnoziné B existuje bod B tak, e B = A 4. Protoze W 3 AB =, jei W CW. O

¥, coi je

Véta 1.18
Kazdy podprostor B v A se d4 vyjadiit jako {A, Z(B)}.

Diikaz: Vezmeme libovolny prostor B se zaméfenim Z (). Vybereme libovolny bod A € B a oznacime B = {A, Z(B)}.
Chceme dokéazat, ze B = B.

Necht X € B libovolny. Pak X = A + @ pro néjaky vektor @ € Z(B). Protoze A € B, miizeme pouzit prvni axiom
afinnfho prostoru. Dostavame, 7e X = A + @ € B. Je tedy B C B.

Necht nyni X € B. Protoze A € B, je AX € Z(B). Bod X = A+ AX je potom prvkem B, proto B C B. a

Tvrzeni 1.19
Budte By, By dva afinn{ podprostory v A a By C By. Potom Z(B1) C Z(B2) a dim By < dim By. Pokud dim B, =
dim Bs, pak By = Bs.

Véta 1.20
Necht {A, W} a {B,U} jsou dva afinni podprostory v A. Pak {A, W} + {B, U} = {A, U + W + L(AB)}

Diikaz: Jako jednoduché cviceni lze ukazat, {A, W}, {B,U} C {A, U + W + L(AB)}. Necht dale B je libovolny
podprostor obsahujici {A, W} i {B,U}. Pak zcela jisté plati, ze U+W +L(AB) C Z(B). Protoi {A,U+W+L(AB)} C
B. Je tedy {A, U + W + L(AB)} nejmensi z takovych B, coz je vlastné {A, W} + {B,U}. a

Véta 1.21
Necht {A, W} a {B, U} jsou afinni podprostory v A. Pak {A, W}N{B, U} # 0 < ABe W+ U.

Diikaz: =: Necht existuje X € {A, W}N{B,U}. Pak AX € W a BX € U. Vektor AB mizeme vyjadiit jako AX +XB,
coz je prvek W+ U.

<: Necht AB = @ + i pro & € W a @ € U. Ukézeme, ze A + @ je prvkem primiku {A, W} a {B,U}. Ziejmé je
prvkem {A, W}. Zaroven plati: A4 @ = A + (ab— @) = (A+ AB) —id =B - i€ {B,U}. O
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Definice 1.22
O k+1 bodech Ag, Ay,. .., Ax Fekneme, ze jsou v obecné poloze, jestlize prostor (Ag, A1, Aa, ..., Agx) ma dimenzi k.

Jinymi slovy to znamena, ze vektory AgAi, AgAs, ..., AgAg jsou linedrné nezavislé, coz je bezprosttednim disledkem
nasledujici véty.

Véta 1.23
(Ao, A1, ..., Ag) = {Ao, L(Ap A1, ApAs), ..., AgAy)}

Dukaz: povedeme indukci vzhledem k ¢islu &.
k=1: <A0,A1> = {Ao, {0}} + {Al, {0}} = {Ao, L(A()Al)} podle Véty 1.20.
Indukéni krok: (Ao, ..., Ax) = (Ao, ..., Ak—1) + (Ar) = {Ao, L(Ao A1, ..., AvAk_1)} (podle indukéniho predpokla-

du) +{ A, {0}} = {Ao, L(AoA7, ..., AgAL)} opét z véty 1.20. m

1.3 Afinni soufadna soustava

Definice 1.24

Necht A, je afinni prostor dimenze n, P € A, je libovolny bod, a €1,..., €, je libovolna baze zaméfeni 7 (A, ).
Pak systém R = (P, €1, ..., €,) se nazyva afinni soutadnd soustava (reper) v A,. Bod P se nazyva pocatek této afinni
soufadné soustavy a €7,...,¢e, jeji zdkladni vektory.

Pro kazdy bod X € A, existuje jednoznacné urcéené n-tice realnych ¢isel 1, ..., x, takova, z2e PX = xie1+---+x,6,,

atedy X = P+uxie]l+ -+ xne,.

Definice 1.25

Cisla z1, ..., x, z piedchozi iivahy nazyvame soufadnice bodu X vzhledem k afinni soufadné soustavé R a znacime
X = [#1,...,2,]r. Bod X pak zapisujeme jako sloupcovy vektor jeho soutadnic
L1
X =
T

Zobrazeni R : A, — R", které kazdému bodu pfifadi jeho n-tici soufadnic, je bijekce.

Definice 1.26
Lze také vyjadiit soufadnice vektoru @ vzhledem k reperu R. Je-li & = wuyeé] + - + unéy,, pak éisla uy, ..., u,
nazveme jeho soufadnice a budeme zapisovat & = (uy, ..., up).

Nase dalsi snaha povede k odvozeni transformace soufadnic pii pfechodu od jednoho reperu k jinému. Necht
7

R:<P,e_i,...,e7l>aR’:(P’,e_’i,... e

, el jsou dva repery. Necht bod X mé soufadnice [1,...,25]r = [#], ..., 20 ]r".
Situace v roviné muze vypadat napt. takto:

Ze souradnic v reperu R’ chceme dostat souradnice v reperu R. Vyjdeme ze vatahu PX = PP/ + P'X:

n n n
_ - 1 7
E = E b e; + E ;e
j=1

i=1 i=1
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Kazdy vektor € lze vyjadiit v reperu R jako e} = i, a;j€;. Celkem dostavame nasledujici soustavu rovnic:

/ / /

r1 = apxy + appry, + -+ apz, + b
/ / /

ry = anxy + awpxry, + - + asz, + b
/ / /

Tn = Ap1®] + Ap2®y + 0+ GppT, + N2

’ ~ L ’ ’ n . ’ s . , cr o2
Zapsano pro soufadnici z;, dostavame z; = ijl aijx} + b;. Maticovy zapis je nasledujici:

L1 aiy - Qin l‘/l by
Tn an1 st Qpn l‘;l bn
Ctvercovou matici A = (a;;) nazveme matici piechodu od reperu R k R’. Vzhledem k tomu, 7e [by,...,b,] jsou

soufadnice bodu P’ v reperu R, muzeme psat:
Xp = AXgn/ + P7/2

Matice A musi byt reguldrni, protoze nemuzeme dostat linearné zavislou bazi. Povazujeme-li R, R’ za dvé zobrazeni
A, — R, je transformace podle predchozich tivah pomoci matice A a vektoru Pg zobrazenim R™ — R™, které
odpovid4 zobrazeni R o R/~1.

Pii prechodu opac¢ném, tedy od soutadnic Xz k soufadnicim Xx: dostavame rovnice:

Xri = A" Xgr — AP,

Pro vektory zcela zieymé plati ugr = Aug:.

1.4 Vyjadieni podprostora afinniho prostoru
V této ¢asti budeme pracovat s pevné zadanym reperem (P, €7, ..., €,).

Definice 1.27
Necht By = {4, W} je k-rozmérny podprostor v A,. Necht 7, ..., w; je libovolnd bize W. Je zfejmé, Ze bod
X € A, lezi v By pravé tehdy, kdyz existujf ¢isla £, ... 1 € R takova, ze

X=A+tw + - +tuwy (1)
Jestlize A = [b1,...,b,] a W = (@14, ..., an;) pro viechna i = 1 ...k, lze rovnice zapsat

1 = b 4+ tian + -+ traw

Lo = bn + tiapn + - 4+ trank
Rovnice 11 2 se nazyvaji parametrické vyjddrent podprostoru By.

Priklad 1.28
Piimka {A, L(@)} mé parametrické vyjadieni X = A 4+t

Véta 1.29
Budeme uvazovat soustavu n — k nezavislych rovnic s n proménnymi:
(GREA + -+ A1nTn = b
: : (3)
Un-k121 + -+ + Ap_gnZn = bk

Necht tato soustava mé feSeni. Pak mnozina bodi X € A,, jejichz soufadnice v R™ dostaneme jako FeSeni této
soustavy, je afinnim k-dimenziondlnim podprostorem v A, .
Naopak, kazdy podprostor dimenze k v A, je dan jako feSeni néjaké nehomogenni soustavy rovnic.
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Dikaz: Dikaz prvnf ¢asti véty vychézi z nésledujic tvahy: Necht C' = [¢q, ..., ¢,] je néjaké FeSen{ soustavy 3 a @ =
(1, ..., up) je FeSeni soustavy, kterd vznikne z 3 vynulovanim vech b;. Pak také A4 je feSenim této soustavy. Protoze
soustava vznikld vynulovanim ¢lenid b; ma feseni L(u3, ..., u}), které je k-dimenzionalnim vektorovym podprostorem
v R", je prostor feSeni soustavy refeqobpodpr {A, L(u3,...,4})} afinnim podprostorem v A,.

Pro prostor By = {A, W} najdeme nejprve homogenn{ soustavu rovnic, jejimz fesenim je vektorovy prostor W, a
potom ji zhomogenizujeme dosazenim libovolného bodu z By . a

Definice 1.30
Nehomogenni soustava rovnic 3 se nazyva neparametrické (obecné) vyjddrent podprostoru By.

Poznamka 1.31
Piiklady obecnych vyjadieni nékterych typu podprostort:

e primka v roviné: ax + by 4+ ¢ =0 pro ab £ 0
e rovina v prostoru: ax + by + cz + d = 0 pro abe # 0
e obecnd nadrovina: a1z, + - - -+ apx, + ag = 0 pro H?:l a; £ 0

azr + by + cz + d =

e primka v tfirozmérném prostoru:
asx + by + ez 4+ ds = 0

} nezavislé rovnice

e Disledek: Kazdy podprostor dimenze & je prinikem n — &k nadrovin. Tyto nadroviny jsou fesenimi jednotlivych
rovnic v obecném vyjadieni podprostoru, které je slozeno pravé z n — k rovnic.

e Afinni k-rozmérny podprostor lze vyjadiit jako afinni obal & + 1 bodl v obecné poloze: (Aqg, ..., Ag)

Véta 1.32
Bod X € (Ao, ..., Ag) pravé tehdy, kdyz existuji ¢isla Ag, . .., Ax takovd, ze X = Ag Ao+ -+ s A a Ao+ -+ A =1

Diikaz: Prostor (Ag, ..., Ag) lze zapsat jako {Ag, L(AgA1, ApAa, ..., AcAr)}. V tomto prostoru lze bod X vyjadiit
X =Aog+t1A0A 1+ -+ 1 AgAg. Tedy X = Ag+11(A1 — Ag) + -+ -+ 15 (Ar — Ag). Mizeme nyni pouzit distributivni
zakon, a dostaneme

X=(1-t1—-=tp) Ao+ t1 Ar 4+ tx A
S~ N~
Ao A1 Ak
O
Poznamka 1.33
Geometricky vyznam predchazejici véty je ten, ze pro A; = ﬁ bod X tézistém bodu Ay, ..., Ag.
Cisla Ag, . .., A, se nékdy nazyvaji barycentrické souradnice bodu X vzhledem k bodiim Ay, ..., Ay.
Véta 1.34
Necht Ag = [ag1, ..., aon], - -s Ak = [@k1, - - -, agn] jsou body v obecné poloze. Pak [#q,...,2,] = X € (Ao, ..., Ax)
pravé tehdy, kdyz matice
T e Tn 1
apr -+ agn 1
agr o Qgp 1

ma hodnost &+ 1 (mé &k + 2 Fadka).

Diikaz: Protoze {Ag, ..., Ag) = {Ao, L(Ao A1, ..., AoAk)}, vektor AgX musi byt linedrni kombinaci vektorti AgA; pro
t=1...k. Proto

Ao X Ti—aopr - Tp —dop
A Ag a1 —ap1r - Gip — Qon

Ar Ao g1 — Go1 - Ogp — Qop
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Tato matice s k£ 4+ 1 fadky ma tedy jisté hodnost k. Pfiddme nyni jeden sloupec a jeden fadek tak, aby se tento novy
radek nedal dostat linearni kombinaci ostatnich. Vysledna matice

ry1—apr - Tp—aon 0
a1 —apr 0 @1p —aop 0
0
ag1—apr -+ agp —aon 0
agi e aon 1
mé proto hodnost & + 1. Pfi¢tenim posledniho fadku ke vem ostatnim dostavame pozadovanou matici. a

Dusledek 1.35
Pro nadrovinu (Ay, ..., A,_1) zvI4sté plati, ze bod X je jejim prvkem pravé tehdy, kdyz

T Tn 1
apy - agy 1 0
p—-1,1 *°° Gpn_1n 1

Priklad 1.36
Méame-li dva body A = [a1,as] a B = [b1, ba] v roving, pak bod X = [«,y] leZi na pFimce uréené body A, B pravé
tehdy, kdyz

x y 1
ay as 1 =0
by by 1

1.5 Vzajemné polohy podprostoru afinniho prostoru

Definice 1.37
Dva afinni podprostory By, B2 afinnfho prostoru A,, budeme nazyvat rovnobézné, jestlize bud Z(By) C Z(B2) nebo
Z(Bz) g Z(Bl) Piseme 61”62

Poznamka 1.38
Podle této definice

e podprostor je rovnobézny s kazdym svym podprostorem
e bod je rovnobézny s kazdym podprostorem

Véta 1.39
Necht By, By jsou dva podprostory v A, . Pak plati:

1. Z By C B, plyne B”Bz.

2. Bodem A afinniho prostoru A,, prochazi pravé jeden podprostor C rovnobézny s danym prostorem B se stejnou
dimenzi jako B.

3. Z Bi||B2 vyplyva, ze By C Bz nebo By C By nebo By N By = 0.
Dukaz: jednotlivych ¢asti véty:
1. Plyne pfimo z definice.

2. Necht C = {A, Z(B)}. Ten je jisté rovnobézny s B a stejné dimenze. Je tieba ukizat, 7e je jediny takovy. Necht
tedy C' = {A, W} ma téz pozadované vlastnosti. Musi byt bud W C Z(B) nebo Z(B) C W. Jelikoz se jednd o
vektorové prostory stejné dimenze, v obou pfipadech nastane rovnost W = Z(B).

3. Dikaz povedem sporem. Necht 31 a B5 jsou rovnobézné, a zaroven By € Ba ABy € By AB1N By # §. Pak existuje
bod A z priniku prostort By N Ba. Ziejmé By = {A, Z(B1)} a Ba = {A, Z(Bs)}. Protoze je bud Z(B1) C Z(B2)
nebo Z(B2) C Z(By), dostavame By C By resp. By C By, coz je spor.
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Véta 1.40
Necht B je podprostor a A" je nadrovina v A,,. Pak plati:

1. BON =0 < BN
2. BN —=dim(BNnN)=dimB-1
Dukaz: jednotlivych ¢asti véty:
1. Diikaz povedeme sporem. Nechf plati predpoklad, ale B a N nejsou rovnobézné. Potom existuje vektor AB ze
zaméieni prostoru B, ktery neni prvkem zaméreni nadroviny A. Zaroven body A, B jsou vybrany z prostoru B.

Tedy Z(An) = Z(N) + L(AB) je p¥imy soucet. Kazdy vektor v Z(A,) se proto da zapsat jednoznacné jako
soucet vektorti z L(AB) a Z(B).

Vezmeme nyni libovolny bod O € N. Vektor OA se d4 rozlozit na souéet vektortt @ € Z(N) a & € L(AB):
OA = @i+ 7. Necht tedy @ = OX pro vhodné X € N, a & = UA pro vhodné U € (A, B). Plati: OA = OX +UA,
ale zarovenn OA = OX + X A (axiom afinniho prostoru). Je tedy X = U. Tento bod lezi zaroveii v nadroviné A/
a v podprostoru B, coz je spor s predpokladem.

2. dim(BNN) = dim(Z(B) N Z(N)) = dim(Z(B)) + dim(Z(N)) — dim(Z(B) + Z(N)) = dim(B)+ n—1—n =

n—1 n

dim(B) — 1

Definice 1.41

Dva afinn{ podprostory By, B2 v A, nazveme riznobéiné, jestlize By [|Ba a By N By # (. Tyto prostory nazveme
mimobézné, pokud By f|Ba a By N By = 0.

Véta 1.42
Necht By = {A, W}, B2 = {B, U} jsou podprostory v .A4,,. Pak plati:

1. By C B2V B2 C By
(W+U:WVW+£:UMZ§EW+U
dim(W + U + L(AB)) = max(dim W, dim U)
2. Bi||B2AB1N By =10
W4+U=WVW4+U=U)ANABEW+U
dim(W + U) = max(dim W, dim U), dim(W + U + L(AB)) = dim(W + U) + 1

3. By, By raznobézné

WH+ULWAWHUAU)ANABEW +U
T _
dim(W + U) > max(dim W, dim U), dim(W + U + L(AB)) = dim(W + U)
4. Bs, B, mimobézné

WH+UAWAWHU£UYNABEW +U

dim(W + U) > max(dim W, dim U), dim(W + U + L(AB)) = dim(W + U) + 1
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Dukaz: plyne bezprostfedné z predchozich definic a vét. a
Vzajemnou polohu dvou podprostort By = {A, L(wh, ..., uk)} a By = {B, L(ui, ..., 4;)} zjistime tak, ze vytvoFime
matici z Tadkl tvorenych soufadnicemi vektort v tomto tvaru:

—

w1

Wk

U

uj

AB

Prevedenim této matice na schodovity tvar ziskdme hodnost této matice. Zjistime tak dimenzi vektorového prostoru
W 4+ U, a podle posledniho fadku také hodnost prostoru W 4 U + L(AB). Vysledek konfrontujeme z predchozi vétou.

Véta 1.43
Necht By, B2 jsou mimobézné podprostory v A,. Pak 1 < dim B; <n —2 proi=1,2.

Drikaz: 1 < dim By, protze jinak by byly rovnobézné.
Necht By }|B2. Potom
Z(B1) D Z(B1) N Z(By) C Z(B2). (4)

Inkluze je v obou pFipadechostrd, jinak by byly podprostory By, Ba rovnobé&ziné. Proto plati: dim(Z(B1) N Z(B2)) <
dim Z(B2), a tedy

dim Z(Bs) — dim(Z(B.) 1 Z(Bs)) ;(1) . (5)

7 mimobéznosti podprostort dale plyne, ze n > dim(By + B2) = dim(Z(B1) + Z(Bz))+ 1 = dim Z(B1) + dim Z(B2) —
dim(Z(B1) N Z(Bz)) + 1. Do pravé strany posledni nerovnosti mtizeme dosadit nerovnost 5, a dostaneme tak: n >
dim Z(B1) + 2, z ¢ehoz dostavame pozadovanou nerovnost n — 2 > dim Z(By).

Jestlize vyjdeme z levé strany vyrazu 4, tedy pro Z(B1), dostaneme symetricky nerovnost n — 2 > dim Z(B2). O

Definice 1.44
Necht p, ¢ jsou dvé mimobézné piimky v A,, (n > 3). Pak pfimka, kterd je riznobéind s p i ¢, se nazyva pficka
mimobéZek p,q.

Véta 1.45

Necht p = {A,l(@)} a ¢ = {B, L(¥)} jsou mimobézky a vektor @ € L(i,¥, AB) je nenulovy. Je-li @ € L(i,%),
pak pFicka mimobézek p, ¢ rovnobéind s « neexistuje. Naopak, neni-li & € L(d,¥), pak existuje pravé jedna piicka
mimobézek p, ¢ rovnobéina s .

Diikaz: Oznacme X € p,Y € q priseciky néjaké piicky p, ¢ s pfimkami p a q. Mizeme piedpokladat: X = A+zd,Y =
B+ y# pr vhodna z,y € R. Déle vyjadiime vektor @ takto: i = ail + b + cAB. To jisté lze, protoze @ € L(, v, AB).
Navic ésla a, b, ¢ jsou d4né jednoznacné, protoze vektory @, @, AB jsou linedrné nezavislé.

Je-li nage piicka rovnobézna se smérem @, miizeme psat XY = dib = add + bdv + cdAB. Vektor XY lze vyjadrit
také pomoci bodtt X, V: XY =Y - X = B— A+ yv— i = —zid+yv+ AB. Dostali jsme dvé vyjadieni pro vektor XY
jako soucet vektorti @, 7, AB, které viak musi byt jednoznacné. Proto ad = —z,bd = y,cd = 1. Kdyby @ € L(#, %),
bylo by ¢ = 0, a dostali bychom spor. Tedy v tomto pfipadé neexistuje pricka. Je-li naopak ¢ # 0, jsou jiz vSechna
dalsi vyjadieni dana jednoznacné, a tedy existuje prévé jedna pricka. a

Véta 1.46
Necht p = {A, L(d)} a ¢ = {B, L(¥)} jsou mimobézky v A, a bod M € p+ ¢. Pak plati:

1. Je-li M € p nebo M € q, pak existuje nekonecné mnoho piicek p,q prochéazejicich bodem M.
2. Lezi-li M v roviné e : p C e Acx||g nebo v roviné 3 : ¢ C S A F||p, pak neexistuje p¥icka p, gprochazejici bodem M.

3. V ostatnich pripadech existuje pravé jedna pricka p, ¢ prochazejici bodem M.
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Diikaz: Priseéiky piicky prochazejici bodem M s piimkami p, ¢ si vyjadiime jako P = A4 24 a Q = B+ yv’. Vime, Ze
PM = kPQ pro n&jaké k. Aritmetickymi tipravami dostaneme vyjadieni bodu M: M = A+ kAB + (1 — k)zid + ky®,
které musi bod M spliiovat, aby jim vedla p¥icka p,q. Bod M se d4 vyjadiit obecné jako M = A + aAB + bii + ¢t.

Je-li bod M na pfimce p, potom a = ¢ = 0, a tedy ¥ = 0. Pak P = M a ¢islo y muzeme zvolit libovolné, je tedy
nekoneéné mnoho pticek prochézejicich M. Ze symetrie dostavame stejny vysledek pro M € g.

Je-li bod M v roviné «, pak a = 0,6 # 0 # ¢. Protoze ¢ = 0, musii k = 0, a tedy ¢ = 0, coz je spor. Neexistuje
tedy pricka prochazejici bodem M. Piipad M € 3 je opét symetricky.

Ve vsech ostatnich pfipadech spocitdme k = a,y = ¢/k,x = b/(1 — k). Zde k nen{ rovno 0 ani 1 (bylo by M € p
resp. M € q), proto dostaneme vidy jednoznacny vysledek. a

1.6 Svazek primek, svazek rovin

Definice 1.47
Svazkem primek v roviné rozumime mnozinu vsech primek, které bud prochézejic jednim pevnym bodem nebo jsou
viechny rovnobézné. Prvni piipad nazveme svazkem prontho druhu, druhy svazkem druhého druhu.

Svazek primek je jednoznacné urcen dvémi primkami. Nasledujici véta fika, jak pomoci dvou pfimek mutzeme cely
svazek parametrizovat.

Véta 1.48

Jsou déany dvé piimky p1 = Li(z,y) = aie + by +c1 = 0 a po = La(z,y) = asx + bay + co = 0. Jsou-li
riznobézné, pak piimka p pati do jimi uréeného svazku 1. druhu pravé tehdy, kdyz p = A1 Ly (2, y) + Ao La(z,y) =0
pro A2 + X2 > 0. Jsou-li piimky pi, p> rovnobé&iné, pak p patii do svazku 2. druhu jimi uréeného pravé tehdy, kdyz
p=AMLi(x,y) + Az2L2(z,y) = 0 pro A1, Ag, kterd nejsou fFesenim soustavy

CllAl + a2/\2 = 0 (6)
bidi +  bads 0

Drikaz: provedeme zvl4st pro svazek 1. a 2. druhu.

Svazek 1. druhu: Necht p = ALy (2, y)+ A2 L2(z,y) = 0. Potom p = (Arar+Azaz)ez+(A1b1+A2b2)y+(Arci+Azez) =0
je rovnice primky za predpokladu, ze alespon jeden z koeficienti u x,y je nenulovy. To je v nasem pfipadé splnéno
pravé tehdy, kdyz bud Ay nebo A5 je nenulové. Tato piimka prochdzi spolecnym bode p1, ps.

Naopak, necht p je libovolna piimka patfici do svazku 1. druhu urceného pq, ps. Tuto pFimku je mozné parametri-
zovat pomoci jediného bodu P. Pifmka p je pad dana jako spojnice bodu P s priise¢ikem p; Npa. Necht L1 (P) = =Xz a
La(P) = A1. Ukdzeme, ze L(z,y) = M Li(x,y) + AaLa(z,y) = La(P)Li(x,y) — L1(P) La(x, y) = 0 je rovnice pifmky p.
Dosadime do ni dva body piimky p: L(p1 Np2) = La(P)0+ L1(P)0 =0, L(P) = A1 A — A2A; = 0.

Svazek 2. druhu: Podminka 6 nam ziejmé zarucuje, ze Ay Ly (2, y)+ Az La(x, y) = 0 je pravé rovnice pimky. Je tfeba
ukazat, ze jsou-li p1, ps rovnobézné, pak je 1 p s nimi rovnobézna. Staci si ale uvédomit, ze hodnost obou nasledujici
matice je rovna 1:

ay bl
h as bz =1
Arar + Azaz  Arby 4 Aabs

Zbytek dtikazu, tedy nalezen{ rovnice tvaru Ay Ly (2, y) + A2L2(z,y) = 0 pro kazdou piimku ze svazku 2. druhu. se
provede analogicky pripadu svazku 1. druhu. a

Definice 1.49
Svazkem rovin 1. druhu v tfirozmérném prostoru rozumime mnozinu rovin, které prochézeji danou pfimkou p.
Svazkem rovin 2. druhu je mnozina rovin, které jsou rovnobézné.

I v tfirozmérném prostoru je svazek rovin jednoznacné urcen dvémi rovinami.

Véta 1.50
Jsou dany dvé roviny p1 = Li(z,y,2) = ere+b1y+ciz+dy = 0aps = La(x,y,2) = asx+bay+caz+da = 0. Jsou-li
riznobézné, pak rovina p pati do jimi uréeného svazku 1. druhu praveé tehdy, kdyz p = M L1 (2, y, 2)+ A2 La(2,y,2) =0
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pro A2 + X% > 0. Jsou-li roviny pi, ps rovnobéiné, pak p patii do svazku 2. druhu jimi uréeného pravé tehdy, kdyz
p=AMLi(x,y,2)+ AaLa(z,y,2) = 0 pro A1, A, kterd nejsou fFesenim soustavy

CllAl + a2/\2 = 0
bidi 4+ by = 0 (7)
ClAl + CQAQ = 0

Drikaz: Provede se naprosto analogicky dikazu véty 1.48. a

Poznamka 1.51
Lze takto analogicky zavést svazky nadrovin v prostoru libovolné dimenze. Musime vs8ak rozliSovat od trsu rovin,
coz je mnozina rovin prochézejich jednim pevnym bodem.

1.7 Afinni zobrazeni

Definice 1.52
Budte A, B,C € A, tfi ruzné kolinearni body (tzn. lezici na jedné piimce). Jednozna¢né dané cislo A takové, ze

AC = ABC (XA # 0,1) nazyvame délici pomér bodu C vzhledem k bodéim A, B a zapisujeme A = (C; A, B).

Podle déliciho poméru muzeme poznat, jak je bod €' vzhledem k bodim A, B na pfimce umistén:
A>1

A<O0
0<Axl B

Vezmeme-li v tivahu i pFipady A = 0,1 (tedy C' = A resp. C' = B), je zobrazeni bodi na pfimce AB na redlnou osu
dané délicim pomérem bijekce.

Véta 1.53
Necht A, B, C' jsou tii kolinearni body a A = (C; A, B). Pak plati:
(C:B,A) = 1
bl bl - A
(B;A,C)y = 1-=2A
1
B;C A = ——
(B; ¢ A) 1—A
A
A;C,B) = ——
(4;C, B) A-1
A-1
A B,C) = ——
( 3 3 ) A
Dukaz: prostym dosazenim. a

Definice 1.54
Zobragzeni f: A, — Al se nazyva afinni zobrazeni, jestlize spliuje nésledujici podminku:

Pro kazdé ti rizné kolinedrni body A, B, C € A, plati, 7e bud f(A) = f(B) = f(C) nebo f(A), f(B), f(C)
jsou t¥i rizné kolinearni body a (C; A, B) = (f(C); f(A4), f(B)).

Poznamka 1.55
S afinnim zobrazenim f budeme déle sdruzovat zobrazeni ¢; : Z(A,) — Z(A],) dané pravé zobrazenim bodu

podle f. Tedy ¢; (i) = ¢¢(AB) EE F(AYF(B) € Z(AL,). Abychom mohli tuto definici pouzit, je tfeba dokézat, ze
nezalezi na vybéru reprezentanti A, B pro vektor . Jinymi slovy, je nutno ovéfit, ze jestlize AB = C'D, pak také
f(AF(A) = F(C)f(D). To nam vsak jisté zarudi afinita. Jsou-li totiz vektory AB a C'D totoiné, pak ACDB je
rovnobé&znik. Ten se zobrazi opét na rovnobéznik f(A)f(C)f(D)f(B):
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(D)
B
f(B)
A
FAE)
D ()
C f(4)

Staci si totiz uvédomit, ze bod E jako prusecik diagonal v rovnobézniku tyto diagonaly ptli. Protoze délici pomér

zistane zachovan, bude i v rovnobézniku f(A)f(C)f(D)f(B) bod f(F) pulit diagonaly.

Véta 1.56
Zobrazeni ¢y je linedrni.

Diikaz: Je tfeba ukézat, ze ¢ zachovavé operace s¢itani vektorti a nasobeni vektorii skaldrem:
3(0+7) = i, (1B + BC) = p/(IC) = TNJ(B] = FLNI(B) +TBIC) = o5 (AB) + 24 (BC) = (1) + 57
Necht @ = k#l a @« = AB. Pak existuje pravé jeden bod C' € (A, B) tak, ze ¥ = AC. Tedy AC = kAB a
mizeme psat k = (A; C, B). Protoze f je afinni, pak k = (f(A),f(C),f( )), tedy F(A)F(C) = kf(A)f(B).
@y (ki) = kes(d). Pokud A, B, C se zobrazi do jediného bodu, je podminka splnéna triviélné. a
Zobrazen{ ¢; nazgvame asociované (pridruZené) linedrni zobmzem k afinnitmu zobrazeni f.
Afinita zobrazeni f a linearita zobrazeni ¢; jsou ekvivalentni podminky. Mize se proto uvadét i jind definice
afinntho zobrazeni (o které se pozdéji da dokazat, 7e zachovava délici pomér):

Definice 1.57
Zobragzeni f: A, — Al se nazyva afinni, jestlize plati:

A x A, 4 a4 oar
A bar,
Z(A) 2 Z(AL)

a @y je linedrni.

Necht obrazem bodu P je f(P) a necht je ddno asociované zobrazeni ¢;. Pak libovolny bod X umime zobrazit:
F(X) = f(P) + ¢ (PX). Je tedy afinni zobrazeni jednoznacné uréeno obrazem jednoho bodu a svym asociovanym
linedrnim zobrazenim.

Obrazem podprostoru B = {A, W} musi byt opét podprostor f(B) = {f(A4), s (W)}

Véta 1.58
Afinn{ zobrazeni zachovava rovnobéznost podprostori (pfestoze jejich dimenze se mohou ménit).

Diikaz: vyplyva z toho, Ze linedrni zobrazeni ¢ zachovava inkluzi vektorovych podprostori. a

Véta 1.59
Necht Py, ..., P, jsou body v obecné poloze v A,. Necht P}, ..., P} jsou libovolné body z A!,. Pak existuje pravé
jedno afinn{ zobrazeni I : A, — Al takové, ze f(P;) = P}.

Dukaz: Protoze Py, ..., P, jsou v obecné poloze, jsou vektory Py Py, PoPs, ..., Py P, linearné nezavislé. Potom existuje
pravé jedno zobrazeni ¢ : Z(A,) — Z(A])) takové, ze p(PoP;) = P,P]. Najdeme nyni pravé jedno zobrazeni f,
jehoz asociovanym linedrnim zobrazenim je ¢ a které zobrazuje body P; na P/. To mizeme zadat napf. pfedpisem:

Vynasnazime se nyni najit néjakou jednoznacnou reprezentaci aﬁnmch zobrazeni. Necht f : A, — A/ je afinni
zobrazeni. Necht R = (P, €1,...,€,) je reper A, a § = (@, dl, Cel > je reper A’ . Budeme zobrazovat bod An D

X =[r1,...,zp] dobodu [y1,....,ym] =Y €Al Jetedy X =P+ 5 " zi& a f(X)=Y = Q-I—Z 13/22
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Bod f(X) si mizeme rozepsat také pomoci zobrazeni f a ¢s: f(X) = f(P)+ > i zips(6i) = Q+ Z;n:l bjd} +

n m 7 ‘oz .
Dim1 Ti Q= @ijd;. Dostdvame tak soustavu rovnic

v = a1 + - 4+ aprn + b

Ym = ami®1 + -+ Amptpy b
Pro kazdou soufadnici y; tedy plati: y; = > i a;jx; + b;. Maticovy zapis téchto rovnic:

Y aix - Gip T1 by
=+ S (9)

Ym Am1 R 77777} Ln bm

Zobrazeni f je tedy jednoznacné zaddno matici A(m/n) a vektorem (b): f(X)s = AXr + (b). Zkusme do tohoto
vztahu dosadit bod P: f(P) = APgr + (b) = A(0)r + (b) = (0) + (b) = (b). Vektor (b) je vlastné vektor soufadnic
obrazu bodu P v reperu §. Budeme tedy psat f(P)s misto (b).

Zkusime také vyjadiit zobrazenf ¢; pomoci matice A a vektoru f(P)s: ¢;(%) = ¢;(XY) = f(YV) - f(X) =
AYR + f(P)s — AXr — f(P)s = A(Yr — Xr) = A(d). Zjistili jsme tedy, ze A je matice linearniho zobrazeni ;.

Jednoznacné zadani afinniho zobrazeni je mozné pomoci obrazu jednoho bodu a asociovaného linearniho zobrazeni.
Nyni jiz také vime, Ze nejlepsi zptusob zadani je obraz pocatku souradné soustavy prostoru, ze kterého zobrazujeme,
a matice asociovaného linearnfho zobrazeni.

P#i zobrazeni prostoru 4, na sebe je matice A ¢tvercova. Je-li regularni, je odpovidajici afinni zobrazeni bijekei,
a nazyvame jej afinni transformaci prostoru A,. Napf. transformace soufadnic do jiné soutfadné soustavy je afinni
transformaci prostoru soufadnic R” na sebe.

2 Euklidovsky bodovy prostor

V této kapitole se budou hojné vyskytovat dalsi pojmy z linearni algebry. Proto je zde ve strucnosti pfipomeneme.
Jedna se o Buklidovsky vektorouvy prostor.

Zavedeme operaci skaldrniho soucinu (,) : V x V. — R a budeme znacit (4, ¥) skaldrni souéin vektora @, 7. O
vektorech @, ¥ fekneme, Ze jsou kolmé, pokud (&, @) = 0 a znac¢ime & L ¥. Baze (é1,...,6y) je ortogondlni, pokud
€ L € pro i # j. Tato baze je ortonormdlni, pokud jsou viechny vektory normované (tedy (é;,¢;) = 1). Podminku
ortonormality muzeme jednoduse zapsat tak, ze (&, €;) = d;;, kdyz (d;;) povazujeme za jednotkovou matici.

Pro kazdé dva vektory @, v plati, ze (@,7) = > i wiv;, jestlize (u1,...,un) a (vi,...,v,) jsou jejich soufadnice
vzhledem k ortonormalni bazi.

Je-li W C V, pak W+ je oznaceni pro tzv. ortonormdini doplnék prostoru W v prostoru V. D4 se pak psat
V =W + Wi, kde + je tzv. primy soucet prostort.

V euklidovskych vektorovych prostorech plati také dilezitd Cauchyho nerovnost: |(d, %) < ||€]|| - ||¥]], kde ||&|] je

oznaceni pro \/(#, ).

2.1 Euklidovsky bodovy prostor a kartézska souradna soustava

Definice 2.1
FBuklidovsky bodovy prostor je afinni prostor, jehoz zaméreni je euklidovsky vektorovy prostor. Budeme jej znacit

En.

Definice 2.2 L
Vzddlenosti dvou bodii A, B v &, rozumime &islo |AB| = ||AB|].

Véta 2.3
Pro kazdé tii body A, B, C € &, plati:

1. |AB| = | BA|
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2. |[AB| >0
3. |[AB|=0<=A=03B
4. |AB| + |BC| > |AC| (tzv. trojihelnikova nerovnost)

Dukaz: plyne z vlastnosti vektorového soucinu. a

Definice 2.4
Kartézskd soutadnd soustava Euklidovského bodového prostoru je takovy jeho reper, jehoz bazové vektory tvori
ortonormalni bazi v prislusném zaméreni.

Snadno se d4 odvodit, ze vzdilenost dvou bodi A = [ay,...,ax]r a B = [bl, ..., by]r se d& spoéitat podle jejich
soufadnic v kazdé kartézské soutfadné soustavé R takto: |[AB| = \/ 1 — ) “+ (b —an)?.
Méjme nyni dvé kartézské souradné soustavy R = (P;¢€1,...,€65)a S = (Q; .+, Jn). Uvazujme rovnici prechodu

od reperu R k reperu §:

Tl Y1 q1

—al o]+ ]

Ty R Yn s dn R

kde [#1,...,2n]R = [¥1,-- -, YUn]s jsou souFadnice jednoho bodu v obou reperech.

V rovnici pro vektory pouze vynechame pricteni sloupcového vektoru déavajiciho soutadnice bodu ) v reperu R:

Ul U1
= A ,
Un ) o Un ) g
kde (u1,...,un)r = (v1,...,v)s jsou soufadnice jednoho vektoru v obou reperech. Dosadime-li do pravé strany
vektory f;, dostaneme f; = (ai4,...,an;)r (tedy -ty sloupec matice A). Protoze R je kartézska soufadna soustava,

pak (ﬁ, j;) = > . _, akiax;. Protoze i § je kartézskd souradna soustava, plati: (ﬁ, j;) = d;5. Celkem > ) _, apian; = d;j.
Leva strana tohoto vyrazu nam viak davé i-ty sloupec a j-ty fadek soucinu AT A. (AT je transformovana, tzn. pokud

A= (a”)‘z 11 " pak AT = (aﬂ); L-n ) Proto ATA = E (jednotkova matice). Z toho také plyne, ze |A| = 1.

2.2 Kolmost podprostori

Definice 2.5
Necht V je euklidovsky vektorovy prostor, U, W jeho podprostory. Rekneme, ze U, W jsou kolmé ve V| jestlize
W C Ut nebo W D U*t. Rekneme, ze U, W jsou totdlné kolmé ve V| jestlize W = U+L. Kolmost zapisujeme U L W.

Poznamka 2.6

Je-li W C U*, pak dimU + dim W < dim V. Rovnost nastane v pfipadé totalni kolmosti. Predstavime-li si
(predc¢asné) situaci v t¥irozmérném afinnim prostoru, pak U miize reprezentovat zaméieni piimky. Jeho U~ je zamétent
rovin, které jsou kolmé na U. Pak i kazd4 pfimka se zaméFenim W C U+, tedy obsazena v nékteré takové roving, je
kolma na U.

Je-li W D UL, pak U+ W = V. To je proto, ze U +UL=v. Kdyz za U+ dosadime W, soucet uz nebude piimy,
ale bude platit Jako nepiimy. Je-li U zaméfeni roviny v tifrozmérném afinnim prostoru, pak U+ je zaméFeni viech
primek kolmych na rovinu se zaméfenim U. Zaroven kazda rovina, ktera obsahuje takovou ptfimku, a tedy pro jeji
zaméfeni W plati W O U*, je kolmd na pivodni rovinu.

Véta 2.7
Necht W a U jsou kolmé ve V. Pak plati:

1. dimW + dimU < dimV = WU = {0}
2. dimW +dimU > dimV —=W4+U=V

Drikaz: vyplyva pfimo z vlastnosti ortogonalnich doplnkt prostort a je zejmy, kdyz mame na mysli priklady z predchozi
poznamky. a
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Definice 2.8

Necht B={B, W} a C = {C,U} jsou euklidovské podprostory v &,. Rekneme, ze B a C jsou kolmé v &,, jestlize
jsou kolmé jejich zaméteni W, U v zaméteni Z(&,). Rekneme, e B a C jsou totdlné kolmé v &, jestlize jejich zaméien{
W, U jsou totalné kolmé v zaméfeni 7 (&, ). Kolmost euklidovskych bodovych prostorti zapisujeme B L C.

Kolmost nezavisi na umisténi podprostoru, ale pouze na jejich zaméfeni.

Véta 2.9
Necht B = {B, W} je podprostor v £ a R je libovolny bod v £. Pak existuje pravé jeden podprostor prochézejici
bodem R, ktery je totalné kolmy na B.

Diikaz: Timto podprostorem je ¢ = {R,W*}. C ma obé pozadované vlastnosti, tedy prochazi bodem R a jeho
zaméFenim je W+, Jednim bodem a zaméfenim je vsak prostor dan jiz jednoznacné, proto C je jediny takovy. a
Véta 2.10

Necht B a C jsou totalné kolmé v £. Pak BN C je pravé jeden bod.

Diikaz: Nejprve ukdzeme, ze prinik je neprazdny. Vezméme libovolné body B € B a C' € C. Protoze Z(B) + Z(C) =
Z(€), da se vektor jednoznacné zapsat jako BC' = @ + ¥, kde @ € Z(B) a ¥ € Z(C). Existuji jisté body B’ € B a
C' € C, pro které plati, ze 4 = BB’ a v = C'C. Tedy BC = BB’ + C'C'. Z axiomu afinniho prostoru ale plyne, ze
B’ = (" a tento bod lezi v priiniku prostora BN C.
Spoéitdme nyn{ dimenzi priniku prostori B, C (musi byt prostor): dim(Z(BNC)) = dim(Z(B)NZ(C)) = dim(Z(B)N
Z(B1)) = dzm(@) =0, tedy tento prinik je jediny bod. a
Tedy napf. prunik dvou totalné kolmych rovin ve ¢tyfrozmérném afinnim prostoru je jediny bod, coz si asi tézko
dokazeme predstavit.
Véta 2.11

Necht B = {B,W} je podprostor v £ a R € B je bod v £. Pak existuje pravé jedna piimka p takov4, ze obsahuje
bod R, je kolmé na B a pN B je bod.

Diikaz: Uvazme prostor C = {R, Z(B)1}. Pak podle véty 2.10 je BN C pravé jeden bod. Ten si oznaéme P. Piimka
p = (R, P) mé pozadované vlastnosti. Pfitom kazda takovd musi obsahovat oba body R, P, tedy je totozna s p. a

Definice 2.12

Primka p z pfedchozi véty se nazyva kolmice spusténé z bodu R na podprostor B. Bod P se nazyva pata kolmice.

Véta 2.13
Necht podprostor B ma v néjaké kartézské souradné soustavé obecné vyjadieni

(GREA + -+ A1nTn = b
: : (10)
n-k,1%1 + -+ + Gpogkn®Th = by
Ozna¢me d; = (a;1,...,ai,) proi = 1...n — k. Pak (di,...,a,_) tvoii bazi vektorového prostoru Z(B)*.

Diikaz: Z(B) je obecné Feseni zhomogenizované soustavy 10. Pro vSechny vektory # = [#1,...,2,] € Z(B) tedy plati:

a;1%1 + -+ @iy, = 0 pro i = 1...n — k. To je v8ak ekvivalentn{ s tim, ze (#,a;) = 0, a tedy & L d;. VSechny
vektory d; tedy patii do Z(B)L. Protoze jejich pocet je n — k, stejné jako dimenze Z(B)L, a viechny vektory d; jsou
linearné nezévislé, tvori bazi tohoto prostoru. a
Dusledek 2.14

Je-li N =a1xy + -+ ape, =b, pak Z(N)t = L(i = (a1, ..., a,)). @ se nazyva normdlovgm vektorem nadroviny.
Kazdou pfimku p = {A4; L(7)} nazgvime normdlou nadroviny N
Véta 2.15

Necht jsou ddny dvé nadroviny A7 a N3 v &,, kde n > 2. Pak tyto nadroviny jsou kolmé pravé tehdy, kdyz jsou
kolmé jejich normélové vektory.

Dikaz: Necht N\ = ayz1 + -+ + apx, = a a No = bjzy + -+ + bz, = b. Jsou-li nadroviny kolmé, pak bud
Z(N1)t C Z(N2) nebo Z(N)t C Z(N1). Oba piipady jsou symetrické, proto necht nastane prvni z nich. Je tedy
vektor (ai,...,a,) prvkem Z(N3). Proto aiby + -+ a,b, = 0. Z toho plyne, ze nj L n5.

Naopak, jsou-li vektory ni, s kolmé, pak ajby + - - -+ a,b, = 0. Je tedy Z(N1)t C 2(N3) (zaroven také Z(N2)t C
Z(Nl))~Tedy Nl J_Nz. O
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2.3 Vzdalenost podprostort

Definice 2.16
Necht B, C jsou dva podprostory v &,. Vzddlenosti B a C rozumime ¢islo v(B,C) = min(|XY|; X € B,Y € C).

Definice 2.17

Necht U je vektorovy podprostor ve V a & je libovolny vektor ve V. Pak vektor # lze jednoznacné rozlozit na vektory
£ a 5 takové, 7e &1 + @5 = F a 21 € U, 25 € UL. Potom vektor #7 nazveme ortogondlni projekct vektoru & vzhledem
k podprostoru U a znaéime py &, a vektor @3 nazveme ortogondlni komponentou vektoru ¥ vzhledem k podprostoru U
a znacime kyZ.

Véta 2.18 o
Necht B={B,W} a C = {C,U} jsou podprostory v &,. Pak v(B,C) = ||kw4+v BC||.

Diikaz: Rozlozime vektor BC na ¥+ 7, kde 7 = ky 1y BC. Tedy £ € W + U a 7 € (W + U)L. Dokazeme nejprve, ze

|XY] > [|2]] pro libovolné X € B,Y € C: o

XY =XB+BC+CY = (XB+CY +%)+ _Z . Protoze druha mocnina vzdalenosti |[XY]? = (XY, XY)
—_—— —~

EW4U e(W+U)~+
je rovna (XB + CY + &) + 7,(XB + CY + %) + 7) a protoze slozky XB + CY + & a 7 jsou kolmé, je |[XY|? =
IXB+ CY + Z||2 +(|Z]1? > ||Z]|* Proto také |XY| > ||Z]].
Déle je tfeba dokézat, ze skutecné existuji body X € B,Y € C takové, ze | XY| = ||Z]]. Ty najdeme opét pomoci
rozlozeni vektoru BC na slozky podle podprostora W 4+ U: BC = &+, kde # € W 4+ U a 7 € (W + U)*. Vektor
¥ dale rozlozime libovolné na komponenty & = & + i, kde & € W a @ € U. Potom C = B + @ + ¢« + 7 a tedy

C' — i = (B+ @) +7. Vidime, ze Xy € B,Yy € C a zaroven | XoYy| = [|Z]] m|
N—— N ,

Yo Xo
Véta 2.19

Necht B je podprostor v &, a R ¢ B je bod. Pak v(R,B) = ||RP||, kde P je pata kolmice spusténé z bodu P na
podprostor B.

Diikaz: Je tieba dokazat, 7e |[RX|| > ||RP|| pro véechna X € B. Rozlozime RX na RP + PX. Tedy @HZ

(R—P-I-P—LR—P—I-P—& = ||RP||*+2(RP, PX)+||PX|]?. Protoze véak RP 1 B, jetaké RP | PX atedy (RP, PX) = 0.
Proto ||RX]|]? > ||RP||?, z ¢eho# plyne kyzeny vysledek. a

Dusledek 2.20
Necht N = ajzy + -+ anz, +a = 0 je nadrovina a R = [ry,...,7,] je bod. Pak
|Cll7“1—|— +anrn+a|

v(R,N) =

(11)

Drikaz: Podle predchdzejici véty vime, ze v(R, N') = [|RP]|, kde P je pata kolmice spusténé z Rna B. Necht P = R+io7i,
kde 77 = (ay, ..., an) je normalovy vektor nadroviny N, tedy p; = ri+toa; proi = 1...n,je-li P = [p1,...,pn]. Protoze

bod P lezi na N, je ai(ry +toa1) + -+ + an(rn + toan) + a = 0. Z toho dostdvame, ze ¢ = W Do

vztahu ||RP|| = /> (pi — ri)? dosadime p; — v; = tpa;: ||RP|| = 12>\, a? = ¢ Z airi—a) Z?:l a? =
>0, z irital O
Qi
Véta 2.21
Necht B, C jsou rovnobéiné podprostory a dim B < dim C. Pak v(B,C) = v(B,C), kde B je libovolny bod podpros-
toru B.

Diikaz: Protoze dim B < dim C a B||C, nastane piipad Z(B) C Z(C) z definice rovnobéznosti podprostort (1.37). Proto
Z(C)*+ C Z(B)*. Je-li tedy @ smér kolmy na C, je také kolmy na B.

__Pottebujeme dokéazat, ze ||XY|| > [|BP[], kde P ja pata kolmice spusténé z bodu B na C. Rozlozime XY na
XB+ BP + PY. Tedy ||XY||2 =||[XB+BP+PY|?=||XB+ PY||?+2(XB+ PY,BP)+ ||BP||2 Protoze vektor
BP je kolmy na C, je podle predchoziho odstavce kolmy i na B. Je tedy kolmy na vektory XB € Z(B) i PY € Z(C),
proto (XB + PY BP) = 0. Z toho dostavame || XY ||? = || XB + PY||? + ||BP|)*> > || BP||*. a
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Definice 2.22
Necht p, g jsou dvé mimobézné piimky. Pak jejich piicka, kterd je kolmé na p 1 ¢, se nazyva osa mimobéiek p, q

Véta 2.23
Osa mimobézek je urcena jednoznacné.

Diikaz: Méjme mimobézky p = {A, L(¥) } aq = {B, L(¥)}. Budeme pracovat pouze v t¥irozmérném prostoru L (4, 7, AB),
protoze feseni se nemitize jinam uchylit. Pak vektorové prostory L(#@)1 a L(¥)', které jsou dvourozmérné, nemohou
byt rovnobé&zné. Je tedy jejich prinikem jednorozmérny prostor L(Z). Osa p, ¢ mize mit zaméfeni pouze L( £), jinak
by nebyla kolma na p 1 q.

Déle budeme postupovat sporem. Necht oy = {C, L(Z)} a 02 = {D, L(¥)} jsou dvé osy p,q. Priiseciky o1 s p,q
oznacime jako P, Q1 a priseciky oo s p, ¢ jako P, Qa. Protoze vektory PQ1, PoQ- jsou rovnobézné, existuje rovina,
ve které lezi v8echny ¢tyfi tyto body. V této roviné tedy lezi celd piimka p = (P1, P2) i ¢ = (@1, Q2). Potom jsou ale
p, ¢ rovnobézné nebo riznobéiné, ale nikoli mimobézné, coz je spor. a

Véta 2.24
Necht p, ¢ jsou mimobézky a P, @ jsou jejich pruseéiky s osou. Pak v(p,q) = |PQ)|.

Diikaz: Je tieba dokézat, 7e || XY|| > ||PQ|| pro libovolné body X € p,Y € ¢q. Rozlozime XY na XP + PQ + QY
dostaneme: ||XY||2 = ||XP—|—PQ—|—QY||2 = ||XP+QY|>+2(XP+QY, PQ)+||PQ|?. Diky kolmosti osy (P Q> na
obé piimky je (XP 4+ QY, PQ) = 0, tedy || XY||? > ||PQ|*. a

2.4 Vnéjsi soucin vektori, Grimmuv determinant, ortogonalni doplnék vektoru

Definice 2.25

Necht V,, je orientovany Euklidovsky vektorovy prostor s ortonormaélni kladnou bézi €7, ..., ¢;,. Necht ui, ..., up,
jsou libovolné vektory se soufadnicemi w; = (u1s, .. ., un;) vzhledem k této bazi. Pak ¢islo |(us;)| (determinant matice,
kterd vznikne posklddanim soufadnic téchto n vektoru do sloupcii) se nazyva vnéjsi soucin vektord ui, . .., Uy aznacime
Je [ula ] un]

Véta 2.26

Predchozi definice je korektni (hodnota determinantu |(u;;)| z pfedchozi definice je invariantn{ vzhledem k libovolné
kladné ortonormalni bazi).

Dukaz: Zvolme nyni jinou kladnou ortonormalni bazi ﬁ, ce jr,; Necht A je matice pfechodu od €71, ...,¢e, k ﬁ, ce f_,;
Pak
U1g V1g
= A ,
Ung Uni
kde (v1s, ..., vni) jsou soufadnice vektoru uj v nové béazi. Oznacime-li matice (u;;) = U a (v;;) = V, pak plati: U = AV.
Proto |U| = |AV| = |A||V|. Protoze viak A je matici pfechodu od kladné ortonormalni baze k jiné kladné ortonormélni
béazi, je |A| =1 a tedy |U| = |V]. O
Véta 2.27
Necht 4, ..., u;, jsou vektory ve V,,. Pak plati:
1. [di, ... tn) =0 < di, ..., uy, jsou linedrné zavislé
2. [4l,...,up] £ 0 < 4i,..., 4y, jsou linedrné nezdvislé a baze ui, ..., u; je kladné orientovand pro [...] > 0 a

zdporné orientovand pro [...] < 0

3. [wdd, .. tn] = adl, .. U]
4. [d) + T, us, ... Uy = [Uh, U, .. U] + [T, U0, U]
5. Necht h_i, ce h:l je libovolnd permutace vektori ul, . . ., ty, at je pocet inverzi v této permutaci. Pak [h_i, ce h:L] =

(—=1)'[u1, ..., un]
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Dukaz: trividlni s vyuzitim znalosti prace s determinanty. a

Definice 2.28

Necht V;, je orietnovany Euklidovsky vektorovy prostor s kladnou baz{ €1, ..., €,. Necht ui, ..., 4} jsou vektory
v tomto prostoru. Pak ¢islo |(uj, u})| nazgvame Grammiv determinant vektort i, ..., u; a znac¢ime G(u, ..., Ug).
Véta 2.29

Gty ... tp) = [l ... un]?

Diikaz: Stacf si uvédomit, ze kdy# vynasobime matici U = (u;;) s matici U7, dostaneme na pozici i, j vyraz >, _, ukits;.

Proto UTU = ((@;,4})) = G, a tedy G(ul, ..., upn) = |G| = [UT|U| = |U|? = [a3, ..., un)? O
Véta 2.30

Necht 4, . .., u je posloupnost vektorti a 21, . . ., Zi jsou vektory, které vznikly ortogonalizaénim procesem z vektori
ul,. .., up. Pak G(uy, ..., u;) = G(4,. .., %)
Diikaz: Pri ortogonalizacnim procesu dostaneme vektory 7 takto: 71 = Ul a & = @ + ol + -+ + g1 l1.
V determnantu |(uj, @})| pficteme k i-tému fadku linedrn{ kombinaci pfedchozich a nezménime tak hodnotu determi-
nantu. Dostaneme |(u;, w;)| = |(@ + aintq + - -+ o i—1wi 1, 45)| = | (4, 4;)|. Stejnou operaci provedeme se sloupci, a
dostaneme |(z;, 7} )|. O

Dusledek 2.31

G(uy, ..., u) > 0. G(dy, ..., u) = 0 <= 4i,. .., U} jsou linedrné nezavislé.
Diikaz: G(ua, ..., uk) = G(4,...,45) = |(4,43)|, kde vektory 7#1,..., 7 jsou ortogondlni. Matice ((%i, 7)) je tedy
diagondlni a plati: G(#,...,7;) = (£1,21) - -+ - (Zn, Zn). Protoze (%, %) > 0, je G(4,...,%;) > 0. Jsou-li vektory
Ul, ..., Ui linedrné zavislé, pak od jistého indexu [ je pfi ortogonalizacnim procesu z; = 0, a tedy (%, Z;) = 0, proto
G(dy,...,u,) = 0. a

Grammuv determinant ma velice dulezitd uplatnéni. Daji se s jeho pomoci pocitat objemy rovnobéznostént a
vzdalenosti podprostort.

Poéitdme objem rovnobéznosténu daného linedrné nezdvislymi vektory ui, ..., u; a bodem A. Rovnobéznostén je
mnozina bodt {X = A+ t1u1 + - -+ g + 1k, 0 < ¢; < 1} a znacime jej Ry(A;dl, ..., dj).

Véta 2.32

Objem rovnobé&inosténu Ry (A;dl,. .., uk) je roven /G (41, ..., uj).

Dukaz: povedeme indukci vzhledem ke k. Pro & = 1 je objem rovnobéznosténu daného jedinym vektorem délka tohoto
vektoru. Je tedy /G (u1) = ||a1]] spravnym vysledkem.
Necht tedy /G (ul, ..., ux) je objem k-dimenzionalniho rovnobéznosténu. Objem (k + 1)-dimenzionalnfho rovno-

béznosténu Ry 41(A; 4, ..., uxt1) se spocitd jako objem Ry krat velikost vysky zpii1. To je vektor, ktery vznikne
7 ug4+1 jeho ortogonalizaci vzhledem k vektorim i, ..., ugy1. Na obrazku vidime pfipad v roviné, tedy pro k = 1:
Uy .
22
ui
Vime, ze G(u1, ..., Uk, upr1) = G(dl, ..., Uk, zx+1). Protoze je vak zx1; kolmy ke vSem vektortim «; pro ¢ = 1...k,
je (4i, zr31) = 0. Podle pravidel poéitani s determinanty tedy dostavame, ze G(di, ..., Uk, zx11) = G(ul,..., ) -
(zk+1, 2k +1). Po odmocnéni dostaneme \/G(u_'l, ey Uy ZEY1) = \/G(u_'l, ooy i) - ||zet1|, tedy pravé objem rovnobéz-
nosténu Ryyq. O

Dusledek 2.33
Necht B = {A, L(u1, . ..,u})} je podprostor a R libovolny bod nelezici v B. Pak

~ |G(AR, w3, ... k)
”(R’B)‘¢ G, ..., i)
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Diikaz: Vezméme v tivahu rovnobéznostén Ryy1(A;1, .. ., ik, AR). Jeho objem se spoéita jako

\/G(u_'l, ik, AR) = G(ud, .. ., k) - v(R, B), jak plyne z Gvah v ditkazu véty 2.32. Z toho uz je tvrzeni ziejmé. Pro
ilustraci je uveden opét priklad roviny, kde pocitame vzdalenost bodu R od pfimky p:

Dusledek 2.34
Necht p = {A, L(d)}, ¢ = {B, L(¥)} jsou dvé mimobézky. Pak plati:
G(AB,d,7)

v(p,q) = (1;1(7’

Diikaz: Cislo G(AB, @, ¥) je objem rovnobéznosténu daného vektory AB, @, @. Ten mé dvé stény v roviné se zaméienim
L(i, 7). Na obrazku vidime mimobézky p, ¢ a rovnobéznostén, o kterém je fec:

S

=y

q p

Vzdélenost stén se zaméfenim L(#, V) je stejnd jako vzdalenost mimobézek. Je viak také vyskou v rovnobéznosténu,

odkud jiz plyne vysledek. a
Definice 2.35

Necht V,, je orientovany Euklidovsky vektorovy prostor, 43, ..., u,_1 jsou vektory ve V,,. Vektor 0 spliujici pod-
minku [41, ..., u,_1,#] = (&, F) pro kazdy vektor ¥ ve V, se nazyva ortogondlni doplnék vektord ui, ... u,_1.
Véta 2.36

Necht @ je ortogonalni doplnék vektori ui, ..., u,_1. Pak & = 0 pravé tehdy, kdyz vektory ui, ..., u,_1 jsou

linearné zavislé.
Ditkaz: 6 = 0<=VE €V, : (0,%) = 0<= V€V, : [, ..., up_1, @] =0 <= [U1,...,up1] =0 <= 41,...,up_1
linearné zavislé

Véta 2.37
Necht 4i,...,u,_1 jsou linedrné nezavislé vektory, & jejich ortogonalni doplnék. Pak
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—

1. Vektor 0 je kolmy na vsechny vektory ;. Tim je jednoznaéné uréen jeho smér: L(0) = (L(u,. .., un1))*
2. uy,...,up_1, W je kladné orientované béaze. Tim je jednoznacné urcena orientace .
3. W) = |Rn-1(A; 40, ..., upq)]. Tim je jednoznacéné urcena velikost .

Celkem dostavame, ze existuje pravé jeden ortogonalni doplnék vektora ui, ..., u,_1.

Dukaz: jednotlivych ¢asti véty:

1. 7 definice je [ul,...,uy_1,7] = (@, ) pro viechny vektory Z, tedy i pro «;. Tedy [ul, ..., un_1, ;] = (W, 4;)
Protoze vSak v tomto poslednim vnéjsim soucinu jsou vektory linedrné zavislé, je (&, ;) = 0, a tedy & L ;.

2. Ul,...,us1,W je jisté linedrné nezavisly systém, a tedy baze. Pak [wi,...,u,21,%W] = (@, @) > 0. Cislo
[47,..., un—1,d] je determinantem matice piechodu od kladné orientované bazi k bézi i, ..., u,_1,17, proto
je tato baze také kladné orientovana.

3. [l ups, W) = |Rp (A4, . .., up_1, @W)|. Protoze & L uj, je tento objem roven
|Rn—1(A; i, ..., unz1)] - ||@]]. To je podle definice ortogonalnfho doplitku rovno (i, @) = [|@||?. Proto ||| =
|Rn—1(Aa u_ia ] un_’—l)|

O
Ortogonalni doplnék lze spocitat napf. takto: Jsou-li (w1, ..., u;,) soufadnice vektori u;, a chceme dostat ortogo-
nalni doplnék vektort ui, ..., u,_1, pak spoc¢itdme determinant
U1l T Uln
Un—-1,1 *° Un—1n
e_i PR 6771
a dostaneme tak vyjadieni vektoru w v dané kladné ortonormalni bézi €7, ..., €, tedy vyraz tvaru wié] + -+ wye,.
Tento vektor je hledanym ortonormalnim doplitkem vektord «i,. .., u,_1, protoze pro kazdy vektor & = (x1,...,2,)
plati:
Uil ce Uln
[u_ia M 'aun_’—laf] =
Un—-1,1 *° Un—1n
xl PR xn

Tak dostaneme vyraz wiz; + -+ + wpxy, = (W, &), a je tedy splnéna podminka pro ortogonalni doplnék.

Priklad 2.38

V roviné je casto tfeba spocitat ortogonalni doplnék dvou vektort. D4 se tak ziskat napt. normalovy vektor roviny

z jejiho parametrického vyjadieni (a tedy obecné vyjadfeni této roviny). Jsou-li & = (w1, uq,u3z) a ¥ = (vq, vz, v3)
vektory, které tvori bazi zaméreni roviny, dostaneme normélovy vektor 7 této roviny takto:
Ul U9 Us 6_i

=\ vy v w3 |= v €3

=|wn vz vz |= v vy 2

€3

Uz U3
V2 U3

U  Uus
v U3

bl bl

—

G € €3

2.5 Odchylky podprostoru
Abychom mohli pocitat odchylky Euklidovskych afinnich prostort, zavedeme nejprve odchylky vektorovych prostort.

Odchylkou vektord @, v rozumime ¢islo
(4, 7)

£(1, ¥) = arccos ————
’ [ll] - (171

Z Cauchyovy nerovnosti vime, ze |(i, )| < ||@]| - ||7]]. Je tedy jisté

< BD
=l - 1o =
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. Na tento vyraz tedy muzeme uplatnit funkci arccos.
Odchylkou jednorozmérngeh prostord L(i), L(¥) rozumime ¢islo

L |(iZ, 7)|
L(L(X), L(¥)) = arccos ————
[l - [1]]
Musime v8ak dokazat, ze vysledek je nezavisly na vybéru vektori «, ¥. Necht tedy ati = @ € L(d) a ¢ = ¢ € L(¥).
Pak L
0p(@, B _
|| - (1]
Tim, ze v citateli zlomku vezmeme absolutni hodnotu, vybereme ze dvou moznych odchylek tu, kterd je mensi nez 7.
Je-li odchylka dvou jednodimenzionalnich prostorti ¢, pak odchylka jejich vektort miuze byt bud ¢ nebo m — ¢:

L(L(d'), L(¥")) = arccos L(L(4), L(¥))

Definice 2.39
Necht W, U jsou podprostory v Euklidovském vektorovém prostoru V,,. Pak odchylku prostorid W, U definujeme
podle nasledujicich pravidel:

1. Je i WnNU = {6}, pak £(W,U) = min(£(L(W), L(¥))), kde ? e W ad € U.

2. Je-liwnU # {0}, pak polozime P = WN(WNU)* aQ = UN(WNU)*L. Plati: PNQ = (WNU)N(WNU)* = {0}.
Jestlize nyni P = {0} nebo @ = {0}, klademe Z(W,U) = 0, jinak £Z(W,U) = £(P, Q).

Druhy bod ptedchozi definice vypada znacné nesrozumitelné. Piibliznou pfedstavu toho, co znamené odchylka pro-
stord, lze ziskat vlozenim vektorovych prostorii do afinniho prostoru (coz uéini nésledujici definice). Necht W, U jsou
zaméfeni dvou ruznobéznych rovin v tfirozmérném prostoru. Pak W N U je zaméfeni jejich priisecnice. Uvazujme
rovinu se zamétenim (W N U)L. Ta je kolmd na W N U, a tedy je kolma na obé piivodni roviny. Znamena to, 7e
jsme prolozili tyto roviny rovinou na obé kolmou. Prostor P je zaméfenim prusecnice W a této kolmé roviny, stejné
prostor () je zaméfenim prusecnice U a roviny kolmé na W 1 U. Odchylka takovych primek je tedy podle definice
odchylkou puvodnich rovin.

Pripad P = {6} miize nastat, je-li W pifmka! lezic v roviné U. Pak WNU je ptimka W. Priinik P = Wn(WnNU)+ =
W N W+ je podle véty 2.10 jediny bod, tedy P = {6} a odchylka pfimky od roviny, v niz lezi, je nulova.

Odchylku vektorovych prostort preneseme pomoci jejich zaméreni do Euklidovskych bodovych prostort.

Definice 2.40
Necht By = {B, W} a By = {C, U} jsou dva podprostory v &,. Pak odchylkou prostord By, Bs rozumime odchylku
jejich zaméteni W, U: £(By, Bs) = £(W,U).

Priklad 2.41

Odchylka dvou nadrovin N} = {A, W} a No = {B,U}: WnNU)* = Wt + U+ = L(n}) + L(n3). Prostory P,Q
z druhého bodu definice odchylky vektorovych prostori (2.39) budou tedy L(n%) resp. L(rnii) (v piipadé, ze W, U
nejsou rovnobézné, jinak je to trividlni). Tedy odchylka nadrovin je rovna odchylce jejich normélovych vektora

Véta 2.42
Necht p = {A, L(4)} je pfimka a B = {B, W} je libovolny podprostor. Pak

- z ieW(pLB)
‘“”B)‘{ L(L(@), L), T Whp LB)

kde ¢ je ortogonalni projekce vektoru « do W.

'Misto ,zaméfeni piimky, roviny,...“ pou#ivame zkracené ,piimka, rovina,...*
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Diikaz: V piipadé, ze p L B, je @ € W a tedy L(@&) N W m4 dimenzi 0. Mizeme tedy pouzit prvni bod z definice
odchylky vektorovych prostori (2.39), a dostaneme odchylku jako

arccos ~—+——57
[l - |||

pro né&jaky vektor @ € W. Protoze je vSak @ kolmy na B, je kolmy i na , a tedy (&, @) = 0. Odchylka je potom

arccos ) = 7.

V opaéném piipadé je tfeba ukdzat, ze pro ortogonalni projekci ¥ vektoru u do B plati:
L(L(a), L(g)) < L(L(d@), L()) (12)

pro libovolny vektor @ € W. Oznacéime levou stranu vyrazu 12 jako ¢ a pravou stranu jako . Chceme ukazat, zZe
@ < 4. Ukdzeme, ze cos ¢ < cos ¢, a vysledek dostaneme z toho, Ze na intervalu (0; 5) je funkce cos klesajici.

Rozlozime si nejprve vektor i na ortogonalni projekci ¢ a ortogonélni komponentu z podle podprostoru W: g € W,
Ze W', & =y+ 7 Plati: Z L 0 pro vechny vektory @ € W. Tedy zejména Z L . Nyni

cos ) = M
(el - (|
Protoze 7 L 0, je (Z,@) = 0, a tedy (¢ + Z, @) = (¢, @). Dosadime do vyrazu pro cos ¢:
SN [ TR T ]
(el - (if] = (] - (1]
podle Cauchyovy nerovnosti. To se rovna
gl _ gl -llgl _ 1.9l
all Nl - {lgdl el - (1]

=
Vime v8ak, ze § = @ — . Zaroven Z L ¢, tedy |(d — Z, )| = |(4, §)|. Celkem je

cos ) < M = cos .
[l - 1191l

O

Priklad 2.43
Necht odchylka nadroviny N = 121+ - -+anz, +a = 0 od piimky p = {4, L(@)} je ¢. Pak odchylka normélového

vektoru 7 nadroviny A" od vektoru 4 je T — ¢:

N
Tedy
: |7, )|
sing =cos(= —¢) = mo—=
2 7] - [l

a odchylku dostaneme podle vzorce

¢ — arcsin ( s + -t ann )

Vai+ o+ a2 el + o+l
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Véta 2.44
Necht W, U jsou dva vektorové podprostory, jejichz prinik je pouze nulovy vektor (6) Necht w7, ..., Wy je orto-
normalni baze ve W, a ui, ..., 4} je ortonormaln{ baze v U. Sestrojime matici fadu k/l A = (ai;), kde a;; = (@, u}).

Necht s je nejvétsi vlastni hodnota matice AAT . Pak odchylka prostortt W, U se spocita:
L(W,U) = arccos(++/s)
(++/s je oznaceni pro kladnou odmocninu z s).

Drikaz: je technicky komplikovany; viz linearni algebra. a

Poznamka 2.45

Péar poznamek ke smyslu predchozi véty:

Matice AAT z predchozi véty je Gtvercova radu k. Vlastni hodnoty jsou fesenimi polynomické rovnice |[AAT —AE| =
0 s proménnou A, kde F je jednotkova matice. Vysledky linearni algebry zarucuji, ze tato rovnice méa realné koreny,
protoze matice AAT je symetricka.

Matice A je matici zobrazen{ z W do U, které kazdému vektoru 0 piifadi jeho ortogonalni projekci v U. Naopak,
matice AT je matice zobrazeni, kterd kazdému vektoru @ pfifadi jeho ortogonalni projekci ve W. Potom AA” je matice
zobrazeni, ktera ptifadi vektoru & jeho nasobek aw, kde o < 1. Situace pro dvé pifmky:

Dalsfm vysledkem linedrni algebry je to, ze vlastni hodnoty (jako feseni rovnice |[AAT = AE| v proménné )) jsou
pravé ta éisla, pro kterd At = AAT @ pro viechny vektory @ € W. Z predchozi tivahy tedy plyne, ze viechny vlastni
hodnoty matice AAT lezi v intervalu (0, 1), a lze tedy nejvétsi z nich pouzit jako argument funkce arccos.

Pfedchozi véta ndm tedy jasné definuje algoritmus, podle kterého lze zjistit odchylku vektorovych (a tedy i afinnich)
podprostorii libovolné dimenze. Je-li WNU = {0}, postupujeme piimo podle této véty. V opa¢ném piipadé spocteme
podprostory P, Q z definice 2.39, a na né aplikujeme predchazejici vétu.

2.6 Podobna a shodna zobrazeni

Definice 2.46

Necht &, a &' jsou dva Euklidovské bodové prostory. Rekneme, ze zobrazeni f : &, — &' je podobné zobrazeni,
jestlize existuje k € R*, takové, ze pro kazdé dva body X,Y € &, plati: [f(X)f(Y)|er = k|XY|e,. Pokud navic
k = 1, nazyvame f shodné zobrazeni.

Poznamka 2.47

Podobné zobrazeni prosté. Proto muze vést pouze do prostoru vétsi nebo rovné dimengze.

Podobné zobrazeni je také afinni. Méme t¥i rtizné body A, B, C lezici na prfimce v tomto poradi. Potom plati
|AC| = |AB| 4 | BC|. Chceme dokazat zachovani délictho poméru za piedpokladu podobnosti f. Necht AC' = ABC'.
Potom |F(A)F(C)] = KAC| = K[AB| + K[BC| = |F(A)VF(B) + [/(B)(C)], a proto [(A), J(B), J(C) lezi na jedné
pfimce. Déle plati: | f(A)f(C)| = k|AC| = Xk|BC| = A|f(B) f(C)], a tedy i velikost A délictho poméru zlstava stejné.

Véta 2.48
Je-li f podobné zobrazeni, pak pro asociované linedrni zobrazeni ¢y plati: ||¢r ()] = k||d]] a (v (%), ¢r(¥))
k2 (d, 7).

Diikaz: Zvolme dva body X,Y takové, ze @ = XY . Potom ||p¢(%)|| = ||f( YW = 1F(X)FY)] = k| XY = k|4
Nejprve zkonstruujeme alternativni vyjadien{ skalarniho soucinu (@, ¥): Vime, ze (&, @) = [|d]|?. Déle (d+7, i +7) =
(@, @) + (v, 7) — 2(a,?) = ||[d+ 7)) = ||a]]* + ||7]|* + 2(&, 7). Tedy 2(4,¥) = ||@ + v||2 —||@])* = ||7]|?. Vyuzijeme tohoto
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Grupa afinit

Grupa podobnosti

Grupa homotetii Grupa shodnosti

Grupa translaci
a stfedovych soumérnosti

Grupa translaci

Identita

Obr. 1: Grupy afinit a jejich usporadani

vztahu pro ¢y (@), ¢ (¥) a uplatnime poznatek z predchoziho odstavee: 2(p; (@), 1 (7)) = |lof (@) +pr (0)||*—|l¢f (@)]|*—
s (DI = K217 + AP — RN — K7 = 28(7, 7). o

Uvazme rovnici podobnosti jako afinniho zobrazeni: f(X) = AX + B, kde f(X) je vektor soufadnic po zobrazeni,
X je vektor soufadnic pred zobrazenim, A je matice zobrazeni a B je vektor realnych soufadnic. Z predchozi véty
jsme dostali vysledek: (¢ (@), ¢ (7)) = k*(, 7). Obrazy vektori @, v mizeme vyjadrit pomoci matice A: ¢y (i) = Ad,
podobné pro v. Pak

(Ad, A7) = k*(4,7)

(AT (AY) = kKa'v

@' AT Ay = kd"Ev
ATA = KE

Dostali jsme nutnou a postacujici podminku pro matici A, aby odpovidajici zobrazeni f bylo podobné. Shodnost
zobrazeni f je ekvivalentni podmince AT A = E.
Nasledujici tabulka shrnuje stru¢nou klasifikaci afinnich zobrazeni:

Nézev Podminka Komentar

afinita |A| #0 zachovava kolinedrnost a délici pomér
podobnost ATA = k*FE zachovava pomér vzdélenosti

shodnost ATA=1[ zachovava vzdalenost

homotetie A=AE,A#0 | vechny sméry jsou samodruzné

stiedovd soumérnost | A = —F kazdy vektor se zobrazi na vektor opacny
translace A=F vsechny vektory jsou samodruzné
identita A=F B=0 | kazdy bod je samodruzny

Néktera uvedena zobrazeni tvori grupy. Na obrazku 1 vidime grupy a podgrupy afinit, pficemz sipka vzdy ukazuje od

nadgrupy k jeji podgrupé.
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Y AV »

3 Komplexni a projektivni rozsireni prostoru

V této kapitole zacina cast, kterou nazyvame kvadratickd geometrie. Budeme se totiz zabyvat kvadratickymi objekty.
Nez v8ak na tyto objekty samotné dojde, zavedeme si jista rozsifeni afinniho prostoru, aby se nam v ném s kvad-

ratickymi objekty 1épe pracovalo.

3.1 Komplexni rozsiteni vektorového prostoru

Budeme predpokladat, ze V,, je redlny n-rozmérny vektorovy prostor.

Definice 3.1
Na mnoziné V x V' definujeme operace s¢itani a nasobeni komplexnim ¢islem (skaldrem) takto:

[a@, 6]+ [

(o + Bi)[@,b] = [ad@ — Bb, ab+ (3]

-

=[d+&b+d]

+
oy
=

bl

V x V spolu s v¥$e uvedenymi operacemi je vektorovym prostorem nad C. Budeme jej znaéit V¢ a nazyvat kompleznim
rozsirenim vektorového prostoru V.
Definujeme zobrazeni V — V¢ : i+ [, 6] Pak V mfizeme povaiovat za podmnozinu V¢ (ale uz ne podprostor).
Kaizdy vektor [@,7] € VC lze zapsat jako [d, 7] = [4, 0] + [0, 7] = [@, 0] + 4[7, 0] = @+ 7. Tak budeme také nadale
vektory zapisovat. Vektor i zde nazveme redind édst (slozka) vektoru @440, a vektor ¢ imagindrni éast (slozka) vektoru
°q + @0,

Nulovy prvek prostoru VE je Oyc = [0, 0] = Oy
Véta 3.2
Vektory i, ..., up € V jsou linedrné nezavislé ve V¢ pravé tehdy, kdyz jsou linedrné nezavislé ve V.

Dikaz: ,=“: Jsou-li vektory linearné zavislé ve V, jsou s vyuzitim stejné linedrni kombinace linearné zavislé i ve V¢,

,<*“: Nechf vektory 3, ..., s, jsou linedrné zavislé ve V<. Pak existuje k ¢fsel aj + i3; takovych, ze Z?Il(aj +
i8)u; = 0 a pfitom nejsou viechna nulova. Potom Z?:l aju; + i2§:1 Bjuy = 0. V tomto pifpadé musi byt nulové
obé slozky, tedy redlnd i imagindrni. Pfitom existuje bud «; nebo f;, které je nenulové (jinak by byla véechna &isla
a; + if; nulova). Takto jsme nalezli dvé nulové linedrni kombinace vektori uj slozené z redlnych cisel (3" «aj;u; a
>~ B;u;). Pfitom alespon jeden prvek alespon jedné této kombinace je nenulovy, proto vektory jsou zévislé ve V. O

Véta 3.3

Necht w3, ..., 1, je baze prostoru Vj,. Pak je i bazi prostoru V,¢.
Diikaz: Vime uz, ze vektory uj,. .., jsou linedrné nezavislé ve V.C. Zbyva jesté dokazat, ze jsou generatory tohoto
prostoru.

Vezméme libovolny vektor #+i§ € V.C. Pak vektory ¥,  lze vyjadiit jednoznacné v bazi V jako & = Z;zl RS
Z;zl y;u;. Z toho dostavame vyjadreni ¥ + iy = Z;zl x4 iz;:1 yju; = Z?Il(xj + 1y, )u;. O

Dusledek 3.4
Prostory V,, a V.¢ maji stejnou dimenzi. Dale pro libovolny vektor # + i € V,¥ plati, ze & + if € V,, pravé tehdy,
kdyz § = 0. Mtizeme tedy rozlisovat mezi redlnymi vektory (€ V,,) a vlastnimi imagindrnimi vektory (€ V.¢ — V,,).

Definice 3.5 _
Necht @ = & + 17 je vektor ve V.¢. Vektor @ = & — i%f nazveme vektor komplezné sdruzeny k vektoru 1&.

gl

Lze snadno ovéfit, ze w) + ws = wi + wh a kw = k

Véta 3.6
Necht ¢ : V, — V., je linedrni zobrazeni mezi redlnymi vektorovymi prostory. Pak existuje jediné linedrni
zobrazeni ¢ : V.¢ — V. takové, ze p© /V,, = ¢.
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Diikaz: Zobrazeni ¢ definujeme polozenim % (Z + i%) = ¢(F) + ip(¥). Ziejmé plati: ¢©/V, = ¢.
Linearita zobrazeni ¢ je rutinni zélezitost, avsak technicky zdlouhava. S vyuzitim definice ¢¢ a linearity ¢ je
tieba ukazat, ze ¢ ((ay + i81) (27 + i91) + (2 + i82) (2% + i95)) = (a1 + i61) e (&1 + i91) + (2 + i82)p" (23 + iy3).
Jednoznacnost: necht ¢ je linedrn{ zobrazeni, jehoz ztzenim na V,, dostaneme . Pak jeho hodnota v libovolném
vektoru z V. je: ¥(Z + i) = ¥(F) + iv(¥), coz plyne z linearity . Protoze ve zlizeni je ¥ = ¢, je ¥(Z) + i (7) =
©(%) + ip(y). To je ale rovno ¢ (Z + i7), proto ¥ = ¢©. a
Necht A, je matici zobrazeni ¢, tedy ¢(#) = A,&. Pak zobrazen{ ¢ je ddno predpisem: ¢ (Z+i¥) = A,T+iA,¥.

3.2 Komplexni rozsireni afinniho prostoru

Tradi¢n{ afinni prostor se sklddd ze ti{ komponent: (A, V, ). Z nich vyjdeme p¥i konstrukei komplexniho rozsifeni.
Musime urcit také jeho mnozinu bodt, zaméfeni a zobrazeni tvorici vektor ze dvou bodi.

Véta 3.7
Bud AC = A x V mno#ina a zobrazeni  : AC x AC —s VC definované [X, @][Y, 17']0 = XY 4i(7 — 1), kde X, Y

. o o —C, . ,
jsou body z A, a @, v jsou vektory z V. Pak (.AC, Ve, ) je afinni prostor.

Diikaz: Je tfeba dokdzat dva axiomy afinniho prostoru (viz definice 1.1).
Necht [X, @] je libovolny bod z A a @ = w} + i je libovolny vektor z V. Oznacime si X 4w} jako bod Y (je

z A), a @ + s jako vektor ¥ (je z V). Tyto existuji a jsou urceny jednoznacéné, coz plyne z afinity prostoru (A, V, ).
- _
Pak [X,d][Y,7] = XY +i(t—a@) = (Y - X) +i(¥ — 1) = (X + ) — X) + (@ + Wy — @) = ) + iy = . Nasli jsme
tedy pro kazdy bod z AY a kazdy vektor z V¢ pravé jeden bod, do kterého vede tento vektor, kdyz se jeho pocatek
umisti do puvodniho bodu.
—_— - - 70

(X, d[Y, ] +[Y,9][7, @] =XY+i(@—d)+YZ+i{(d—7) = X7 +i(d—d) = [X,d][Z, @] , coz je dikaz druhého

axiomu afinniho prostoru. a
—_—C

Stejné jako v obyéejném afinnim prostoru mizeme psat [V, ¥] = [X, @] + [w, wh], jestlize [X, @][Y, 8] = [w),dh], a

tedy [Ya U] - [Xa J] = [1171, 1172]

———=¢C ~ = ~
Z tohoto hlediska je [X, 4d][X,0] =[0,4d]; [X,4] = [X,0] 4 [0, d]. Bod [X, 4] tedy muzeme (a také Casto budeme)
zapisovat jako X + iid. Body mnoziny A lze takto povazovat za vnofené do A®, protoze zobrazeni pfifazujici bodu
X € Abod X +i0 = X € AY je homomorfismus (srovnej vnofeni V do V).

Definice 3.8
Necht X + it je bod v AY. Pak bod X — iil nazveme bod komplexné sdrufeny k bodu X + iii.

Ke kazdému objektu skladajicimu se z imaginarnich bodi (napf¥. pfimka) existuje objekt komplexné sdruzeny (kom-
plexné sdruzené piimka).

Souradna soustava komplexniho roz$i¥eni. Necht R = (P;é1,...,€,) je reper v A,. Vime uz z pfedchozi
kapitoly, ze €7, ..., ¢, je bazi prostoru V¢. Proto je reper R také reperem prostoru A .

Méjme libovolny bod X + it € AS. Souradnicemi tohoto bodu vzhledem k libovolnému reperu R = (P; €1, ..., 6,)
nazveme n-tici komplexnich ¢isel X +iti = [o1 +iuq, . .., 2, +iu,|r takovou, ze X +id = P+Z;:1(xj +iu;)e;. Necht
reper R je redlny (tedy je reperem A,). Pak X + it = P+ Z;:l T5€; +i2;:1 uje;. To ale znamend, ze [x1,..., Z,]%
jsou soutadnice bodu X € Ay a (u1, ..., u,)r jsou soufadnice vektoru @ € V,,. Podle soufadnic bodu X + i vzhledem
k néjaké redlné béazi tak pozname, zda je tento bod redlny nebo imagindrni, protoze zndme soutradnice vektoru 4 ve

V', a snadno odhalime, zda je nulovy nebo ne.

Afinn{ podprostory komplexniho rozifeni. Vezméme libovolny podprostor By v .A,,. Potom B{ je podprostorem
v AY. Opacné tvrzeni neplati. V AS totiz existuji podprostory, které nejsou rozsifenim néjakého podprostoru v A,,.
Takovym je napf. podprostor dany predpisem A + «ii pro pevny bod A € A, a pevny vektor & € V,,.

3.3 Projektivni prostor

Definice 3.9
Necht Vj, 41 je vektorovy prostor nad télesem T (napf. téleso redlnych nebo komplexnich ¢&isel). Mnozinu jednoroz-
meérnych podprostori Vi, 41 budeme nazyvat n-rozmérnym projektivnim prostorem a znacit Pp.
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Vi1 se nazyva aritmeticky zdklad (nosic¢) prostoru Py,. Prvky z V,,41 se nazyvaji aritmetické body. Prvky z P, se
nazyvaji geometrické body. Je-li X € P, geometricky bod, vznikl z jednorozmérného podprostoru L(Z) ve Vi, 41, pak
piseme X = (&) (¥ # 6) ¥ se pak nazyva aritmeticky zdstupce geometrického bodu X.

Projektivni prostor budeme znacit (Py,, Vi41).

Kazdy bod mizeme nechat generovat nekonecné mnoha geometrickymi zéstupci. Je-li totiz X = (¥), pak také X = {a&)
pro kazdé 0p Za € 1"

Definice 3.10

Body (da1), ..., {di) € Py nazveme linedrné nezdvislé, jestlize vektory di, ..., dj jsou linedrné nezavislé ve V,41.
Bod A = (@) takovy, ze @ = a1d] + -+ + apdj, pricem? existuje a; # Op pro néjaké i € {1,... k}, se nazyva
linedrni kombinaci bodi Aq, ..., A;. PisSeme: A = a1 A1 + - - + ap Ag.

Definice 3.11
Aritmetickou bdzi projektivniho prostoru (Pp, Vat1) rozumime libovolnou bézi vektorového prostoru Vi, 41.
Geometrickou bazi prostoru P, rozumime libovolnou posloupnost bodu Oy, ..., Op11, F takovych, ze libovolnych
n 4+ 1 z nich je linearné nezavislych. Body Oq, ..., O,41 nazyvame zdkladni body geometrické bdze, bod E se nazyva
jednotkovy bod geometrické bdze.

Véta 3.12
Necht €1, ..., en41 je libovolnd aritmeticka baze prostoru (P, Viq1). Pak (61), ..., (ent1), <Z?:+11 €;) je geometricka
béze prostoru (Pp, Vot1)-

Drikaz: Je tieba ukazat, ze vynechanim libovolného vektoru z danych n 4+ 2 vektortu dostaneme systém n + 1 linedrné

nezavislych vektoru. Vynechame-li vektor Z?:-I_ll é;, dostaneme vektory €i,...,e,31, které jsou jako baze linedrné
nezavislé. Nyni vynechdme néktery €;.

Necht vektory €1,...,e;21,€31, -+, €nt1, Z?:-I'll é; jsou linedrné zavislé. Necht tedy existuje jejich nulova linedrni
kombinace:

n+1
O=oa161 4+ -+ ai—1eZ1 + aigieifi + ...+ apyo Z &
i=1

Sumu na konci rozlozime na jednotlivé vektory:

0= (14 anga)éi 4+ 4 (i1 + anga)eil1 + angaéi + (aip1 + ango)eqi + 4 (Wng1 + angs)enta

Protoze vektory €1, ..., e,11 jsou linedrné nezivislé, jsou v tomto vyrazu viechny koeficienty nulové. Tedy ay42 = Op
(koeficient u €;). Ostatni koeficienty maji tvar a; + an42 pro vdechna j = {1,...;i—1,i+1,...,n+ 1}. Proto
aj + apqo = Op, jenze uz vime, ze ap,42 = Op, proto i a; = Op.

Celkem jsme dostali vysledek, ze kazda nulova linearni kombinace libovolnych n + 1 vektort vybranych z danych

n + 2 vektort ma vsechny koeficienty nulové, proto jde o geometrickou bazi prostoru P,,. a
Véta 3.13
Necht O1,...,0p41, E je geometrickd baze P,. Pak existuje aritmetickd baze €7, ..., e,31 takova, 7e O; = () a
1=
B=(E). ,
Je-li €1',... e,31 Jind takova aritmetickd baze, pak existuje o # Op takové, 7e €' = aé;.
Diikaz: Necht O; = (i) a E = (&). Pak @ je linedrn{ kombinaci 41, ..., ty41:

U=Qrul + -+ Oppilpil

Kdyby nékteré «; se rovnalo nule, pak by O;, E nebyla geometrickd baze (vynechanim vektoru «&; bychom dostali n+ 1
vektori, které jsou linedrné zavislé). Zvolime é; = ayu;. Pak @ = E?:-I_ll é; a dostavame bazi s pozadovanou vlastnosti.

Necht tedy €7, ...,e,31 mé pozadované vlastnosti a necht ¢7',... e 31" je jind takova baze. Protoze O; = (&) =
(&', musi byt €' = a;6;, a zéroven Y1 @ = oS0 G Potom S0 G = S aid = o 30 6. Po odedtent
dostavame Z?;ll(ai — a)é; = 0. To je linedrni kombinace vektori €7,..., e 11. Protoze ty jsou nezdvislé, musi byt
vsechny koeficienty této kombinace nulové. Tedy a; — o = 0, z ¢ehoz plyne «; = «, coz bylo dokazati. a
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Definice 3.14

Necht O = (€1),...,0n41 = {en31), E = <Z?:+11 é;) je libovolnd geometrickd baze P,,. Necht X = (¥) je bod z P,,.
Pak uspofadand (n + 1)-tice (x1,...,¥n41) prvka z T takovych, ze & = z1€] + -+ - 4+ ¥pn41€n31, se nazyva projektivni
homogenni soutadnice bodu X vzhledem ke geometrické baz Oq,..., O, E.

Priklad 3.15

Jednorozmérny projektivni prostor muzeme chéapat jako svazek pfimek 1. druhu (prochézejicich jednim bodem)
v roviné. Kazdy vektor v této roviné pak lze vyjadiit pomoci dvou vektort, které urcuji bazi. Tyto vektory vyjadiujeme
jako dvé pfimky, urcené sméry téchto vektorti (body Oy, 02 baze), a jednotkovym bodem béze E. Jednotkovy bod
urcuje, na kterou pfimku padne soucet vektoru aritmetické baze. Je tedy dan pomér velikosti mezi dvéma vektory
aritmetické baze (jejich sméry jsou ddny body Oy, O3 = pimky ve svazku). Vektory jsou tedy body Oy, Oq, E uréeny
jednoznaéné az na nasobek konstantou (srov. tvrzeni predchézejici véty):

0
! E
o1
61/
€
O
€5 6_2'/
Véta 3.16
Necht X € P, m4 vzhledem ke geometrické bazi Oy, ..., Oy, E projektivni homogenni soufadnice (#1,...,#p41).

Pak existuje index ¢ € {1,...,n+1} takovy,ze x; # 0. Dale, jsou-li (y1, . . ., Yn+1) jiné projektivni homogenni souradnice

bodu X vzhledem ke stejné bézi, pak y; = ax; pro vhodné nenulové «.

Diikaz: Kdyby vsechna x; byla rovna nule, pak ¥ = Z?:-I_ll z;€; by byl nulovy vektor, a X = (#) by nemohl byt bod
prostoru P,,.
Necht # = E?:-I_ll ri€ ay = E?:-I_ll yié;'. Protoze X = (&) = (), musi byt § = B%. Obé aritmetické baze

€1, eni11 €1, ..., ent1 odpovidaji stejné geometrické bazi. Podle véty 3.13 existuje &islo v takové, ze ;' = ~é;.
_ S 1 o 1 =/ 1 ~ o . C .y
Potom ¢ = BZ = ﬁzzljl xi€ = Z:L; xl% = Z:L; %xiei/. Polozime-li o = =, Je véta dokézana. a

Definice 3.17
Necht (Pp, Vat1) je projektivni prostor a Wiy je vektorovy podprostor ve V;,41. Potom mnozina bodi X = (&)
takovych, ze & € Wiy1, se nazyva k-rozmérny projektivni podprostor v P, uréeny podprostorem Wy1.

Véta 3.18
Necht (Qp, Wi41) a (Ry, Uig1) jsou dva projektivni podprostory v (P, Vi41). Pak:

e Mnozina Q, + Ry = {(i); ¥ € Wi11 + U411} je projektivni podprostor v P,.
e Mnozina Qi NR; = {{&); 4 € Wi41 N Uit1} je projektivni podprostor v P, v piipadé, ze W11 N U411 # {6}

Dukaz: je velmi jednoduchy. a
Stejné jako u vektorovych prostort, platiiu projektivnich prostori pro dimenzi jejich souétu vatah: dim(Qr+R;) =

k+1— dlm(Qk ﬂRl)

Parametrické vyjadieni projektivnich podprostoru. Necht (Qr, Wi41) je projektivni podprostor (P, Vit1).
Potom W41 musi byt podprostor V,,41. Necht ai,... agt1 je bdze Wiy1. Potom kazdy vektor & € W41 lze vyjadiit
Z=Adi+ -+ Agr1a531. Pro bod () projektivniho podprostoru Qj pak jisté plati: () = Ay {(d@1) 4+ - -+ Apy1{ani1),
kde existuje index ¢ tak, ze A; # 0. Zaroven plati, ze bod (Z) lez{ v Qj, pravé tehdy, kdyz existuje takové jeho vyjadieni.
Jestlize oznacime A; = (dj), potom rovnice X = A1 A; + -+ + Agy1Ak41 je parametrickym zadanim projektivniho
podprostoru Q@ pomoci pevnych bodt A;.
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Obecné vyjadieni projektivnich podprostori. Pro obecné vyjadieni projektivniho podprostoru (Qg, Wiy1)

soustavu rovnic
a1x + -+ a1 n4+1%n+1 = 0

n_k1%1 + - + Gnekpt1Znsr = 0
Jejiz fesenim je podprostor Wi 41. Tim jsou viak body podprostoru Qy jiz jednoznacné urceny, proto predchozi soustavu
povazujeme také za obecné vyjadieni projektivniho podprostoru (Qp, Vit1)-
Projektivni nadrovina prostoru (P, V,41) ma dimenzi n — 1, a je tedy odvozena od né&jakého n-dimenzionalniho
podprostoru ve Vi, 11. M4 proto obecné vyjadieni

a1y + -+ app12n41 = 0.

Tato nadrovina je zcela pfirozené dana jednim (normalovym) vektorem ve V,, 41, a tim vlastné jednim bodem v P,.

Transformace souiadnic bodd projektivniho prostoru. Necht Oi,...,0,11,F a Of,...,0;, 1, E' jsou dvé
geometrické baze prostoru (P,,V,41) a bod X mé v nich soufadnice [z1,...,&n41] resp. [xf,... 2], ] Najdeme
odpovidajici aritmetické baze €1,...,e 31 a €1',...,e,31". Necht matice A je matici prechodu od baze €7, ..., e, 1
k bazi €;',..., e 31’ ve vektorovém prostoru V,,y;. Pak plati:
- - o -
(6, emin) = (6 o)A
Matice A je tvofena sloupci, které odpovidaji soufadnicim vektorti €;’ vzhledem k bazi €1, ..., e, 3 1. Vektor £ miizeme
vyjadiit pomoci baze €7, ..., e, 31:
T z)
— — - . —/ -/
x:(ela"'aen-l-l) : :(ela"'aen-l—l)
Tn+1 l’%+1

Po dosazeni dostavame

/
Tn+1 Tnt1
Protoze béze 1 soufadnice bodu projektivniho prostoru jsou dany jednoznac¢né az na nenulovy nasobek, je 1 matice A
dana jednoznacné az na nenulovy nasobek.

Zobrazeni projektivnich prostoru. Necht jsou dany dva projektivni prostory (Pn,Vit1) a (Qm, Wint1), kde
n < m. Pro prosté linedrn{ zobrazeni ¢ : V,, 11 —> Wi 41 definujeme zobrazeni @ : P, — Q,,, tak, ze ®((Z)) = (p(&)).
Zobrazeni ® nazveme kolinedrni zobrazeni prostoru P, do prostoru Q,, urcené zobrazenim . Je-li ® navic bijekce,
pak se nazyva kolineace.

3.4 Projektivni rozsifeni afinniho prostoru

Definice 3.19

Necht (A,V,, ) je afinni prostor. Pak mnozinu N4 = {{(&);0 # @ € V,} nazveme mnoZinou sméri afinniho
prostoru A.
Nase dalsi snazeni povede k identifikaci mnoziny P, = AU N4 jako projektivniho prostoru. Budeme se snazit nalézt

projektivni prostor P, ekvivalentni s P,. Za nosi¢ prostoru P/, vezmeme vektorovy prostor V;, + L(€), kde vektor €
nen{ prvkem prostoru V,,, a najdeme bijekci mezi P, a PJ,.

Véta 3.20
Necht zobrazeni ¢ : P, — P!, je definovano predpisem:
{ (X)=(PX+¢&), Xecd
() =(@),  (¥) ENa
Pak ¢ je bijekce.



4 NADKVADRIKY 30

Diikaz: 1 je injekce: Chceme dokézat, ze dva rtzné prvky zobrazi : na dva rizné prvky. Nechf nejprve X € A a
<f> € Ny:

uX) = (@)

ﬁ—l— € = af
€ = af—PX
S~~~ S—
EVn &V
a to je spor.
Necht X,Y € A.
u(X) = YY)
<ﬁ—|— é> = <W+é>
ﬁ—i— g = Oz(ﬁ-i- é')
(1-—a)¢ = aPY -PX

a tedy musi byt obé strany posledni rovnosti nulové vektory. Proto a =1 a X =Y.
Necht (Z),(§) € Na. V tomto piipadé je ¢ identita, a tedy jisté surjekce.

¢ je surjekce: Pro kazdy prvek mmnoziny P/ chceme najit jeho vzor. Necht @ € V,, + & Pak se tento vektor d4
jednoznacné rozlozit na soucet W = 4 + ¢, kde @ € V,,. V dalsim postupu budeme rozlisovat podle 3:

1. B =0:({&)) = (1) = (&)
2. 0#0:u(P+ D)= (L +&) = (T + ) = ()
Pro kazdy prvek (@) € P} jsme tedy nalezli jeho vzor, proto ¢ je surjekce. a

Definice 3.21 L
Prostor P, = AU N4 nazyvame projektivni rozsiveni afinniho prostoru A a znacime jej A,. Body z A nazyvime
vlastni body prostoru A, body z N4 nazyvame nevlastni body prostoru A,.

Souradnice bodu projektivniho rozsifeni afinniho prostoru. Budeme nejprve hledat soufadnice vlastnich
bodd. Necht bod X € A ma v reperu (P;éq,...,€,) soufadnice [1,...,2,]. Vektory €1,...,€,, € tvoil jisté bazi

vektorového prostoru V,, + €, proto systém (€31),...,(€,),(€), (> ;& + €) tvorl geometrickou bazi prostoru Pj,. Za
soufadnice bodu X v P, budeme povazovat soufadnice bodu «(X) v P): o«(X) = (PX + &) = (3, xiéi + €). Proto

[21,...,2n, 1] jsou soufadnice bodu X v uvedené geometrické bazi. Také [axy, ..., ax,, a] jsou soufadnice tohoto bodu
ve stejné bazi. Dostali jsme tak afinni homogenni souradnice vlastniho bodu X v prostoru A,,.
Mame-li naopak zadany soufadnice [z1,..., %, Zn41] néjakého vlastniho bodu, budeme je (napt. kvili porov-
nani s jinym bodem) pfevadét na ,normélni“ tvar, kdy posledni soufadnici bude jednicka. Ten dostaneme takto:
T Th
)

U nevlastnich bodi je situace obdobné. Za soufadnice bodu (&) € P, budeme povazovat soufadnice ¢({#}) v geo-
metrické bazi (1), ..., (en), (&), (O, €& +¢€) prostoru P} 1((@)) = (i) = O, uiéi +0&), kde (uy, ..., u,) jsou souradnice
vektoru i vzhledem k bézi €7, ..., €, prostoru V,,. Proto [uy, ..., u,,0] jsou afinni homogenni soutadnice nevlastniho
bodu (@) v prostoru A,

Uspésné jsme tedy rozsifili afinni prostor na projektivni. D4 se uplatnit i opacny postup. Z projektivniho prostoru
staci vyFiznout jednu nadrovinu (reprezentujici nevlastni body), abychom dostali afinni prostor.

4 Nadkvadriky

4.1 Bilinearni a kvadratické formy

Opét trochu linearni algebry. V dalsim V' bude znamenat vektorovy prostor.
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Definice 4.1
Zobrazeni f : V — R se nazyva linedrni forma, jestlize pro kazdé dva vektory #,§ € V a kazdy skalar ¢ plati:

f@E+9) = f(@) + F(), f(cZ) = cf ().

Definice 4.2
Zobrazeni f : V x V. — R se nazyva bilinedrni forma, pokud pro vSechny vektory # 4,2 € V a pro vechny

skaldry ¢ plati: f(Z+9,2) = f(Z,2) + f(§.2), f(Z, 4+ 2) = f(Z,9) + [(£,2), f(cZ, ) = cf(Z,9) = [(Z, cp).

Je-li dana béze €7,..., €, ve V a v ni vyjadiené dva vektory & = (x1,...,2,) a ¥ = (Y1, ...,¥n), lze snadno ovéfit, ze
(&9 = Z?j_l z;y; f(€i, €3). Matici (f(é;, e;))‘zfllg nazveme matici bilinedrni formy f vzhledem k bdzi €1,..., ¢, a
= =1...

znacime Aj. Zobrazeni pak zapisujeme:

Y1
@) = (er--wn)Ap [
Yn
Definice 4.3
Bilinedrni formu nazveme symetrickou (resp. antisymetrickou), jestlize plati: f(Z,4) = f(7,%) (resp. f(Z,9) =

—f(¥, %)) pro kazdou dvojici vektort #,y € V.

Dilezity je poznatek, ze symetrické (resp. antisymetrické) bilinedrni formy maji symetrické (resp. antisymetrické)
matice.

Miizeme také zavadét komplexni rozsifeni bilinedrnich forem. Definujeme bilinearni formu f¢ : V¢ x V¢ — C
piedpisem: f€(a7 + igi, 5 + ig2) = f(=1,%2) — f(y1,y2) + i(f(z1,y2) + f(z2,y1)). Lze dokazat, ze forma ziistavé
bilinearni (diky bilinearité f), a také f/V = f.

Definice 4.4
Necht f je bilinearni forma nad V. Pak zobrazeni F' : V — R dané predpisem: F(¥) = f(#, %), se nazyva
kvadratickd forma.

Kvadratickou formu zapisujeme:

Ln

Jeji odpovidajici bilinedrni forma (a tedy i matice) neni uréena jednoznacné. Je vsak urcena jednoznacné odpovidajici
symetricka bilinedrni forma (a tedy i matice).
Kvadratickou formu lze zapsat také pomoci linedrnich forem:

F(Z) = (x1- - 2n) : ,

kde Fi(Z) = a;121 + - - - + ainxy jsou tzv. asociované linedrni formy.

4.2 Zakladni pojmy teorie nadkvadrik

Budeme se pohybovat v projektivnim prostoru, jehoz nosicem je komplexni rozsiteni vektorového prostoru V,, 1. Tento
prostor je komplexnim a projektivnim rozsifenim (v tomto pofadi) afinntho prostoru. Budeme jej znacit (PS, Vnc+1)~

Alternativni znaceni je AS.

Definice 4.5
Necht F je nenulova kvadraticka formana Vj, 41. Necht F je jeji komplexni rozsifeni. Mnozinu bodi X = (%) € PE
takovych, ze F'©(Z) = 0, nazyvame nadkvadrikou v PS . Pro n = 2 pouzivame pojem kufelosecka, pro n = 3 kvadrika.
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Poznamka 4.6

Abychom uéinili zadost korektnosti pfedchozi definice, je tieba uvést, ze pfi nulovani na kvadratické formé F¢
nezalezi na vybéru reprezentanta & pro bod X. Je-li totiz X = (Z) = (a¥), je F¢(af) = o?F (7). Tedy forma je bud
pro oba vektory ¥, aZ nulovi, nebo nulova nenf ani pro jeden z nich.

Zvolime né&jakou bazi Oy, ..., Op 41, E prostoru P, (je zéroven bazf PS). Je-li Ap = (a;;) matici formy F', pak miizeme
zapsat redlné body kvadriky v obecném vyjadieni @ : Z?j:l aijaiz; = 0. Je-li @ NP, = B, nazgvame nadkvadriku
formdlné redlnou.

Definice 4.7
Necht @ : FE(Z) = 0 je nadkvadrika v PS. Body P = (j), R = (#) budeme nazjvat poldrné sdruzené (konjugované)
vzhledem k nadkvadrice @, jestlize f€(p,7) = 0, kde f¢ je symetricka bilinearni forma odpovidajici F©.

Poznamka 4.8
Piedchozi definice si opét zada diikazu korektnosti. Jsou-li a, 37 jini reprezentanti pro body P, R, bude f€ (ap, 57) =
aBfC(p, 7). Vyrazy f¢(ap, 87) i f€(p,7) jsou bud oba nulové, nebo zadny z nich.

Pouzijeme-li zjednoduseny maticovy zapis Q : X7 AX = 0 pro nadkvadriku @, kde X znadi sloupcovy vektor souradnic
vektoru &, pak podminku polarni sdruzenosti lze zapsat PT AR = 0.

Definice 4.9
Bod P nazveme singuldrnim bodem nadkvadriky Q : FC(Z) = 0, je-li polarné sdruzeny se vsemi body prostoru
(PTAX = 0 pro kaizdy bod X).

Bod P nazveme requldrnim bodem nadkvadriky Q) : Fc(i") =0, jestlize je bodem této nadkvadriky a neni singularni.

Poznamka 4.10

Singularni bod nadkvadriky lezi na této nadkvadrice. Je totiz polarné sdruzeny se vsemi body v prostoru. Body
lezici na nadkvadrice jsou vSak dle definice pravé ty, které jsou polarné sdruzeny samy se sebou, coz singularni bod
Jisté splnuje.

Definice 4.11
Nadkvadrika @ se nazyva singuldrni, jestlize obsahuje alespon jeden singularni bod. V opac¢ném ptipadé se nazyva
requldrni.

Véta 4.12
Matice A odpovidajici kvadratické formé F¢ nadkvadriky @ je singularni pravé tehdy, kdyz je nadkvadrika Q
singularni.

Diikaz: Necht @ je singularni. Pak existuje jeji singuldrni bod, ozna¢ime ho napi. S. Pak plati: ST AX = 0 pro kazdy
bod X. Jinak zapsano, musi byt F1(8)x1 + - -+ Fuy1(8§)zns1 = 0 pro kazdy vektor & = (#1,...,2n41), kde F; jsou
asociované linedrni formy kvadratické formé F. To lze ovéem pravé tehdy, kdyz viechny F;(§) jsou rovny nule. Proto
mnozina véech singuldrnich bodu jsou pravé feseni soustavy rovnic F;(§) = 0. Tato soustava se v8ak d4 zapsat pomoci
prvkd matice A:

a1181 + - 4+ a1 pt1Sp+1 = 0
py1,151 + -+ + AnpintiSntr = 0
Nadkvadrika @ je singularni pravé tehdy, kdyz tato soustava ma jiné feseni nez nulovy vektor, a to je pravé tehdy,
kdyz je hodnost matice A mensi nez n + 1, coz je ekvivalentni singularité matice A. a
Véta 4.13

Necht P je singularni bod nadkvadriky @ : F€(Z) = 0 a R je jeji libovolny bod. Pak cela ptimka PR je soucasti
nadkvadriky .

Drikaz: 'V projektivnim prostoru se da pfimka parametricky zapsat pomoci jejich dvou boda: X = oP + SR pro
[a, 8] # [0,0]. Pak FC(F) = F(ap + B7) = fC(ap + BF,ap + BF) = a2f° (5, p) + 2a8fC (P, 7) + B2fC (F, 7). To je
rovno nule, protoze f(7,5) = f°(p,7) = 0 diky singularité P, a f¢(7,7) = FY(7) = 0 diky tomu, 7ze R € Q. Tedy i
X eq. i
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Véta 4.14
Necht @ : FE() = 0 je nadkvadrika a S jeji regularni bod. Pak mnozina bodi polarné sdruzenych s S je nadrovina.

Dikaz: Je-li Q : XTAX = 0, pak pro pevny bod S hleddme takové body X, pro néz plati X7 AS = 0. To odpovida
rovnici 1 (8)z1 + -+ Fr41(5)zpy1 = 0, kde F; jsou asociované linedrni formy. Tato rovnice je obecnym vyjadfenim
nadroviny. a

Definice 4.15
Nadrovina bodu polarné sdruzenych s regularnim bodem nadkvadriky se nazyva poldrni nadrovinou tohoto bodu.

Definice 4.16
Nadrovina « se nazyva tecnou nadrovinou nadkvadriky @), pokud o C @) nebo aN@ je singularni nadkvadrika v «.

Véta 4.17
Necht @ je nadkvadrika a (5 je podprostor v PS. Pak Q N B je nadkvadrika v 8.

Dikaz: Nechf prostor [ méa parametrické vyjadieni X = bRy + -+ + bg41Ri41. Prinikem tohoto prostoru jsou
ty body, které maji toto parametrické vyjadreni, a pfitom se jejich aritmeticti zastupci nuluji na kvadratické formé
odpovidajici nadkvadrice Q: F (%) = Efjil bib; f€(77,7;). Polozime-li tento vyraz roven nule, mame pravé zadanf
nadkvadriky v podprostoru g . a
Definice 4.18

Necht @ je nadkvadrika v P, a Sk je k-rozmérny podprostor v PS. Rekneme, ze B je tecny podprostor @, jestlize
Ok C @ nebo Fx N Q je singularni nadkvadrika v G.

Véta 4.19
Necht T je regularni bod nadkvadriky @. Pak polarni nadrovina bodu 7' je tecnou nadrovinou @. Naopak, je-li «
tecnad nadrovina @), ktera obsahuje jeji regularni bod, pak je a polarni nadrovinou tohoto bodu.

Diikaz: Necht T je reguléarni bod nadkvadriky @ : F€(#) = 0 a necht 7 je polarn{ nadrovina bodu 7'. Pak 7 ma rovnici:
T X =al+ Z?:_ll ; R;. Vyjadifme nyni priinik Q N 7 jako mnozinu bodt 7, ve kterych je FE(#) =0 = fC(#,%) =
2fOE D423, aﬁlfi(ﬂ T+ BiB; £€ (73, 773). To je jisté rovnice kvadriky v 7. Je vsak navic f€(f,7) = 0 (bod T
lezi na kvadrice) a f¢(¢,7;) = 0 (body R; jsou polarné sdruzené s T'). Proto rovnice této kvadriky vypada spise takto:
Qnrt:0=>3", 5 BiB; fE(73,73). Matice této nadkvadriky v aritmetické bazi ¢, 77, ..., r,~1 prostoru 7 vypada takto:

|0 0

0
X (13)
~ FEt )

0
Tato matice je singularni, proto i nadkvadrika @ N 7 je podle véty 4.12 singularni, a je tedy 7 tecnou nadrovinou
kvadriky @.

Je-1i naopak 7 te¢na nadrovina, dotykajici se nadkvadriky v jejim regularnim bodé 7', pak QN7 musi byt z definice
tecné nadroviny singularni nadkvadrikou v 7. Matice A nadkvadriky ¢ N 7 je tedy singularni, a musi proto existovat
aritmetickd baze nadroviny 7 ¢, 77, ..., -1, vzhledem k nfz m4 matice nadkvadriky Q N7 tvar 13. Z toho je ziejmé,
ze f¢ (t_; 7;) = 0. Tedy bod T je poldrné sdruzeny se vemi body R;, a je proto polarné sdruzeny s celou nadrovinou 7.
O

Priklad 4.20

Chceme-li nalézt body dotyku tecen spusténych na kuzelosecku z daného bodu, staci nalézt polarni pfimku tohoto
bodu a zjistit jeji prianik s kuzeloseckou. Body dotyku jsou totiz pravé ty body body na kuzelosecce, které jsou polarné
sdruzené s danym bodem.
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4.3 Projektivni vlastnosti a klasifikace nadkvadrik

Véta 4.21
Necht @ : Fc(i") = 0 je nadkvadrika. Pak existuje takova geometricka baze O1,...,On41, F, Ze @ ma v ni rovnici
tvaru
Qe+ ta, —wpyy — -2, (14)

kde h < n+1 je hodnost nadkvadriky @ (=hodnost jeji matice) a h < 2p.

Definice 4.22
Tvar 14 rovnice kvadriky nazyvame normdlni rovnice kvadriky.

Dukaz: véty 4.21.

V dikaze popiseme postup, jehoz pomoci se dd normalni rovnice kvadriky skutecné najit. Protoze kvadrika @
neni nulov4, existuje bod O; takovy, ktery na nf nelezi; O ¢ Q. V této chvili najdeme polarni nadrovinu bodu Oy a
oznacime wy. Mohou nastat dvé moznosti:

1. w1 C @Q: Zvolime linearné nezavislé body O,, ..., Op41 2z nadroviny w; a dostaneme tak vsechny zakladni body
hledané baze. Nadkvadrika bude mit v tomto p¥ipadé normaln{ rovnici z? = 0.

2. w1 € @Q: Vybereme bod O2 € w; tak, aby Oz ¢ Q. Najdeme polarni nadrovinu bodu Oz a oznacime ji wy. Opét
mohou nastat dvé moznosti:

(a) w1 Nwa C @Q: Doplnime O, 02 na geometrickou bazi linedrné nezavislymi body Os, ..., On41 vybranymi
z podprostoru w; N ws. Nadkvadrika bude mit v tomto piipadé normaln{ rovnici #7 £ 22 = 0.

(b) wy Nwy € @: Vybereme bod Oz € wy N ws tak, aby O3 € Q. Najdeme polarni nadrovinu bodu Oz a
oznacime ji ws. Opét nastanou dvé moznosti. . .

Timto postupem ziskdme zékladni body baze Oy, ..., O, 41, které jsou po dvou polarné sdruzené. Proto f¢ (6i,05) =0
pro viechna ¢ # j. Proto matice nadkvadriky v této bézi bude mfit na vSech nediagonélnich pozicich samé nuly.

Na pozicich diagonalnich budou do jistého indexu kladnéa ¢isla, pak zaporna, a nakonec samé nuly. Z kladnych
a zapornych ¢isel potiebujeme udélat jednicky a minus jednicky. To uéinime takto: je-li a;; = f¢(o;,61) # 0, pak

vezmeme misto o} prvek ¢;' = \/r‘l_l Ve viech ostatnich p¥ipadech klademe ;" = 6;. Jednotkovy prvek E geometrické
G

béze pak spoéteme z aritmetické bize F = <Z?:+11 61"y, Cela geometricka baze je pak Of, ..., Ony1, B a

Véta 4.23
Necht nadkvadrika () m& normélni rovnici 14. Pak plati:

1. (p— 1) je nejvétsi &islo k takové, ze existuje k-rozmérny podprostor R v PS | ktery nema s @ spoleény zadny
realny bod.

2. (n — p) je nejvétsi &islo [ takové, ze existuje realny [-rozmérny podprostor S v PS | ktery lezf cely v Q.

Diikaz: Nejprve dokdzeme existenci prostoru dimenze (p — 1) s pozadovanou vlastnosti bodu 1. Necht R je dén

parametrickymi rovnicemi R : zp41 = 0,..., 2,41 = 0. Tento prostor mé dimenzi (p — 1) a jeho prinik s @ je
nadkvadrika: QR : 27 + -+ xf, = 0. Ta vsak neméa zadny realny bod.

Nyni najdeme prostor S s vlastnosti pozadovanou bodem 2: S : &1 = Zp41,%2 = Zpy2,. .., Theop = Th, Theptl =
0,...,2p = 0. Tento prostor je jisté cely obsazen v Q.

Necht realny podprostor R’ je dimenze p. Pak dim(R'NS) = — dim(R + S) + dim(R') + dim(S) > 0. Tedy priinik
—— e N e’
S” =p =n-—-p

R’ N S neni prazdny, pritom obsahuje pouze redlné body. Tedy existuje redlny bod X € R’ N S. Protoze vsak S lez
cely v ), je 1 bod X soucasti (). Tim je dokdzdna maximalita dimenze prostoru R.

Je-1i S libovolny redlny podprostor dimenze (n — p+ 1), pak
dim(RNS'") = —dim(R+ S") + dim(R) + dim(S") > 0. Opét je RN S’ neprazdna mnozina. Necht X je jeji libovolny

—— e N e

<n =p—1 =n—p+1
prvek, pak je redlny, a pritom nelezi v @) (jako cely R). Tedy dostali jsme maximalitu dimenze prostoru S. a
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Véta 4.24
Ke kazdé nadkvadrice () na piimce P existuje takova geometricka baze, ze v ni ma @ jednu z nasledujicich rovnic:

L] ai4+23=0|[%i1]
e —2i=0 ] [%1,1]
3. 23 =0 0,1]

Véta 4.25
Ke kazdé kuzelosecce @ v roviné P§ existuje takova geometrickd béaze, ze v ni ma @ jednu z nasledujicich rovnic:

1. | 2% + 23 + 23 = 0 | imaginarn{ regularnf kuzelosecka

2. | 27 + 27 — 22 = 0 | realna regularn{ kuzelosecka

3. 24+ 22=0 dvojice imaginarné sdruzenych pfimek: o = £iz;

4. 2 —22=0 dvojice redlnych primek: zo = dx

5. 2 =0 dvojnasobna piimka: 1 = 0

Véta 4.26
Ke kazdé kvadrice @ v prostoru P§ existuje takova geometrické baze, ze v ni méa @ jednu z nésledujicich rovnic:

1. | 23 + 23 + 23 + 3 = 0 | imaginarn{ regularnf kvadrika
2. | 27 + 27 + 22 — 27 = 0 | realna regularn{ kvadrika
3. | 7 + 22 — 2% — 27 = 0 | piimkova regularn{ kvadrika
4. 24+ ri+25=0 imaginarni kuzelova plocha
5. i+ 23 —253=0 realnd kuzelova plocha
6. 2?4+ 25 =0 dvojice imaginarné sdruzenych rovin
7. 2 —x3=0 dvojice realnych rovin
8. 22 =0 dvojnasobna rovina

4.4 Afinni vlastnosti a klasifikace nadkvadrik

Budeme nyni pracovat s prostorem E Ten je sice izomorfni s prostorem PS, my ale budeme déle rozlisovat mezi
vlastnimi a nevlastnimi body. Déale budeme predpokladat, ze kazdy vlastni bod ma soutadnice tvaru [zq,...,z,, 1] a
kazdy nevlastni bod ve tvaru [ug, ..., u,,0].

Jestlize v Cisté projektivnim prostoru jsme rovnici nadkvadriky zapisovali ZZ;_; a;xix; = 0, lze nadédle pou-
71t zapis Z?j:l aijTixy + 2> o Qi pnt1% + Apg1nt1 = 0 pro vlastni body (predpokladdme, ze x,41 = 1) a zdpis
Z?j:l a;juiu; pro nevlastni body (za pfedpokladu, ze u,41 = 0). Pavodni matici A tedy rozlozime na étvercovou

matici fadu n A, sloupcovy vektor @ a &islo a takto:

1= (F0)

Ziejmé a = @py1 n41. Budeme ddle vynechévat posledni soufadnici bodii, ktera bude vzdy rovna jedné pro vlastni a
nule pro nevlastni body. Budeme tedy uvazovat body X = [#1,..., 2] = [#1,...,2p, 1] a vektory @ = (u1,...,uy) =
[u1, ..., U, 0]. Potom rovnice nadkvadriky bude mit tvar X7 AX + 2d7 X 4+ a = 0 resp. @’ A = 0.

Definice 4.27
Bod S nazveme stfedem nadkvadriky @, je-li polarné sdruzen se vsemi nevlastnimi body.

Véta 4.28
Je-li S stredem nadkvadriky @ a neni singularnim bodem, pak jeho polarni nadrovinou je nadrovina nevlastnich
bodi (nevlastni nadrovina).

Dukaz: ziejmy. a
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Véta 4.29
Necht ) m4 v afinni souradné soustavé (P;éi,...,e,11) rovnici Q : #L AF = 0. Bod S = (s1,...,5,41) je jejim
stfedem pravé tehdy, kdyz jeho soufadnice (s1, ..., s,41) jsou FeSenim soustavy
F1 (5) = a1151 + -+ —+ a1 n415n4+1 = 0
Fn(gj = ap1$1 + -+ + Ap n+1Sn41 = 0

Diikaz: Podle definice je S stfedem pravé tehdy, kdyz ST AX = 0 pro viechny nevlastni body X. Rovnici STAX =0
lze pomoci asociovanych linedrnich forem zapsat Fy(8)ey + - -+ F(8)@n + Froy1(5)2ny1 = 0. Protoze vsak 2,41 =0
pro kazdy nevlastni bod X, pozadujeme pouze, aby vSechny linedrni formy F1, ..., F, byly vektorem § vynulovany. O

Definice 4.30
Nadkvadrika, ktera méa alespon jeden vlastni stied, se nazyva stredovd nadkvadrika. V opacném ptipadé ji budeme
nazyvat nestredovda nadkvadrika.

Definice 4.31
Polarni nadrovina nevlastniho bodu, ktery neni singularnim bodem nadkvadriky @, se nazyva prumérovd nadrovina
nadkvadriky.

Polarni primka nevlastniho bodu, ktery neni singularnim bodem kuzelosecky @, se nazyva prameér kuZelosecky.

Definice 4.32
Polarni nadrovina nevlastniho regularniho bodu nadkvadriky @ se nazyva asymptotickd nadrovina nadkvadriky.

Véta 4.33
Ke kazdé nadkvadrice @ existuje n linedrné nezavislych vektori €7, ..., €, takovych, ze (€1}, ..., (€,) jsou vzhledem
ke @ po dvou polarné sdruzené.

Drikaz: Vezmeme nejprve v Givahu nadrovinu vSech nevlastnich bodia N 4. Mohou nyni nastat dva pripady:
1. Je-li Ny C @, pak libovolnych n linedrné nezavislych sméra splnuje podminku véty.

2. Pokud N4 € @, pak vybereme libovolny nevlastni bod {(¢1) = O; ¢ Q. Jeho polarn{ nadrovinu oznacime wy.
Mohou nyni nastat dva pripady:

(a) Je-li Nganw; C @, pak libovolnych (n — 1) linedrné nezavislych smért z N4 N wy spolu s O spliyje
podminku véty.

(b) Pokud N4 Nwy € @, pak vybereme libovolny nevlastn{ bod wy 3 (€3) = 02 ¢ Q. Jeho polarni nadrovinu
oznacime ws. Mohou nyni nastat dva pfipady. ..

Timto postupem ziejmé ziskame sméry pozadovanych vlastnosti. a
Véta 4.34
Necht @ je nadkvadrika a (P;é1,...,€,) je afinni soufadnd soustava takova, ze O1 = {€1),...,0, = {€,) jsou po

dvou polarné sdruzené vzhledem ke Q. Pak v této soufadné soustavé ma @ rovnici Q : Y 1| ajizi +y oy ait; +a = 0.

Diikaz: Matice A ma na pozici (i,j) ¢islo a;; = fC(€,€;). Protoze tyto vektory jsou po dvou polarné sdruzené, je

a;; = 0 pro ¢ # j. ad
Véta 4.35
Necht @ je stfedova nadkvadrika. Pak v afinni soufadné soustavé (P;éi,...,€,), kde P je vlastnim stfedem @,

ma @ rovnici: @ : Z?j_l ajjeie; +a=0.
G=

Diikaz: Jestlize P je pocéatek soufadné soustavy, pak ma projektivn{ souradnice (0,...,0,1). Body O; = (&) maji
soufadnice nulové az na i-tou, ktera je rovna jedné. Potom PTAQ; = a; py1. Ale PTAQ; = 0, protoze P je stied,
proto a; ,41 = 0. O
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Dusledek 4.36
Necht @ je stfedové nadkvadrika. Pak existuje afinni soufadnd soustava takova, ze v ni ma @ jednu z nésledujicich
rovnic:

1. x%—|—~~~—|—x12,—x12,+1—~~~—x%_1—|—1:0pro 2p>h—1; h=h(Q)

2. 81+ 4w - ——x_—1=0pro2p>h—1; h=h(Q)

3. x%—|—~~~—|—x12,—x12,+1—~~~—x%:0pro 2p>h—1; h=h(Q)

4. 23 =0
Diikaz: Vysledek piedchozich dvou vét stadi ,normovat,* tedy vzit &' = —S—. a

Vlaiil

Véta 4.37

Necht @ je nestfedova nadkvadrika. Zvolime afinni soufadnou soustavu {P; €7, ..., €,) tak, ze P je regularni bod Q,
€y, urcuje nevlastni stied, €7, ..., e,21 volime ze zaméfeni teéné nadroviny ke @ v bodé P takové, ze (€1),...,{ex 1)

. P . ( . Y1z <y . h—2
jsou polarné sdruzené. Pak v této afinni soufadné soustavé ma @ rovnici: ) .} ajiz? + 2ap2, = 0 pro h = h(Q);

h> 2.

Diikaz: Bod P je regularni bod nadkvadriky, proto PTAP = 0. Protoze véak bod P mé soufadnice [0,...,0,1],
je PTAP = a, proto @ = 0. Necht O, = (&) je stied nadkvadriky Q. Proto je OFAOQ; = 0 pro 1 < i < n.
Projektivni bod O, mé soufadnice [0,...,0,1,0]. Body O; maji soufadnice nulové az na i-tou, kterd je rovna jedné.
Proto O AO; = a;, = 0. To plati i pro i = n (protoze O, je polarné sdruzen se viemi sméry, je sdruzen i sdm se
sebou), a tak i a,, = 0. Také PTAO; = a; = 0 pro 1 < i < n, protoze viechny takové O; jsou ze zaméfeni tecné
nadroviny ke () v bodé P. Pouze a,, nebude rovno nule. Matice A ma tedy tvar:

aiy 0 0
0 0 0 [0 0
0 0 ap_op-2
07 007 [ 0 0
07 0|0 a,
07 0 |a, O
Vidime, ze hodnost této matice je pravé cislo h. a

Véta 4.38
Ke kazdé kuzeloseéce @ v roviné A§ existuje takova afinn{ soufadnd soustava, ze v nf ma @ jednu z rovnic:

L] a4+ 234+23=0| 22 +y*+1=0 | imaginarn{ elipsa
2. | 2f+ 22 —22=0 ] 24+y?> —1=0 | redlnd elipsa
3.2 —22+22=0]22—y*+1=0 | hyperbola
4. 2421, =0 2+ 2y=0 parabola
9. 2 4+22=0 24y’ =0 dvé imaginarné sdruzené riznobézky
6. 2 — x5 =0 2 —y? =0 dvé realné raznobézky
7. 2 4+2i=0 24+1=0 dvé imaginarné sdruzené rovnobézky
8. i —23=0 2 —1=0 dvé realné rovnobézky
9. 123 =0 vlastn{ a nevlastni primka
10. 22 =0 2 =0 dvojnasobna primka

Véta 4.39
Ke kazdé kvadrice @ v prostoru A§ existuje takové afinni soufadné soustava, ze v nf ma @ jednu z rovnic:



4 NADKVADRIKY 38

L|lai4+a34+23+23=0| 22 +y*+22+1=0 | imagindrni elipsoid
2. |2+ ai+2i—25=0] 22 +y* +27—1=0 | redlny elipsoid
3. a4+l —ai—22=0]22+y? —22—1=0 | jednodilny hyperboloid
4. [ af+ai—224+27=0]27+y>—224+1=0 | dvoudilny hyperboloid
5. | #¥+ 224 2x324=0 22 4+9y?+2:=0 elipticky paraboloid
6. | 27— a3+ 22304 =0 22—y +2:=0 hyperbolicky paraboloid
7. i+ e3+23=0 2+ Yyt +:22=0 imaginarni kuzel
8. 24+ xi—25=0 224y’ —27=0 realny kuzel
9. i+ a3+ =0 24+ y?+1=0 imaginarni valec
10. 24— =0 22 4+y?—1=0 realny vélec
11. -2l 4+23=0 22—y’ +1=0 hyperbolicky valec
12. 2?4+ 20314 = 0 2 +2:=0 parabolicky véalec
13. i+ 23=0 2 +y* =0 dvé imaginarné sdruzené riznobézné roviny
14. 22— x5 =10 2 —y? =0 dvé realné ruznobézné roviny
15. 2425 =0 2 4+1=0 dvé imaginarné sdruzené rovnobézné roviny
16. i —x5=0 2 —1=0 dvé realné rovnobézné roviny
17. 124 =0 nevlastni rovina a vlastni rovina
18. 23 =0 2?2 =0 dvojnasobné vlastni rovina
19. 23 =0 dvojnésobné nevlastni rovina

4.5 Metrické vlastnosti nadkvadrik

V této kapitole se budeme pohybovat v projektivnim rozsifeni komplexniho rozsifeni euklidovského prostoru @
Nebudeme vsak pocitat s nevlastnimi body. Rovnice nadkvadrik budou mit, stejné jako v afinnim prostoru, tvar
XTAX +2a" X + a = 0. Matice nadkvadrik budou vypadat takto:

Ala
al | a
Definice 4.40

Smér urceny nenulovym vektorem « se nazyva hlavni smér nadkvadriky @, je-li polarné sdruzen se vemi kolmymi
sméry.

Definice 4.41
Vlastni prumérova nadrovina nevlastniho bodu, ktery neni singuldrnim bodem ani stfedem nadkvadriky @, ale
ktery je jejim hlavnim smérem, se nazyva hlavni (osovd) nadrovina nadkvadriky Q.

Véta 4.42

Ke kazdé nadkvadrice @) existuje alesponn n na sebe kolmych hlavnich sméra. Ma-li @) v néjaké kartézské souradné
soustavé rovnici Q : XTAX 4+ 2a” X + a = 0, pak vektor @ urcuje hlavni smér Q pravé tehdy, kdyz @ je vlastni vektor
matice A.

Diikaz: Necht @ uréuje nevlastni bod, ktery neni ani singularnim bodem ani stfedem ). Vektor @ uréuje hlavni smér
pravé tehdy, kdyz pro kazdy vektor = (z1,...,z,) takovy, ze uizy + -+ upz, = 0 (tedy L @), plati: @2 AF =0
(tedy @, # polarné sdruzeny). Mtizeme psat: @ AF = Fy(@)xy + -+ F,(@) = 0. To lze splnit pro vsechny vektory
Z pouze tehdy, je-li F;(#) = Au; pro né&jaké redlné éslo A. Jinak zapsano, musi byt (Fy(#),..., Fn(¥)) = Ad, a tedy
A@ = M. Dostali jsme tak vysledek, ze podminka pro vlastni vektory matice A je ekvivalentni podmince na hlavni
sméry nadkvadriky @.

7 linearni algebry vime, ze kazda symetrickd matice fadu n ma n na sebe kolmych vlastnich vektora, odkud plyne
prvni ¢ast véty. a

Definice 4.43 .
Vlastnim ¢islam matice A budeme fikat hlavni ¢isla nadkvadriky Q.



4 NADKVADRIKY 39

Véta 4.44
Necht @ Z?j:l aijrizy + 25 0 a;z; + a = 0 je rovnice nadkvadriky @ v kartézské soufadné soustavé. Pak
existuje kartézskd souradnd soustava takova, ze v ni mé () jednu z rovnic:

h
> Ayi+B=0 (15)
i=1
h
D iy +20yng =0, (16)
i=1

kde B,C € R, C #0, h = h(Q) a A, ..., A jsou nenulova vlastni &isla A.

Diikaz: Necht i, ... uy je ortogonélni posloupnost vektort urcujicich hlavni sméry Q). Zvolime nejprve reper R =
(P;4l, ..., un). Necht mé @ v této kartézské souradné soustavé rovnici @ : XTBX 4 267X + b = 0. Protoze vektory
; jsou hlavni sméry a navzajem kolmé, je pro i # j f€(u;, ;) = 0. Prvky b;; matice B jsou viak pravé hodnoty
[ (@, 45), proto jsou nulové.

Daéle plati: Bu; = A, protoze vlastni hodnoty i vektory maji matice A a B spoleéné. Vektor «@; ma vSak v novém
reperu soutadnice nulové, az na i-tou, ktera je rovna jedné. Proto Bw; = (0,...,0,b:4,0,...,0) = (0,...,0,;,0,...,0),
tedy b;; = A;. Dostavame tak rovnici nadkvadriky @ : 2?21 Nzt + 2 Yo biel+b=0.

V dalsim kroku provedeme transformaci y; = (#; + f\—’l) proi=1...hay =, proi=h+1...n. V nové kartézské
soutadné soustavé dostaneme rovnici:

h n h 9
Q> Nyi+2 > bjyj+b—z% (17)
i=1 i=1 !

j=h+1
Mohou nyni nastat dva pripady:

2
1. bpy1 = -+ =b, =0, pak polozime B = b — Z?Il % a dostavame rovnici 15.

2. Existuje index j € {h + 1,...,n} takovy, ze b; # 0. Oznac¢ime nejprve C' = \/b%+1 + - +0b2 aopdt B =

2
b— 2?21 i—ii a zavedeme transformaci: y; = y; pro vsechna i € {1,..., h}. Transformace soutadnic y; na y; pro
je{h+1,...,n} pouzivid znaéné komplikovanou konstrukci a cely dikaz je potom velmi technicky naroc¢ny.
Uvedeme déle pouze specialni pfipad ve tfech dimenzich, na kterém je vidét hlavni myslenka této konstrukce.
Dostali jsme tedy rovnici A\y? + 2bays + 2b3ys + B = 0 (viz rovnice 17). Potom je C' = /b3 + b3 a zvolime
nasledujici transformaci:

n = yi
by, by
Y2 = Cyz Cy3
b3 by
ys = 53//2'1'53/5

Po dosazeni dostavame: Ay;? + 2b2(%2y’2 - %”yg) + 2b3(%3y’2 + 2y + B =y’ + Q%y’z + 2(babs — baba)yh =

c
A2 + 2Cys + B = 0. Posledni transformace 2y = y}, 22 =
/\z% + 2Cz = 0.

yh + % a z3 = ys ndm d4 konecné vysledek

Véta 4.45
Necht @ je nadkvadrika a A jeji matice v néjaké kartézské soufadné soustavé. Pak ¢islo |A| se nemén{ pFi transfor-
maci do jiné kartézské souradné soustavy.
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Duikaz: Necht transformace je ddna rovnici X = TX’' + P/, kde T je ortonormdln{ matice, a tedy |T'| = &1. Vytvorime

novou maticl S:
g T | P
071

Jisté plati:

sl Ty
: -9 :
T zl,
1 1

Mizeme tedy psat X = SX', pritom zlistava |S| = %1. Rovnice @ je dana piedpisem: X7 AX = 0, a proto také
(SX"TA(SX') = 0 je rovnice této nadkvadriky. Tedy X7 (ST AS)X’ = 0 je jeji rovnici v nové kartézské souiadné
soustavé, a ST AS je jeji matici v této soustavé. Potom |STAS| = |ST|-|A]-|S| = |4] - |S]? = |Al. O

Véta 4.46
Polynom |A — AE| je invariantni pii transformaci kartézské souradné soustavy.

Diikaz: Vychazime z toho, ze matice transformace 1" je ortonormalni, tedy 1717 = E: |[TTAT — AE| = |TTAT —
MTET| = |TT| - |A=AE|-|T| = |A = XE| - |T|> = |A - \E| i
Véta 4.47 _ _

Necht @ : XTAX + 27 X + a = 0 je rovnice nadkvadriky Q. Jestlize |A| # 0 (ekvivalentni s tim, 7e ) ma prave
jeden vlastni stfed, coz plyne bezprostiedné z véty 4.29), pak v n&jaké kartézské souradné soustavé ma @ rovnici

n A
Y i=1 i + % =0.

Ditkaz: Nadkvadrika ) méa rovnici 15 z véty 4.44, protoze ¢islo h je bud n nebo n — 1. M4 tedy matice A tvar:

A0
A=
Sary

Matice A je vak diagonélni s vlastnimi hodnotami \; = a;; na diagonéle. Proto |A| = A1 --- A\, B a [A] = A1 -+~ Ap,
proto B = 1Al a

Véta 4.48
Necht @ je nadkvadrika takova, ze h(Q) = h(A) = n41 a h(A) = n—1 (regularni nadkvadrika, kterd nem4 vlastnf
stied?). Pak existuje kartézskd soufadné soustava takové, ze @ v nf ma rovnici

n—1
2 N
> Aiwf £2 oo =0 (18)

A0 0 010
0 0 010
A="0 0 X1 0]0
0 0 0 0|C
0 0 0 C]o0
Potom |A] = —C?\; -+ - A\, _1, z ¢ehoi dostavame pozadovany vztah pro C. a

A Obrazova priloha: kuZelosecky a kvadriky

2Napf. parabola, véechny paraboloidy,.. .
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Obr. 2: Elipsa

Obr. 3: Parabola
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Obr. 4: Hyperbola

Obr. 5: Elipsoid
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Obr. 6: Jednodilny hyperboloid

Obr. 7: Dvoudilny hyperboloid
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pohled 1

Obr. 8: Hyperbolicky paraboloid (sedlo)
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Obr. 9: Hyperbolicky paraboloid (sedlo)
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Obr. 10: Rotac¢ni paraboloid

Obr. 11: Kuzel
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Obr. 12: Valec
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Obr. 13: Hyperbolicky valec



Obr. 15: Riaznobézné roviny
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Obr. 16: Rovnobézné roviny




