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� Pojmy jazyka a gramatiky

V t	to kapitole budou uvedeny z�kladn
 pojmy teorie automat� a form�ln
ch jazyk� a zp�sob pr�ce s nimi�

��� Jazyky

De�nice ���

Libovoln� nepr�zdn� kone�n� mno�ina V je abecedou� Jej
 prvky naz�v�me znaky nebo symboly�

De�nice ���

Slovo ��et�zec� nad abecedou V je libovoln� posloupnost kone�n	 d	lky tvo�en� symboly z V � Slova zapisu�
jeme bez ��rek� tedy posloupnost w � faigni��� kde ai � V � zap
�eme jako slovo w � a� � � � an�

D�lka slova w je d	lka w jako posloupnosti� zna�
me jwj � n�
Pr�zdn	 slovo� tedy posloupnost d	lky nula� zna�
me � �v jin	 literatu�e tak	 � nebo e�� j�j � ��
Symbolem V � zna�
me mno�inu v�ech slov nad abecedou V � symbolem V � ozna�ujeme mno�inu V � n f�g�

De�nice ���

Jazyk L nad abecedou V je libovoln� mno�ina slov� L � V ��

P��klad ��	

Nech� V � fa� bg je abeceda� Jazyk L nad touto abecedou m��e b�t de�novan� takto� L � fw�w � aibi� i �
�g� Potom slova �� ab� aabb pat�
 do jazyka L� ale slova b� ba nejsou z jazyka L�

De�nice ���

De�nujme operaci z�et�zen�� V � � V � �� V � takto�

w� � a� � � �an
w� � b� � � � bm

�
� w�w� � a� � � � anb� � � � bm

P��klad ���

�i� �a � a� � a �ii� aiaj � ai�j

De�nice ��


De�nujeme tak	 operaci z�et�zen� jazyk� L�� L� � V �� �V
�

� �V
�

�� �V
�

takto�

L�L� � fw�w��w� � L�� w� � L�g

De�nice ���

Nech� S je jazyk� Pak jazyk S� de�novan� S� �
S�
i�� S

i naz�v�me uz�v�r jazyka S�

M�me tedy de�nov�ny jazyky� kter	 v�ak mohou b�t nekone�n	� Budeme d�le hledat n�stroje� jak tyto
jazyky kone�n� reprezentovat�

Za n�stroje budeme pou�
vat algoritmy nebo procedury� Ty mohou rozpozn�vat p�
slu�nost slova do jazyka�

algoritmus � program� kter� v�dy zastav
 a pro slovo w na vstupu vr�t
 odpov�� ano� jestli�e w � L�
a odpov�� ne� jestli�e w 	� L� �ekneme� �e tento algoritmus rozpozn�v� jazyk L� kter� pak nazveme
rekurzivn� jazyk�

procedura � program� kter� pro vstupn
 slovo w � L se zastav
 a vr�t
 odpov�� ano a pro vstup w 	� L se
bu� zastav
 a vr�t
 ne nebo se v�bec nezastav
� �ekneme� �e tato procedura 	�ste	n� rozpozn�v� jazyk L�
kter� pak nazveme rekurzivn� vy	�sliteln
 jazyk�
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Lze tak	 vy�adovat existenci procedury� kter� by v�echna slova jazyka generovala� Tento po�adavek je ekviva�
lentn
 s existenc
 rozpozn�vac
 procedury� Pro jazyk L tedy existuje procedura jej generuj
c
 pr�v� tehdy� kdy�
je L rekurzivn� vy�
sliteln� jazyk�

Jazyky pozd�ji rozd�l
me do jist�ch t�
d podle toho� zda a jak�m zp�sobem se daj
 mechanicky rozpozn�vat�
p�
p� generovat� O t�chto t�
d�ch se pak budeme sna�it zjistit� zda jsou uzav�en	 na jist	 operace na jazyc
ch�

De�nice ��


Nech� L � ��
�

je t�
da jazyk�� �ekneme� �e tato t�
da je uzav�en� vzhledem k n�jak	 operaci� jestli�e plat
�
pat�
�li v�echny operandy �jazyky� dan	 operace do t�
dy jazyk� L� pak do t	to t�
dy pat�
 i v�sledek operace
�jazyk��

T�mito operacemi mohou b�t v�echny mno�inov	 operace� proto�e jazyky jsou tak	 mno�inami� Bude�li abeceda
� pevn�� m��eme za takovou operaci vz
t i dopln�k jazyka L� tedy jazyk �� nL� S v�dom
m� �e se pohybujeme
v universu slov ��� budeme n�kdy zna�it dopln�k jazyka L jako L� Tak	 operaci uz�v�ru jazyka je mo�no
testovat na uzav�enost v jist�ch t�
d�ch�

De�nujeme d�le operaci z�et�zen� jazyk�� o kter	 budeme tak	 n�kdy dokazovat uzav�enost jist�ch t�
d
jazyk��

De�nice ����

Nech� U a V jsou dva jazyky� Z�et�zen� jazyk� U � V zna�
me a de�nujeme takto� UV � fuv�u � U
v � V g�

��� Gramatiky

De�nice ����

Gramatika je �tve�ice G � �N��� P� S� s n�sleduj
c
m v�znamem�

N � mno�ina netermin�l�� kter	 �guruj
 jako tzv� metasymboly

� � mno�ina termin�l�� plat
 N �� � � a ozna�
me V � N 
�� V naz�v�me celkovou abecedou gramatiky G

P � mno�ina pravidel P � V �NV ��V � jde tedy o dvojice slov� p�i�em� prvn
 z nich obsahuje alespo! jeden
netermin�ln
 symbol

S � po	�te	n� symbol 
ko�en� gramatiky G� je to netermin�l �S � N�

Pozn�mka ����

Pravidla typu ��� �	 gramatiky G budeme zapisovat ve tvaru � � �

De�nice ����

Budeme nyn
 de�novat relaci odvozen� v gramatice G� co� bude relace na mno�in� slov celkov	 abecedy
G� �G� V ��� �ekneme� �e slovo y � V � se d� 
v jednom kroku� odvodit 
resp� derivovat� ze slova x � V �

v gramatice G � �N��� P� S�� x �G y� jestli�e existuje pravidlo �� � �� � P a slova � � V � a � � V � tak� �e
x � ��� a y � ����

Pozn�mka ���	

Zavedeme n�sleduj
c
 konvenci na symbolick� zna�en
�

netermin�ly � A�B� � � � � Z
termin�ly � a� b� c� � � �

�et�zce termin�l� � u� v� w� x� y� z
obecn	 �et�zce � �� �� �� � � �

De�nice ����

Pomoc
 relace odvozen
 v jednom kroku zavedeme relaci odvozen�� ��
G� jako tranzitivn
 a re"exivn
 obal

relace �G� Podobn� netrivi�ln� odvozen�� ��
G� je pouze tranzitivn
m obalem relace �G�
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P��klad ����

Nech� G� � �fA�Sg� fa� bg� P� S�� kde P � fS � aAb� aA � aaAb�A � �g� je gramatika� Pak v n
 existuj

nap�� tato odvozen
�

aaAbb �G�
aabb

aaAbb �G�
aaaAbbb

De�nice ���


V�em slov�m � � V � takov�m� �e S ��
G �� �
k�me v�tn� formy gramatiky G� Je�li nav
c � � ��� pak slovo

� naz�v�me v�tou gramatiky G�
Jazyk generovan
 gramatikou G je mno�ina v�ech v�t gramatiky G� zna�
me L�G� � fw � ���S ��

G wg�
Gramatiky G� a G� naz�v�me ekvivalentn�� pokud L�G�� � L�G���

P��klad ����

V gramatice G� z p�
kladu ���� je

S �G�
aAb �G�

ab
S �G�

aAb �G�
aaAbb �G�

aabb

Jsou tedy aAb� aaAbb jej
 v�tn	 formy a ab a aabb jej
 v�ty� Celkem L�G�� � faibi� i � Ng�
Gramatika G� � �fSg� fa� bg� fS � aSb� S � abg� fSg� je ekvivalentn
 gramatice G��

��� Chomsk�ho hierarchie

N�kter	 speci�ln
 jazyky lze generovat speci�ln
mi gramatikami� tedy gramatikami s pravidly speci�ln
ho typu�
Tyto gramatiky nepou�
vaj
 v�echny mo�nosti nab
zen	 obecnou de�nic
 gramatiky ����� Je mo�no se setkat
se �irokou �k�lou takov�ch typ� gramatik� my v�ak uvedeme pouze nejzn�m�j�
 klasi�kaci� kter� se naz�v�
Chomsk�ho� hierarchie�

De�nice ���


�� Gramatiku� kter� odpov
d� obecn	 de�nici ���� bez dal�
ch omezen
� nazveme gramatika typu �� Jazyk
generovan� touto gramatikou nazveme jazyk typu ��

�� Gramatiku G nazveme gramatika typu � 
kontextov�� CS ��� kdy� pro v�echna jej
 pravidla � � � plat
�
j�j � j�j� Ekvivalentn
 de�nice� v�echna pravidla jsou tvaru ��A�� � ������ kde ��� �� � V �� � � V � a
A je netermin�l�

Jazyk generovan� takovou gramatikou se naz�v� jazyk typu � 
kontextov
� CS��

�� Gramatiku G nazveme gramatika typu � 
bezkontextov�� CF ��� kdy� v�echna jej
 pravidla jsou tvaru
A � �� kde A je netermin�l a � � V ��

Jazyk generovan� takovou gramatikou se naz�v� jazyk typu � 
bezkontextov
� CF��

�� Gramatiku G nazveme gramatika typu � 
regul�rn�� levoline�rn��� kdy� v�echna jej
 pravidla jsou tvaru
A � �� kde A je netermin�l a � � V � je �et�zec tvaru a nebo aB�

Jazyk generovan� takovou gramatikou naz�v�me jazyk typu � 
regul�rn���

P��klad ����

Gramatika G�

G�� S � a j b j � � � j z
S � aA j bA j � � � j zA
A � � j 
 j � � � j � j a j b j � � � j z j �A j 
A j � � � j �A

��teme ��omsk�ho�
�angl� context sensitive
�angl� context free
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je regul�rn
 a generuje stejn� jazyk jako G�

G�� S � L
S � SL j SN
L � a j b j � � � j z
N � � j 
 j � � � j �

Lemma ����

Nech� G je kontextov� �resp� bezkonetxtov�� regul�rn
� gramatika� Pak existuje kontextov� �resp� bezkon�
textov�� regul�rn
� gramatika G� takov�� �e L�G� � L�G�� a po��te�n
 netermin�l gramatiky G� se nevyskytuje
na ��dn	 prav	 stran� pravidla G��

D�kaz� Z p�vodn
 gramatiky G � �N��� P� S� sestroj
me gramatiku G� takto� Zvol
me netermin�l S� neobsa�en�
v G� pak G� � �N 
 fS�g��� P�� S��� kde P� � P 
 fS� � �� �S � �� � Pg� �Nem��eme zav	st pouze pravidlo
S� � S� proto�e by poru�ovalo regularitu�� �

Pozn�mka ����

Je�li L jazyk CS �resp� CF� reg��� pak tak	 L 
 f�g a L n f�g jsou jazyky CS �resp� CF� reg���

De�nice ����

Gramatika G je rekurzivn�� pokud existuje algoritmus� kter� pro ka�d	 slovo w ur�uje� zda w � L�G��

V�ta ���	

Je�li gramatika G kontextov�� pak je rekurzivn
�

D�kaz� �Hezky proveden v #HopUll$�v�ta ��� na stran� ����� P�
slu�n� algoritmus nejprve testuje� zda je vstupn

slovo w pr�zdn	 �w � ��� V
me� �e � � L�G�� pr�v� kdy� �S � �� je pravidlo G �pro po��te�n
 netermin�l S��

Nech� je tedy w � ��� Ozna�
me d	lku slova w jako n �jwj � n � 
�� Budeme konstruovat mno�iny Tnm
obsahuj
c
 v�echny v�tn	 formy gramatiky G krat�
 nebo stejn	 d	lky jako n� kter	 se daj
 odvodit nejv��e v m
kroc
ch� Tedy

Tnm � f��� � �N 
��� 
 S �m�

G � 
 j�j � n 
m� � mg�

Takov	 mno�iny budeme konstruovat induktivn�� Z�ejm� Tn� � fSg a

Tnm � Tnm�� 
 f�� �� � Tnm���� �G � 
 j�j � ng�

proto�e gramatika G je kontextov� a jakmile je dosa�eno v odvozen
 jist	 d	lky slova� v�sledn� v�ta u� nem��e
b�t krat�
�

Z�ejm� plat
� �e pokud S ��
G � a j�j � n� pak existuje m takov	� �e � � Tnm�

V
me� �e Tnm�� � Tnm� D�le� hodnota Tnm je funkc
 pouze Tnm�� a mno�iny pravidel P gramatiky G� Tnm �
f�Tnm��� P �� P je p�i induktivn
 konstrukci vzhledem k m konstantn
� Stane�li se tedy jednou� �e Tnm � Tnm���
pak ji� pro v�echna m�� � m plat
� Tnm�� � Tnm�� a algoritmus tedy m��e skon�it� To v�ak n�kdy jist� nastane�
proto�e slov d	lky nejv��e n tvo�en�ch z kone	n� abecedy N 
 � je kone�n� po�et� �

P��klad ����

Nech� gramatika G �kontextov�� je zad�na n�sleduj
c
mi pravidly�

G� �i� S � aSBC
�ii� S � aBC

�iii� CB � BC
�iv� aB � ab
�v� bB � bb

�vi� bC � bc
�vii� cC � cc

Pokus
me se zjistit� zda slovo w � abca je v�tou gramatiky G� Budeme tedy konstruovat mno�iny T
jwj
i � T �

i �
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T �
� � fSg

T �
� � fS� aSBC� aBCg

T �
� � fS� aSBC� aBC� abCg

T �
� � fS� aSBC� aBC� abC� abcg

T �
� � fS� aSBC� aBC� abC� abcg

Vid
me� �e T �
� � T �

� � tedy algoritmus kon�
� Slovo w se v mno�in�ch neobjevilo� proto dost�v�me spr�vn�
v�sledek� �e abca � w 	� L�G� � fanbncn�n � Ng�

� Kone�n� automaty

V t	to kapitole zavedeme form�ln
 v�po�etn
 prost�edek zvan� kone�n� automat �KA�� Uvedeme dva druhy
KA� deterministick	 a nedeterministick	� Pozd�ji uk��eme souvislot mezi kone�n�mi automaty a jazyky typu �
�regul�rn
��

��� Deterministick� KA

Deterministick� KA �zvan� t	� zkr�cen� pouze KA� de�nujeme n�sledovn��

De�nice ���

Kone	n
 automat M nad abecedou � je p�tice �K��� �� q�� F �� kde jednotliv	 komponenty maj
 tento v�znam�

K � kone�n� nepr�zdn� mno�ina stav�

� � kone�n� nepr�zdn� mno�ina symbol�� abeceda

� � p�echodov� funkce� ��K � � � K

q� � K � po	�te	n� stav

F � K � mno�ina koncov
ch stav�

S	mantiku kone�n�ch automat� lze de�novat dv�ma zp�soby� Prvn
 z nich pou�
v� tzv� zobecn�nou p�echo�
dovou funkci� a druh� tzv� kon�gurace automatu�

De�nice ���

Z p�echodov	 funkce � lze induktivn� zkonstruovat zobecn�nou p�echodovou funkci ���K � �� � K�

���q� a� � ��q� a� a � �
���q� xa� � �����q� x�� a� a � � x � ��

M
sto �� lze tak	 ps�t pouze �� Na symbolech se toti� funkce � i �� rovnaj
� a u slov del�
ch ne� � symbol p�jde
automaticky o zobecn�n
 ��

De�nice ��� S�mantika KA I�
�ekneme� �e kone�n� automat M � �K��� �� q�� F � akceptuje 
rozpozn�v�� p��j�m�� slovo w� jestli�e existuje

koncov� stav p � F takov�� �e ��q�� w� � p�
D�le T �M� bude zna�en
 pro jazyk akceptovan
 automatem M � tedy

T �M� � fw � ���M akceptuje wg� ���

De�nice ��	

Kon�gurac� automatu M nazveme libovolnou dvojici �q� x	� kde q � K je stav a x � �� je slovo�
Relaci � na mno�in� kon�gurac
 automatu M 
krok v
po	tu� de�nujeme takto� �q� ax	 � �p� x	� pokud ��q� a� �

p�
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De�nice ��� S�mantika KA II�
�ekneme� �e kone�n� automat M � �K��� �� q�� F � akceptuje 
rozpozn�v�� p��j�m�� slovo w� jestli�e existuje

koncov� stav p � F takov�� �e �q�� w	 �� �p� �	�
Jazyk akceptovan
 automatem M ji� de�nujeme stejn� jako v de�nici ����

De�nice ���

Dva kone�n	 automaty M a N nazveme ekvivalentn�� jestli�e T �M� � T �N��

Pozn�mka ��


Funkce � m��e b�t �a tak	 �asto b�v�� parci�ln
�

Kone�n	 automaty lze reprezentovat n�olika r�zn�mi zp�soby�

�� p�tice uveden� v de�nici ���

�� tabulka p�echodov	 funkce � se speci�kac
 po��te�n
ho a koncov�ch stav�

�� stavov� diagram

�� v�po�etn
 strom

Tyto reprezentace bude nejl	pe uk�zat na p�
klad��

P��klad ���

Nech� je d�n kone�n� automat

M � �fq�� q�� q�� q�g� f�� 
g� �� q�� fq�g��

P�echodovou funkci � speci�kuje n�sleduj
c
 tabulka�

� �
� q� q� q�

q� q� q�
q� q� q�
q� q� q�

%ipka sm�rem k q� znamen�� �e jde o po��te�n
 stav� a �ipka sm�rem od q� znamen�� �e je to z�rove! jedin�
koncov� stav�

N�sleduje uk�zka stavov	ho diagramu a v�po�etn
ho stromu pro tento automat�

q�

q� q�

q�q�q�q�

q� q�

���

���
���

�����
HHHHj

�
��

S
Sw

�
��

�
�R

J
J�

	
	


� �

� � � �

� �

��
��

��
��

��
��

��
��

�

� 


�

�

�

�



q� q�

q�q�

�

�

� � �

�

�

�


��
��

Ve v�po�etn
m stromu se sna�
me zachytit v�echny mo�n	 posloupnosti stav�� ka�d� v�tev d�v� pr�v� jedno
odvozen
� a pokud kon�
� sestav
me ode�ten
m symbol� na t	to v�tvi slovo p�
jiman	 automatem� V�po�etn

strom b�v� �asto nekone�n�� V jeho ko�eni je po��te�n
 stav� v listech mohou b�t pouze koncov	 stavy�

Stavov� diagram dostaneme z v�po�etn
ho stromu tak� �e v�echny v�skyty t	ho� stavu sjednot
me do jedi�
n	ho uzlu� Dost�v�me tak graf� ve kter	m na po��te�n
 stav ukazuje �ipka zvenku a koncov	 stavy jsou ozna�eny
dvojit�m krou�kem�

Budeme se nyn
 zab�vat probl	mem vztahu automatu a jeho jazyka� Jazyky akceptovan	 kone�n�mi auto�
maty jsou toti� speci�ln
 nelze nap�� sestrojit KA rozpozn�vaj
c
 jazyk f�n
n�n � �g�
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De�nice ��


Nech� r je relace ekvivalence� �ekneme o n
� �e je zprava invariantn� 
prav� kongruence�� jestli�e pro ka�dou
trojici x� y� z plat
� je�li x r y� pak tak	 xz r yz�

Index ekvivalence je po�et t�
d odpov
daj
c
ho rozkladu�

P��klad ����

De�nujeme relaci r na slovech abecedy � pro n�jak� kone�n� automat M � �K��� �� q�� F � takto� x r y�
pokud ��q�� x� � ��q�� y�� Tato relace je zprava invariantn
�

V�ta ���� Nerodova
N�sleduj
c
 t�i tvrzen
 jsou ekvivalentn
�

�� Jazyk L � �� je rozpozn�v�n n�jak�m kone�n�m automatem�

�� Jazyk L je sjednocen
m n�kter�ch t�
d vytvo�en�ch zprava invariantn
 ekvivalenc
 s kone�n�m indexem�

�� Nech� r je relace na slovech ze �� de�novan�� x r y� pokud pro v�echna slova r � �� plat
� �xr � L �
yr � L�� Pak r m� kone�n� index�

D�kaz� 
 � �� �viz tak	 #Chytil$� v�ta ���� na stran� 
�� Nech� L je rozpozn�van� kone�n�m automatem
M � �K��� �� q�� F �� De�nujeme relaci r� jako v p�edch�zej
c
m p�
klad�� tedy xr� y� pokud ��q�� x� � ��q�� y��
Tato relace je zprava invariantn
� Index r� je kone�n�� proto�e m��e b�t nejv��e roven po�tu stav� automatu
M � Potom jazyk L je sjednocen
m t�ch t�
d ekvivalence podle r� � kter	 odpov
daj
 koncov�m stav�m automatu
M �

� � 
� Dok��eme� �e relace r� spl!uj
c
 podm
nku ��sti � v�ty je zjemn�n
 relace r z ��sti � v�ty� Mus
me
tedy uk�zat� �e pokud x r� y� pak tak	 x r y�

Proto�e r� je zprava invariantn
� pak pro ka�d	 slovo r � �� plat
� xr r�yr� a tedy ��q�� xr� � ��q�� yr�� Je�li
tedy xr � L� pak F � ��q�� xr� � ��q�� yr� � F � a proto i yr � L� Analogicky dok��eme opak� Celkem x r y�

Je tedy r� zjemn�n
 r � Z toho plyne� �e pon�vad� r� m� kone�n� index� m� tak	 r kone�n� index�

 � 
� Z relace r zkonstruujeme kone�n� automat� kter� bude rozpozn�vat jazyk L� Nejprve si v�ak ov��
me�

�e relace r je zprava invariantn
�
Je�li x r y� pak pro v�echna slova w� r � �� plat
� �xwr � L � ywr � L�� a tedy xw r yw�
Nech� kone�n� automat M � � �K ���� ��� q��� F

�� je d�n takto�

K � � ��	 r � mno�ina stav� odpov
d� t�
d�m rozkladu podle relace r � �x	 � K � ozna�uje t�
du obsahuj
c

prvek x

q�� � ��	 � po��te�n
 stav je t�
da obsahuj
c
 pr�zdn	 slovo

F � � f�x	�x � Lg � mno�ina koncov�ch stav� je mno�ina v�ech t�
d� kter	 obsahuj
 slova jazyka L

����x	� a� � �xa	 � z t�
dy �x	 a se symbolem a na vstupu se dostaneme do t�
dy �xa	 zde je pot�eba prav�
invariance relace r � aby hodnota p�echodov	 funkce �� byla d�na jednozna�n�

Z pravidla pro funkci �� odvod
me induktivn�� �e ���q��� x� � �x	� Proto x � T �M �� pr�v� tehdy� kdy� �x	 � F ��
a to je z de�nice F � ekvivalentn
 tomu� �e x � L� Celkem T �M �� � L� a tedy automat M � rozpozn�v� jazyk L�

Kone�n� index relace r je zde t�eba k zaji�t�n
 kone�n	ho po�tu stav� automatu M �� co� vy�aduje de�nice
KA� �

P��klad ����

S pomoc
 Nerodovy v�ty uk��eme� �e jazyk f�n
ng nen
 rozpoznateln� ��dn�m kone�n�m automatem�
Budeme postupovat sporem� P�edpokl�dejme tedy� �e jazyk L je rozpoznateln� kone�n�m automatem M

s kone�n�m po�tem stav�� Potom existuje zprava invariantn
 ekvivalence � s kone�n�m indexem takov�� �e
jazyk L je sjednocen
m jist�ch t�
d rozkladu podle ��

Nech� rozklad f�� 
g�	 � m� n� t�
d� Uva�me slova �n���
�� �n���
�� �n���
�� � � � � �n���
n� � T�ch je celkem
n� � 
� proto dv� r�zn� slova z nich vybran� pat�
 do jedn	 t�
dy� Nech� jsou to �n���
i a �n���
j pro i 
 j�
Tedy plat
�

�n���
i � �n���
j �
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Proto�e � je zprava invariantn
� je tak	

�n���
i
n��i�� � �n���
j
n��i���

tedy
�n���
n��� � �n���
n����j�i�

Na lev	 stran� je slovo z jazyka L� na druh	 stran� slovo� kter	 do L nepat�
� Jazyk L tedy nem��e b�t
sjednocen
m t�
d rozkladu podle relace �� co� je spor�

Lemma ���� Pumping lemma
Nech� L je jazyk rozpoznateln� kone�n�m automatem� Pak existuje �
slo p takov	� �e ka�d	 slovo w � L�

pro n�� jwj � p� se d� rozlo�it takto� w � xyz a jyj � p� p�i�em� v�echna slova wi � xyiz jsou tak	 z jazyka L�

D�kaz� Nech� M � �K��� �� q�� F � je automat� kter� rozpozn�v� jazyk L� Ozna�
me p � jKj a uk��eme� �e
spl!uje vlastnost po�adovanou ve zn�n
 v�ty�

Nech� w je libovoln	 slovo jazyka L takov	� �e jwj � p� V
me� �e �q�� w� �� �qf � �� je posloupnost jwj
kon�gurac
 a qf � F � Podle Dirichletova principu mus
 tedy toto odvozen
 slova w proj
t n�kter�m stavem
alespo! dvakr�t �nech� je to nap�� q�� Tedy plat
�

�q�� w � xyz� �� �q� yz� �� �q� z� �� �qf � ��� ���

Z�ejm� tak	 �q� yiz� �� �q� z�� a tedy

�q�� wi � xyiz� �� �q� yiz� �� �q� z� �� �qf � ��� ���

�

Ka�d� jazyk L je jist� rozpoznateln� v
ce r�zn�mi automaty� My budeme pro dan� jazyk hledat jak�si kano�
nick� automat� kter� nazveme minim�ln
m automatem� Nakonec najdeme algoritmus� kter� z dan	ho automatu
vytvo�
 minim�ln
 automat rozezn�vaj
c
 stejn� jazyk� jako automat p�vodn
�

De�nice ���	

Automat s nejmen�
m po�tem stav�� kter� rozpozn�v� dan� jazyk L� se naz�v� minim�ln� automat pro L�

De�nice ����

Nech� M � �K��� �� q�� F � je kone�n� automat� Jeho stav q nazveme nedosa�iteln
 pr�v� tehdy� kdy�
neexistuje x � �� takov	� �e ��q� x� � q�

V�ta ����

Minim�ln
 automat pro L je d�n jednozna�n� a� na izomor�smus a je to automat M � z d�kazu Neronovy
v�ty �������

D�kaz� Ka�d� automat M � �K��� �� q�� F � de�nuje odpov
daj
c
 relaci r� z bodu � Neronovy v�ty� kter� je
zjemn�n
m relace r z bodu � t	to v�ty� Automat M � m� stejn� po�et stav� jako ekvivalence r t�
d rozkladu�
a automat M m� tolik stav� jako ekvivalence r� t�
d rozkladu� Proto�e je r� zjemn�n
m r � plat
� jK �j � jKj�

Plat
�li rovnost� je t�eba naj
t izomor�smus na stavech obou automat�� Ka�d	mu stavu q � K p�i�ad
me
stav q� � K � takto� Jestli�e je stav q nedosa�iteln�� lze jej &pln� odstranit a automat proto nebyl minim�ln
�
Tedy existuje x � �� takov	� �e ��q�� x� � q� Potom stav q ztoto�n
me se stavem ���q��� x� � �x	� Takov	 p�i�azen

je korektn
� Vezmeme�li toti� dv� r�zn� slova x� y takov�� �e ��q�� x� � ��q�� y� � q� pak z de�nice relace r�
p�
mo plyne� �e x r� y� r� je v�ak dle Neronovy v�ty zjemn�n
m r � tedy tak	 x r y� Potom ���q��� x� � ���q��� y��
a obraz stavu q je d�n jednozna�n� bez ohledu na v�b�r slova x�

Nyn
 ji� lze snadno ov��it� �e takov	 zobrazen
 stav� je izomor�smus� �

Zn�me tedy automat� kter� je pro dan� jazyk minim�ln
� Na�
m po�adavkem je v�ak algoritmus� kter�
pro dan� automat vr�t
 jeho minim�ln
 podobu� Z p�edchoz
ch &vah plyne� �e minim�ln
 automat nem� ��dn	
nedosa�iteln	 stavy� N�sleduj
c
 algoritmus je odstra!uje�

Algoritmus ��� Eliminace nedosa�iteln�ch stav� KA
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Vstup� Automat M � �K��� �� q�� F �

V�stup� Automat M � bez nedosa�iteln�ch stav� T �M� � T �M ��

�� i �� �

�� si �� fq�g

�� repeat

���� si�� �� Si 
 fq� �p � Si� a � �� ��p� a� � qg

���� i �� i� 


�� until Si � Si��


� M � �� M	Si �M � dostaneme z M tak� �e vezmeme v &vahu pouze stavy Si�

Je�li n po�et stav� automatu M � pak algoritmus skon�
 nejpozd�ji p�i i � n�

Odstran�n
m nedosa�iteln�ch stav� v�ak je�t� nedostaneme minim�ln
 automat� Mohou se toti� vyskytnout
r�zn	 stavy automatu� kter	 se chovaj
 stejn�� a mohou tedy b�t sjednoceny do jedin	ho stavu�

De�nice ���


Nech� M � �K��� �� q�� F � je kone�n� automat� Jeho stavy p a q nazveme ekvivalentn�� jestli�e pro ka�d	
slovo w � �� plat
� ��p� w� � F � ��q� w� � F �

De�nice ����

Nech� M � �K��� �� q�� F � je kone�n� automat� De�nujeme posloupnost relac
 na jeho stavech
�
��

�
�� � � �

takto�

p
�
�q� pokud p � F � q � F

P
i
�q� pokud p

i��
� q 
 �a � �� ��p� a�

i��
� ��q� a�

Lemma ���


Nech� M � �K��� �� q�� F � je kone�n� automat� Pak plat
 n�sleduj
c
 tvrzen
�

�i� Ka�d� z relac

i
� je ekvivalence na K� �D�le budeme zna�it rozklad K	

i
� jako Ri�

�ii� Pro ka�d	 i � N je Ri�� zjemn�n
 Ri

�iii� Pro ka�d	 i � Nplat
� Je�li Ri � Ri��� pak pro ka�d	 p�irozen	 t � 
 je Ri � Ri�t

�iv� Ozna�
me n � jKj po�et stav� automatu M � Pak existuje k � n� 
 takov	� �e Rk � Rk��

�v� Pro ka�d	 k takov	� �e Rk � Rk��� plat
�
k
� ���

D�kaz�

�i���ii� P�
mo z de�nice�

�iii� V
me� �e Ri � Ri��� a tedy
i
� �

i��
� � Z de�nice

i��
� plyne� �e p

i��
� q � p

i
�q 
 �a � �� ��p� a�

i
���q� a��

Proto�e
i
� �

i��
� � je nyn
 p

i��
� q 
 �a � �� ��p� a�

i��
� ��q� a�� To v�ak podle de�nice znamen�� �e p

i��
� q� Je

tedy p
i��
� q � p

i��
� q� tedy

i��
� �

i��
� �

P�edchoz
 poznatek m��eme induktivn� aplikovat na jak	koli i� t� kde t � 
�

�iv� Ozna�
me ci index ekvivalence
i
�� P�edpokl�dejme� �e R�� � � � � Rk jsou navz�jem r�zn	 a Rk � Rk�� je

prvn
 v�skyt rovnosti soused� v �ad� Ri� Proto�e Ri�� je zjemn�n
m Ri� plat
 vztah� 
 
 c� 
 c� � � � 

ck � n� Proto k � 
 � n� tedy k � n� 
�
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�v� De�nice relace
i
� se d� interpretovat takto� p

i
�q� jestli�e pro ka�d	 slovo x o d	lce nejv��e i plat
� �e

��p� x� � F � ��q� x� � F �

Nech� Rk � Rk��� Podle bodu �iii� je Rk � Rk�t pro ka�d	 t � 
� Vezmeme�li tedy jakoukoli horn


hranici d pro d	lku slova� potom p
i
�q je ekvivalentn
 s t
m� �e pro v�echna slova x o d	lce nejv��e d plat
�

��p� x� � F � ��q� x� � F � Tato vlastnost je tedy spln�na pro v�echna slova x� co� je ekvivalentn
 de�nici

relace �� Je tedy p
i
�q� pr�v� kdy� p � q� tedy

i
� ���

� Pr�v� dok�zan	 lemma napov
d��

jak lze z
skat rozklad na stavech automatu podle relace �� Budeme konstruovat relace
i
� �resp� odpov
daj
c


rozklady� tak dlouho� dokud se bude n�sleduj
c
 relace �resp� rozklad� li�it od p�edchoz
� V�sledek je relace ��
resp� odpov
daj
c
 rozklad� jeho� t�
dy mohou b�t stavy automatu ekvivalentn
ho p�vodn
mu�

Algoritmus ��� Eliminace v�skyt� ekvivalentn�ch stav� KA

Vstup� Automat M � �K��� �� q�� F �

V�stup� Rozklad K	 � stav� na vz�jemn� ekvivalentn


�� i �� �

�� R� �� fF�K n Fg

�� repeat

���� spo�ti Ri�� z Ri podle de�nice ������

���� i �� i� 


�� until Ri � Ri��

K automatu M z
sk�me minim�ln
 automat rozpozn�vaj
c
 stejn� jazyk tak� �e s pomoc
 algoritmu ��� odstra�
n
me nedosa�iteln	 stavy� a pak vytvo�
me rozklad na mno�in� stav� s pomoc
 algoritmu ����

��� Nedeterministick� KA

Nedeterministick	 KA �zkr�cen� NKA� deterministick� KA bude d�le DKA� poskytuj
 volbu p�i p�echodu stav��
Oborem hodnot p�echodov	 funkce nebudou nyn
 pouh	 stavy automatu� ale v�echny podmno�iny mno�iny
stav��

De�nice ����

Nedeterministick
 kone	n
 automat M nad abecedou � je p�tice �K��� �� q�� F �� kde jednotliv	 komponenty
maj
 tento v�znam�

K � kone�n� nepr�zdn� mno�ina stav�

� � kone�n� nepr�zdn� mno�ina symbol�� abeceda

� � p�echodov� funkce� ��K � � � �K

q� � K � po	�te	n� stav

F � K � mno�ina koncov
ch stav�

De�nice ����

Kon�gurac� automatu M nazveme libovolnou dvojici �q� x	� kde q � K je stav a x � �� je slovo ���dn�
zm�na��

Relaci � na mno�in� kon�gurac
 automatu M 
krok v
po	tu� de�nujeme takto� �q� ax	 � �p� x	� pokud p �
��q� a��

Automat akceptuje slovo w � ��� pokud �q�� w� � �qf � �� a qf � F ���dn� zm�na��
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Pozn�mka ����

P�echodovou funkci � m��eme op�t roz�
�it na de�ni�n
 obor K ��� takto�

��q� �� � fqg
��q� xa� �

S
p��	q�x
 ��p� a�

U nedeterministick�ch KA prov�d
me nav
c roz�
�en
 na de�ni�n
 obor �K ���� ��P� x� �
S
p�P ��p� x��

De�nice ����

�ekneme� �e automat M akceptuje slovo w� pokud ��q�� w� � F 	� ��

Pokus
me se naj
t vztah mezi deterministick�mi a nedeterministick�mi KA�

V�ta ���	

Nech� L je jazyk rozpozn�van� n�jak�m NKA� Pak existuje DKA� kter� rozpozn�v� jazyk L�

D�kaz� Sestroj
me DKA M � � �K ���� ��� q��� F
�� z NKA M tak� �e stavy automatu M � ztoto�n
me se v�emi

podmno�inami stav� automatu M � Tedy K � � �K � Po��te�n
 stav q�� bude odpov
dat mno�in� fq�g� a koncov	
stavy F � budou v�echny podmno�iny K� kter	 obsahuj
 alespo! jeden koncov� stav� F � � fP �P � K 
P �K 	�
�g�

Pro zaveden
 funkce p�echodov	 �� pou�ijeme roz�
�en
 � na de�ni�n
 obor �K ��� Potom bude ���Q� a� � P
jedin� tehdy� kdy� ��Q� a� � P �

Dok��eme nyn
 indukc
 vzhledem k d	lce slova x� �e

���q��� x� � Q� ��q�� x� � Q ���

Nech� jxj � �� tedy x � �� Potom trivi�ln� ���fq�g� �� � fq�g� a ��q�� �� � fq�g�
induk	n� krok� P�edpokl�dejme� �e v�raz ��� plat
 pro v�echna slova jxj � l� Z�ejm� plat
 pro v�echny symboly

a � ��
���q��� xa� � ������q��� x�� a��

Podle p�edpokladu je ���q��� x� � Q� pr�v� kdy� ��q�� x� � Q� Z de�nice funkce �� v
me� �e ���Q� a� � P � pr�v�
kdy� ��Q� a� � P � Celkem dost�v�me� �e ���q��� xa� � P nastane pr�v� tehdy� kdy� ��q�� xa� � P �

Z v��e uveden	ho ji� p�
mo plyne� �e ���q��� x� � F � je ekvivalentn
 s ��q�� x� � F 	� � pro ka�d	 slovo x� a
tedy oba automaty p�ij
maj
 stejn� jazyk� �

P��klad ����

Nedeterministick� kone�n� automat M � �fq�� q�g� f�� 
g� �� q�� fq�g� m� n�sleduj
c
 p�echodovou funkci a
diagram�

� �
� q� fq�� q�g fq�g
� q� fq�� q�g ��

��
��
��
��
��
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� �

q� q�

�� 
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Vytvo�
me k n�mu odpov
daj
c
 deterministick� automat M � � �K �� f�� 
g� ��� fq�g� F ��� kde mno�ina stav� je
K � � f�� fq�g� fq�g� fq�� q�gg a kone�n	 stavy jsou F � � ffq�g� fq�� q�gg� P�echodov� funkce �� je pak d�na
n�sleduj
c
 tabulkou a diagramem�

� �
� � �

� fq�g fq�� q�g fq�g
� fq�g fq�� q�g
� fq�� q�g fq�� q�g fq�� q�g

��

�
��
����


� ��

�

��

�
��
��

�
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� REGUL�RN� GRAMATIKY A JAZYKY ��

��� Rozhodnuteln� probl�my z oblasti KA

Existuje algoritmus� kter� zjist
� zda jsou dva KA ekvivalentn
� Sta�
 je toti� p�ev	st do minim�ln
ch tvar� a
zjistit� zda jsou izomorfn
�

D� se tak	 snadno zjisti� zda mno�ina slov p�
jiman�ch kone�n�m automatem je pr�zdn� nebo nepr�zdn��
kone�n� nebo nekone�n�� P�
mo z Pumping lemmatu ������ se toti� daj
 odvodit n�sleduj
c
 dv� lemmata�

V�ta ����

Mno�ina slov akceptovan�ch KA s n stavy je

�i� Nepr�zdn� � KA akceptuje slovo d	lky men�
 ne� n

�ii� Nekone�n� � KA akceptuje slovo d	lky l� n � l 
 �n

D�kaz�

�i�
'
�( z�ejm	

'
�( KA A m� n stav� a akceptuje n�jak	 slovo� Vezm�me nejkrat�
 slovo w akceptovan	 automatem�

P�edpokl�dejme spor� tj� jwj � n� Z Pumping Lemma plyne� �e � � ������� kde �� 	� � 
 ���� � L�A��
ale j����j 
 j������j� co� je spor s t
m� �e � je nejkrat�
�

�ii�
'
�( Jestli�e j�j � n� pak z Pumping Lemma � � ������� �� 	� �� ov�em i ���i��� � L�A�

'
�( P�edp�� �e A rozpozn�v� nekone�n� mnoho slov a z nich ��dn	 nen
 d	lky mezi n a �n� 
�

j�j � �n� � �������� 	� � 
 j��j � n���� � L�A�n � j����j 
 j������j

�

� Regul�rn� gramatiky a jazyky

��� Kone�n� automaty a regul�rn� gramatiky

V t	to ��sti uk��eme� �e jazyky akceptovan	 kone�n�mi automaty jsou pr�v� regul�rn
 jazyky� tedy odpov
daj

regul�rn
m gramatik�m�

V�ta ���

Nech� G � �N��� P� S� je regul�rn
 gramatika� Pak existuje kone�n� automat M takov�� �e T �M� � L�G��

D�kaz� Nech� M � �K��� �� q�� F �� Sestroj
me nedeterministick� KA M � kter� bude p�ij
mat pr�v� jazyk L�G��
Stavy K automatu M ztoto�n
me s netermin�ly gramatiky G� a p�id�me nav
c jeden stav� kter� neodpov
d�
��dn	mu netermin�lu v G� K � N
fAg� kde A 	� N � Po��te�n
 stav q� bude odpov
dat startovn
mu netermin�lu
S gramatiky� Koncov	 stavy F automatu zad�me t
mto p�edpisem�

F �

�
fS�Ag � pokud �S � �� � P
fAg � pokud �S � �� 	� P

P�echodovou funkci � zvol
me takto�

��B� a� �

��
�

A � ��B� a� � pokud �B � a� � P
C � ��B� a� � pokud �B � aC� � P
��A� �� � � �

Nyn
 dok��eme� �e T �M� � L�G��
L�G� � T �M�� Nech� x � L�G� je nepr�zdn	 slovo� tedy x � a�a� � � � an pro n � 
� Slovo x je tedy v�tou

gramatiky G� proto S ��
G x� Proto�e G je regul�rn
� mus
 odvozen
 prob�hnout takto�

S �G a�A� �G a�a�A� �G � � � �G a� � � � an��An�� �G a� � � � an

Odvod
me z toho n�sleduj
c
 vlastnosti automatu M �



� REGUL�RN� GRAMATIKY A JAZYKY ��

�S � a�A�� � P � A� � ��S� a��
�A� � a�A�� � P � A� � ��A�� a��

���
���

���
�An�� � an� � P � A � ��An��� an�

M��eme tedy dostat tuto posloupnost v�po�etn
ch krok� v na�em automatu�

�S� a� � � � an� � �A�� a� � � �an� � � � � � �An��� an� � �A� ��

Celkem x � a� � � �an � T �M��
T �M� � L�G�� d�kaz lze prov	st zcela analogicky pro x 	� ��
Pro &plnost mus
me uv	st je�t� p�
pad pr�zdn	ho slova� Je�li � � L�G�� pak S � F a � � T �M�� Je�li naopak

� � T �M�� pak mus
 b�t S � F � a tedy �S � �� � P � �

V�ta ���

Nech� M � �K��� �� q�� F � je kone�n� automat� Pak existuje regul�rn
 gramatika G � �N��� P� S� takov��
�e L�G� � T �M��

D�kaz� Bez &jmy na obecnosti lze p�edpokl�dat� �e M je deterministick�� Zvol
me gramatiku G tak� �e jej

netermin�ly budou odpov
dat stav�m automatu �N � K�� abecedy budou shodn	� a startovn
 netermin�l bude
odpov
dat po��te�n
mu stavu automatu �S � q��� Pravidla P budeme potom konstruovat takto�

je�li ��B� a� � C� pak �B � aC� � P
je�li ��B� a� � C a C � F � pak �B � a� � P

D�kaz shodnosti jazyk� L�G� a T �M� lze v	st zcela analogicky d�kazu p�edchoz
 v�ty� �

��� Vlastnosti regul�rn�ch jazyk	

V t	to ��sti ov��
me� �e t�
da regul�rn
ch jazyk�� kterou budeme d�le zna�it L�� je uzav�en� na v�echny obvykl	
operace�

V�ta ���

T�
da regul�rn
ch jazyk� L� je uzav�en� vzhledem k operaci sjednocen
�

D�kaz� Nech� L� a L� jsou dva regul�rn
 jazyky� Chceme dok�zat� �e jazyk L� 
 L� je tak	 regul�rn
�
Nech� jazyk L� je generovan� gramatikou G� a jazyk L� gramatikou G�� Ozna�
me Gi � �Ni��i� Pi� Si�

pro i � 
� �� P�edpokl�dejme� �e N� � N� � � �jinak lze netermin�ly jedn	 z gramatik p�ejmenovat�� Zvol
me
netermin�l S 	� N� 
N� a de�nujeme gramatiku G � �N� 
N� 
 fSg��� 
 ��� P� S�� Mno�inu pravidel P pak
sestroj
me takto� P � fS � �� �S� � �� � P� � �S� � �� � P�g 
 P� 
 P�� Nyn
 je z�ejm	� �e �S �G �� pr�v�
tehdy� kdy� �S� �G�

�� nebo �S� �G�
��� Gramatika G� kter� je jist� regul�rn
� rozezn�v� jazyk L�
L�� Tento

jazyk je proto tak	 regul�rn
� �

V�ta ��	

T�
da regul�rn
ch jazyk� L� je uzav�en� vzhledem k operaci dopl!ku�

D�kaz� Nech� L� je regul�rn
 jazyk nad abecedou ��� Chceme dok�zat� �e tak	 jazyk �� n L� kde �� � �� je
regul�rn
�

Nech� M� � �K����� ��� q�� F�� je automat� kter� rozpozn�v� jazyk L�� p�i�em� p�echodov� funkce �� je
tot�ln
� Je�li � � ��� pak automat M� � �K���� ��� q��K� n F�� z�ejm� rozpozn�v� jazyk �� n L�

Je�li � � ��� je t�eba vytvo�it nov� stav q 	� K�� Funkci �� roz�
�
me na �� pro tento stav tak� �e ���q� �� � q�
D�le p�echodovou funkci �� mus
me roz�
�it z abecedy �� na abecedu �� a to tak� �e pro v�echna a � �n�� bude
����� a� � q� Ve v�ech ostatn
ch p�
padech bude �� � ��� Automat M� nyn
 zavedeme jako �K�
fqg��� ��� q��K�

fqg n F��� Z�ejm� v�echna slova x � ��� p�
j
m� automat M� pr�v� tehdy� kdy� je nep�ij
m� automat M�� Slova
y � �� n��� jsou p�ij
m�na v�echna� Automat M� tedy p�ij
m� pr�v� jazyk �� n L� �

D�sledek ���

T�
da regul�rn
ch jazyk� L� je uzav�ena vzhledem k operaci pr�niku�



� REGUL�RN� GRAMATIKY A JAZYKY ��

D�kaz� M�jme dva regul�rn
 jazyky L� a L�� S pomoc
 de Morganova pravidla L� �L� � L� 
 L� a p�edchoz
ch
dvou v�t je z�ejm� vid�t� �e jejich pr�nik je tak	 regul�rn
 jazyk� �

Pozn�mka ���

Toto je alternativn
 d�kaz uzav�enosti regul�rn
ch jazyk� na operaci pr�niku� Z automat� M� a M�� kde
Mi � �Ki��� �i� qi� Fi�� rozezn�vaj
c
ch jazyky L�� resp� L�� sestroj
me automat M � kter� bude rozezn�vat jazyk
L� � L��

Nech� M � �K� �K���� �� �q�� q�	� F� � F��� P�echodovou funkci � tohoto automatu de�nujeme takto�

���p�� p�	� a� � �r�� r�	� pokud �i�pi� a� � ri pro i � 
� �

Pozn�mka ��


T�
da regul�rn
ch jazyk� L� s ��ste�n�m uspo��d�n
m � a operacemi 
� � a tvo�
 Booleovu algebru
s nejmen�
m prvkem � a nejv�t�
m prvkem ���

V�ta ���

T�
da regul�rn
ch jazyk� L� je uzav�ena vzhledem k operaci z�et�zen
�

D�kaz� Nech� L� a L� jsou dva regul�rn
 jazyky� Chceme dok�zat� �e jazyk L�L� je tak	 regul�rn
�
Nech� jazyk L� je rozpozn�van� automatem M� a jazyk L� automatem M�� Ozna�
me Mi � �Ki��� �i� qi� Fi�

pro i � 
� �� Zkonstruujeme nyn
 automat M � �K� 
 K���� �� q�� F �� P�echodovou funkci � zavedeme podle
pravidel�

��q� a� �

��
�

f���q� a�g pro q � K� n F�
f���q� a�� ���q�� a�g pro q � F�
f���q� a�g pro q � K�

Mno�ina koncov�ch stav� F bude rovna

F �

�
F� 
 F� pro � � L�
F� pro � 	� L�

Automat M pak z�ejm� bude rozpozn�vat pr�v� jazyk L�L�� kter� je proto regul�rn
� �

V�ta ��


T�
da regul�rn
ch jazyk� L� je uzav�ena vzhledem k operaci uz�v�ru�

D�kaz� Nech� L je regul�rn
 jazyk� Chceme uk�zat� �e tak	 L� je regul�rn
 jazyk�
Nech� M � �K��� �� q�� F � je kone�n� automat� kter� rozpozn�v� jazyk L� Nech� M � � �K
fq��g��� �

�� q��� F

fq��g� je automat� kde q�� 	� K je nov� stav a p�echodov� funkce �� nab�v� t�chto hodnot�

���q��� a� �

�
f��q�� a�� q�g pro ��q�� a� � F
f��q�� a�g jinak

���q� a� �

�
f��q� a�� q�g pro ��q� a� � F
f��q� a�g jinak

pro q 	� q��

Automat M � nyn
 rozpozn�v� jazyk L�� kter� je proto regul�rn
� �

V�ta ����

V�echny kone�n	 jazyky lze rozeznat kone�n�m automatem�

D�kaz� Mno�inu � rozpozn�me kone�n�m automatem M � �fq�g��� �� q�� ��� kde ��q�� �� � q��
Mno�inu f�g kone�n�m automatem M � �fq�� pg��� �� q�� fq�g�� kde ��q�� �� � p a ��p� �� � p�
Mno�inu fxg� kde x � a� � � �an je nepr�zdn	 slovo rozpozn�me kone�n�m automatem M � �fqi� i �

�� � � � � ng��� �� q�� fqng�� kde ��qi��� ai� � qi�
Proto�e ka�dou kone�nou mno�inu m��eme slo�it jako sjednocen
 kone�n� mnoha jednoprvkov�ch mno�in�

m��eme kone�n�mnohokr�t aplikovat v�tu ��� o uzav�enosti regul�rn
ch jazyk� na sjednocen
� �

Tvrzen� ����

�KLEENE�ho v�ta� T�
da jazyk� L� je nejmen�
 t�
da jazyk�� kter� obsahuje v�echny kone�n	 mno�iny a je
uzav�ena vzhledem ke sjednocen
� z�et�zen
 a uz�v�ru�
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��� Regul�rn� v
razy

V t	to ��sti uvedeme regul�rn
 v�razy �RV� a p�echodov	 grafy �PG�� kter	� jak uk��eme� jsou dal�
 alternativn

reprezentac
 regul�rn
ch jazyk��

De�nice ����

T�
da regul�rn�ch v
raz� nad abecedou � je de�nov�na induktivn� takto�

�� � a � jsou regul�rn
 v�razy nad �

�� ka�d	 p
smeno a � � je regul�rn
 v�raz nad �

�� jsou�li R�� R� regul�rn
 v�razy nad �� pak tak	 �R� �R��� �R� � R��� �R��
� jsou regul�rn
 v�razy nad �

De�nice ����

Ka�d� regul�rn
 v�raz R nad � popisuje jistou mno�inu slov eR nad ��

�� je�li R � �� pak eR � f�g

je�li R � �� pak eR � �

�� je�li R � a� pak eR � fag

�� je�li R � �R� �R��� pak eR � fR� 
 fR�

je�li R � �R� � R��� pak eR � fR�
fR�

je�li R � �R��
�� pak eR � fR�

�

P��klad ���	

M�jme abecedu � � fa� bg� Toto jsou p�
klady regul�rn
ch v�raz�� R� � ba�� R� � a�ba�ba�� R� � �a� b���
Jejich odpov
daj
c
 jazyky jsou�

fR� � fba�gfR� � fw � ���w obsahuje pr�v� dv� bg�fR� � ���

De�nice ����

Dva regul�rn
 v�razy R� a R� nazveme ekvivalentn�� pokud popisuj
 stejn	 mno�iny �fR� � fR���

De�nice ����

Regul�rn� mno�iny nad abecedou � de�nujeme induktivn� takto�

�� ka�d� kone�n� mno�ina slov nad � �v�etn� �� je regul�rn
 mno�ina nad �

�� jestli�e U � V jsou regul�rn
 mno�iny nad �� pak tak	 U 
 V � UV � U� jsou regul�rn
 mno�iny nad �

Pozn�mka ���


Z v��e uveden�ch de�nic je z�ejm	� �e mno�ina je regul�rn
� pr�v� kdy� m��e b�t pops�na regul�rn
m
v�razem�

De�nice ����

P�echodov
 graf T nad abecedou � je orientovan� multigraf� jeho� ka�d� hrana je ozna�ena n�v��t
m� kter	
je slovem nad �� Oby�ejn� je jeden z uzl� ozna�en jako vstupn� uzel ��� nebo ��� a n�kter	 uzly jako koncov�
uzly ��� nebo ���� Pro slovo w � �� nazveme w�cestou z uzlu i do uzlu j v T cestu z i do j takovou� �e
z�et�zen
m v�ech n�v��t
 na hran�ch po cest� z
sk�me slovo w�

�ekneme� �e slovo w � �� je akceptov�no p�echodov
m grafem T � jestli�e existuje w�cesta z po��te�n
ho
do n�kter	ho z koncov�ch uzl� grafu T � Slovo � je nav
c akceptov�no v p�
pad�� �e po��te�n
 uzel je z�rove!
koncov�m�

Mno�inu v�ech slov akceptovan�ch p�echodov�m grafem T nazveme jazyk akceptovan
 p�echodov
m grafem
T a ozna�
me eT �
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V�ta ���
 Kleene�ho
�i� Ke ka�d	mu p�echodov	mu grafu T nad � existuje regul�rn
 v�raz R nad � takov�� �e eR � eT a naopak�
�ii� Ke ka�d	mu regul�rn
mu v�razu R nad � existuje kone�n� automat M s abecedou � takov�� �e T �M� �eR a naopak�

D�kaz� �i� Ozna�
me x po��te�n
 uzel grafu T a vytvo�
me nov� koncov� uzel y tak� �e z ka�d	ho p�vodn
ho
koncov	ho uzlu vede do y hrana ozna�en� �� V tomto nov	m grafu budi� y jedin� koncov� uzel� Budeme d�le
konstruovat tzv� zobecn�n
 p�echodov
 graf� jeho� hrany jsou ozna�eny regul�rn
mi v�razy� Nejprve vylou�
me
n�sobn	 hrany� Jestli�e z uzlu u vede do v n hran ozna�en�ch ��� � � � � �n� nahrad
me je jedinou hranou ozna�enou
�� � � � �� �n�

��
��

��
��



 ��
��

��
��

��u v u v

��

�n

���

�� � � � �� �n

D�le se budeme postupn� zbavovat v�ech uzl� na cest� z x do y� Nech� mezi uzly u a v le�
 uzel w� Hrana z u
do w je ozna�ena �� hrana z w do v je ozna�ena �� Uzel w m� n

'
smy�ek( ozna�en�ch ��� � � � � �n�

��
��

��
��

��
��


 


	


��
�

�

� �

��

�n

u w v ��
��

��
��


��

���� � � � �� �n��

Uzel w odstran
me spolu se v�emi zm
n�n�mi hranami� a m
sto toho zavedeme hranu z u do v� ozna�enou
���� � � � �� �n�� �pokud takov� hrana u� existuje� p�id�me k n
 tento v�raz jako dal�
 s�
tanec��

T
mto zp�sobem dostaneme zobecn�n� p�echodov� graf� kter� bude m
t pouze uzly x a y s jedinou hranou
mezi nimi� Ta bude ozna�ena regul�rn
m v�razem� kter� akceptuje stejn� jazyk jako p�vodn
 graf�

Naopak� m�me�li d�n regul�rn
 v�raz R� zkonstruujeme odpov
daj
c
 p�echodov� graf induktivn� vzhledem
ke konstrukci R podle t�chto pravidel�
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V�sledn� p�echodov� graf bude z�ejm� akceptovat ten jazyk� kter� popisuje p�vodn
 regul�rn
 v�raz�
�ii� Vezmeme v &vahu regul�rn
 v�raz R� Budeme z n�ho konstruovat kone�n� automat� a to op�t indukc


vzhledem ke konstrukci R�
Je�li R � �� R � � nebo R � a� pak odpov
daj
c
 jazyky jsou �� resp� f�g� fag� Automaty� kter	 rozezn�vaj


tyto mno�iny� jsou uvedeny v d�kazu v�ty �����
Je�li R � �R� � R��� hled�me automat� kter� rozpozn�v� jazyk fR� 
 fR�� Proto�e podle induk�n
ho p�ed�

pokladu m�me automaty pro mno�iny fR� i fR�� sestroj
me z nich automat M podobn� jako v pozn�mce ����
Nahrad
me v�ak mno�inu koncov�ch stav� F� � F� mno�inou F� � Q� 
 Q� � F�� aby automat M rozezn�val
sjednocen
 obou p�vodn
ch jazyk� m
sto pr�niku�
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Je�li R � �R� � R��� hled�me automat� kter� rozpozn�v� jazyk fR�
fR�� Podle induk�n
ho p�edpokladu op�t

zn�me automaty pro jazyky fR� i fR�� proto m��eme hledan� automat sestrojit stejn�� jako v d�kazu v�ty ����
Je�li R � �R���� zn�me u� automat pro fR� a hled�me automat pro jazyk �fR��

�� Ten lze vytvo�it tak jako
v d�kazu v�ty ���� �

� Z�sobn�kov� automaty

V p�edchoz
m jsme uvedli kone�n	 automaty a dok�zali� �e akceptuj
 pr�v� regul�rn
 jazyky� V t	to kapitole
bude de�nov�n jin� form�ln
 v�po�etn
 prost�edek� z�sobn
kov� automat� Uk��eme o n�m� �e m� v�t�
 v�po�etn

s
lu ne� kone�n� automat� proto�e bude um�t rozpozn�vat bezkontextov	 jazyky�

��� Z�sobn�kov
 automat a jeho roz��
en�

Z�sobn
kov� automat je vlastn� kone�n� automat obohacen� o potenci�ln� nekone�n� z�sobn
k�

De�nice 	��

Z�sobn�kov
 automat 
ZA� nad abecedou � je syst	m M � �Q����� �� q�� Z�� F �� kde jednotliv	 komponenty
maj
 n�sleduj
c
 v�znam�

Q � kone�n� nepr�zdn� mno�ina stav�

� � vstupn� abeceda

� � z�sobn�kov� abeceda� mno�ina symbol�� kter	 se mohou objevit v z�sobn
ku

� � p�echodov� funkce� ��Q� �� 
 f�g�� � � do mno�iny v�ech kone�n�ch podmno�in Q� ��

q� � Q � po	�te	n� stav

Z� � � � dno z�sobn�ku

F � Q � mno�ina koncov
ch stav�

De�nice 	��

Kon�gurac� ZA je libovoln� trojice �q� x� �� � Q��� � ���
Krok v
po	tu ZA de�nujeme jako bin�rn
 relaci � na mno�in� kon�gurac
 takto� jsou�li q� q� � Q stavy�

a � � 
 f�g vstupn
 symbol� Z � � z�sobn
kov� symbol� �� � � �� z�sobn
kov� slova a w � �� vstupn
 slovo�
pak

�q� aw� Z�� � �q�� w� ���� pokud �q�� �� � ��q� a� Z��

Jin�mi slovy� je�li �q�� �� prvkem ��q� a� Z�� znamen� to� �e ve stavu q s vrcholem z�sobn
ku Z m��e ZA p�e�
st
symbol a a vrchol z�sobn
ku Z nahradit slovem �� p�i�em� stav se zm�n
 na q��

Zna�
me �� re"exivn
 a tranzitivn
 uz�v�r relace �� �� pouze tranzitivn
 uz�v�r� Nav
c �k znamen� slo�en

k relac
 ��

�ekneme� �e ZA rozpozn�v� slovo w koncov
m stavem� pokud �q�� w� Z�� �� �qf � �� ��� kde qf � F je koncov�
stav� ZA rozezn�v� slovo w pr�zdn
m z�sobn�kem� pokud �q�� w� Z�� �� �q� �� ��� kde q je libovoln� stav�

Zna�
me T �M� jazyk akceptovan
 koncov
m stavem ZA� tedy mno�inu v�ech slov rozpozn�van�ch koncov�m
stavem� D�le zna�
me N�M� jazyk akceptovan
 pr�zdn
m z�sobn�kem ZA� tedy mno�inu v�ech slov rozpozn��
van�ch pr�zdn�m z�sobn
kem�

P��klad 	��

Podle p�
kladu ���� neexistuje kone�n� automat� kter� by rozezn�val jazyk f�n
n�n � 
g� Najdeme v�ak
z�sobn
kov� automat� kter� tento jazyk akceptuje�
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Nech� M � �fq�� q�g� f�� 
g� fZ�� �g� �� q�� Z�� �� je z�sobn
kov� automat� P�echodovou funkci � de�nujeme
takto�

��q�� �� Z�� � f�q�� �Z��g

��q�� �� �� � f�q�� ���g

��q�� 
� �� � f�q�� ��g

��q�� 
� �� � f�q�� ��g

��q�� �� Z�� � fq�� �g

Je vid�t� �e ve stavu q� m��e b�t na vstupu �� kter� se v�dy p�id� do z�sobn
ku� P�i prvn
m v�skytu symbolu 

se stav zm�n
 na q�� a jedna � je ze z�sobn
ku odebr�na� Odebr�n
 � ze z�sobn
ku prov�d
 i stav q� p�i p�
chodu
� na vstupu� a jin� symbol u� nem��e p�ij
t� Automat tedy akceptuje pr�zdn�m z�sobn
kem posloupnost nul a
po nich jedni�ek� jich� je stejn� po�et� Proto N�M� � L�

V�ta 	�	

Jazyk L je rozpoznateln� koncov�m stavem n�jak	ho ZA pr�v� tehdy� kdy� je rozpoznateln� pr�zdn�m
z�sobn
kem n�jak	ho ZA�

D�kaz� �� Nech� L � T �M��� kde M� � �Q����� �� q�� Z�� F �� Zkonstruujeme ZA M� � �Q 
 fq�� q��g���� 

fZ ��g� �

�� q��� Z
�
�� ��� P�echodov� funkce �� p�itom nab�v� hodnot podle t�chto pravidel�

���q��� �� Z
�
�� � f�q�� Z�Z ���g

�p� �� � ���q� a� Z�� pokud �p� �� � ��q� a� Z�
�q�� �� � ���q� �� Z� pro v�echna q � F a Z � � 
 fZ ��g

���q�� �� Z� � f�q�� ��g pro v�echna Z � � 
 fZ ��g

Porovn�me�li v�po�etn
 kroky v p�vodn
m automatu M� a nov	m M�� dojdeme k n�sleduj
c
 ekvivalenci�

�q�� w� Z�� �nM�
�qf � �� Y� � � �Yr�

m
�q��� w� Z

�
�� �M�

�q�� w� Z�Z
�
�� �nM�

�qf � �� Y� � � �YnZ ��� �r��M�
�q�� �� ���

kde qf � F je koncov� stav p�vodn
ho automatu M�� Je tedy z�ejm	� �e N�M�� � T �M���
�� Nech� automat M� � �Q����� �� q�� Z�� �� je z�sobn
kov� automat� kter� rozezn�v� jazyk L pr�zdn�m z��

sobn
kem� Zkonstruujeme ZA M� � �Q
fq��� qfg����
fZ ��g� �
�� q��� Z

�
�� fqfg�� P�echodovou funkci �� de�nujeme

takto�

���q��� �� Z
�
�� � f�q�� Z�Z ���g

�p� �� � ���q� a� Z�� pokud �p� �� � ��q� a� Z�
���q� �� Z ��� � �fqf � �g�

Z t�chto vztah� lze odvodit podobnou ekvivalenci jako v��e p�i d�kazu obr�cen
 v�ty�

�q�� w� Z�� �nM�
�q� �� ��

m
�q��� w� Z

�
�� �M�

�q�� w� Z�Z
�
�� �nM�

�q� �� Z ��� �M�
�qf � �� ���

z �eho� plyne� �e T �M�� � N�M��� �

De�nice 	��

Roz���en
 z�sobn�kov
 automat je syst	m M � �Q����� �� q�� Z�� F �� ve kter	m v�echny symboly maj
 tent��
v�znam jako v z�sobn
kov	m automatu� a� na p�echodovou funkci �� jej
m� de�ni�n
m oborem je Q���
f�g��
��� �Roz�
�en� z�sobn
kov� automat se tedy rozhoduje na z�klad� �et�zce na vrcholu z�sobn
ku m
sto jedin	ho
symbolu��

V�ta 	��

Nech� L je jazyk rozezn�van� koncov�m stavem roz�
�en	ho z�sobn
kov	ho automatu M � Potom existuje
�oby�ejn�� z�sobn
kov� automat M�� kter� rozpozn�v� koncov�m stavem jazyk L�
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D�kaz� Precizn� proveden� d�kaz je zdlouhav� a technicky n�ro�n�� Uvedeme pouze princip� tedy pop
�eme�
jak z automatu M lze sestrojit automat M�� aby byla v�ta spln�na�

Nech� M � �Q����� �� q�� Z�� F � a T �M� � L� Budeme konstruovat automat

M� � �Q������� ��� q�� Z�� F���

kde Z� 	� � a q� 	� Q� Zvol
me nejprve �
slo m jako maxim�ln
 d	lku slova �� pro kter	 je ��q� a� �� 	� �� Jin�mi
slovy� m je nejv�t�
 po�et znak�� kter	 m��e automat M odebrat z vrcholu z�sobn
ku v jednom kroku�

Stavy automatu M� budou odpov
dat dvojic
m �q� �	� kde q � Q je stav p�vodn
ho automatu a � je z�sob�
n
kov	 slovo automatu M� d	lky nejv��e m� Q� � f�q� �	� q � Q�� � ���� � � j�j � mg� Z�sobn
kov� abeceda ��
je pouze roz�
�en
m � o symbol Z�� �� � � 
 fZ�g� q��po��te�n
 stav automatu M��bude odpov
dat dvojici
�q�� Z�Z

m��
� 	� Mno�ina koncov�ch stav� automatu bude rovna� F� � f�q� �	� �q� �	 � Q�� q � Fg� Jde tedy o ty

stavy z Q�� kter	 vznikly z koncov	ho stavu automatu M �
P�echodovou funkci �� de�nujeme takto�

�� Nejprve uvedeme p�echody ��� kter	 vzniknou z p�echod� p�vodn
 funkce �� Nech� tedy ��q� a�X� � � �Xk�
obsahuje prvek �r� Y� � � �Yl�� Budeme rozli�ovat dv� mo�nosti�

�a� l � k� pro v�echny z�sobn
kov	 symboly Z � �� a v�echna z�sobn
kov� slova � d	lky m� k klademe�
mno�ina ����q�X� � � �Xk�	� a� Z� obsahuje prvek ��r� �	� �Z�� kde �� � Y� � � �Yl�� p�i�em� slovo � m�
d	lku pr�v� m�

�b� l 
 k� pro v�echny z�sobn
kov	 symboly Z � �� a v�echna z�sobn
kov� slova � d	lky m� k klademe�
mno�ina ����q�X� � � �Xk�	� a� Z� obsahuje prvek ��r� Y� � � �Yl�Z	� ���

�� Mus
me um�t doplnit
'
z�sobn
kovou komponentu( nov�ch stav� na d	lku m� aby mohly b�t prov�d�ny

p�echody podle p�edchoz
ho bodu� De�nujeme tedy pro ka�d� stav q � Q p�vodn
ho automatu� pro
ka�d� z�sobn
kov� symbol Z � �� a ka�d	 z�sobn
kov	 slovo � d	lky ost�e men�
 ne� m tento p�echod�
����q� �	� �� Z� � f��q� �Z	� ��g�

Takto de�novan� automat M� spl!uje podm
nku v�ty� �

��� Stromy odvozen� pro CFG

V p�
�t
 ��sti odhal
me vztah bezkontextov�ch gramatik a z�sobn
kov�ch automat�� Stromy odvozen
 bezkon�
textov�ch gramatik jsou p�knou ilustrac
 tohoto vztahu� proto je uvedeme na tomto m
st��

De�nice 	�


Nech� G � �N��� P� S� je bezkontextov� gramatika� Strom T nazveme strom odvozen� 
deriva	n� strom� pro
G� jestli�e

� ka�d� uzel je ozna�en n�v��t
m�symbolem z N 
 �

� n�v��t
 ko�ene je S

� m��li uzel u n�v��t
 A a m��li alespo! jednoho n�sledn
ka� pak A je netermin�l

� jsou�li uzly u�� � � � � uk po �ad� n�sledn
ky uzlu u s n�v��t
mi v po�ad
 A�� � � � � Ak a n�v��t
 uzlu u je A�
pak A � A� � � �Ak je pravidlem gramatiky G

P��klad 	��

Nech� G je gramatika�

S � aAS j a

A � SbA j SS j a

Potom n�sleduj
c
 strom je deriva�n
m stromem pro G�
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S

a A S

S b A a

a a

V�
mn�me si� �e kdy� se�ad
me listy tohoto stromu� dostaneme slovo aabaa� kter	 je v�tou gramatiky G�

De�nice 	�


V
sledkem deriva	n�ho stromu nazveme �et�z vznikl� z�et�zen
m jeho list� zleva doprava�

V�ta 	���

Nech� G � �N��� P� S� je bezkontextov� gramatika� Pak pro ka�d	 slovo � 	� � � �� plat
� S �� � pr�v�
tehdy� kdy� existuje deriva�n
 strom pro G s v�sledkem ��

D�kaz� �� indukc
 vzhledem k po�tu nelistov�ch uzl� ve stromu� Nech� tedy � je v�sledkem stromu�

�� Nech� existuje ve stromu T jedin� nelistov� uzel� Mus
 to b�t ko�en s n n�sledn
ky A�� � � � � An� Potom
� � A� � � �An� a podle de�nice deriva�n
ho stromu je S � A� � � �An� Celkem �S � �� � P �

�� P�edpokl�dejme� �e pro v�echny stromy s m	n� ne� k uzly tvrzen
 plat
� M�jme nyn
 strom T s k uzly� jeho�
v�sledkem je �� Ozna�
me n�sledn
ky ko�ene jako A�� � � � � An� Op�t podle de�nice deriva�n
ho stromu mus

b�t S � A� � � �An pravidlem gramatiky G� Pro ka�d� symbol Ai mohou nastat tyto mo�nosti�

�a� Ai je nelist� Pak Ai je netermin�l a mus
 b�t ko�enem podstromu s m	n� ne� k uzly a v�sledkem �i�
Podle induk�n
ho p�edpokladu plat
� A �� �i�

�b� Ai je list� Polo�
me nyn
 �i � Ai a plat
� Ai �� �i�

Proto�e z�ejm� plat
 � � �� � � ��n a odvodili jsme� �e pro ka�d	 i je Ai �� �i� existuje v gramatice G
n�sleduj
c
 odvozen
�

A � A� � � �An �� ��A� � � �An �� � � � �� �� � � ��n � ��

tedy celkem A �� ��

�� d�kaz lze v	st analogicky� �

��� Z�sobn�kov� automaty a bezkontextov� gramatiky

Uk��eme nyn
� �e mexi bezkontextov�mi gramatikami a z�sobn
kov�mi automaty existuje stejn� vztah jako
mezi regul�rn
mi gramatikami a kone�n�mi automaty�

Lemma 	��� O syntaktick� anal�ze shora dol�
Nech� G � �N��� P� S� je libovoln� bezkontextov� gramatika� Pak existuje z�sobn
kov� automat R takov��

�e N�R� � L�G��

D�kaz� Nech� automat R � �fqg��� N 
 �� �� S� ��� P�echodovou funkci � zavedeme takto� je�li A � � pravidlo
gramatiky G� pak ��q� �� A� � �q� ��� Nav
c� pro ka�d� vstupn
 symbol a � � je ��q� a� a� � f�q� ��g�

Dok��eme nyn
� �e N�R� � L�G�� Chceme tedy odvodit tuto ekvivalenci�

S �� w � �q� w� S� �� �q� �� �� �
�

�� indukc
 vzhledem k po�tu odvozen
 v gramatice G� Aby se dala indukce pou�
t� budeme vztah �
�
dokazovat pro v�echny netermin�ly� a ne jen pro S�
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Indukc
 vzhledem k m dokazujeme� �e pro ka�d	 m existuje n tak� �e

pokud A �m w� pak �q� w�A� �n �q� �� ��� ���

m � 
� Nech� w � a� � � � ak� Proto�e A �� w� mus
 existovat pravidlo A � w v gramatice G� Potom podle
pravidel pro p�echodovou funkci � dost�v�me� ��q� �� A� � �q� w�� Je tedy v automatu R mo�n� tento v�po�et�

�q� a� � � �ak� A� � �q� a� � � �ak� a� � � � ak� �
k �q� �� ���

induk	n� krok� P�edpokl�dejme� �e vztah ��� plat
 pro v�echna l 
 m� M�jme nyn
 odvozen
 A �m w� Mus

tedy existovat pravidlo A � x� � � �xk � kter	 je v odvozen
 A �m w pou�ito jako prvn
� Symboly xi mohou b�t
termin�ly i netermin�ly� Je�li xi termin�ln
 symbol� pak polo�
me wi � xi� V tomto p�
pad� plat
� �q� wi� xi� �
�q� �� ��� Je�li xi netermin�ln
 symbol� pak existuje odvozen
 xi �mi wi� kde wi � �� je sou��st
 slova w� Celkem
dost�v�me� �e x� � � �xk �� w� � � �wk � w� V
me v�ak� �e m�� � � ��mk 
 m� proto na v�echny odvozen
 xi �mi

wi lze pou�
t induk�n
 p�edpoklad� Existuje tedy v�po�et v R� �q� wi� xi� �ni �q� �� ��� Krom� toho v
me� �e A �
x� � � �xk je pravidlo v G� proto ��q� �� A� � �q� x� � � �xk�� Tedy �q� w�A� � �q� w� � � �wk� x� � � �xk�� Uk�zali jsme�
�e �q� wi� xi� � �q� �� �� pro ka�d	 xi� a� u� je termin�lem nebo netermin�lem� Proto �q� w� � � �wk� x� � � �xk� ��

�q� �� ���
�� op�t indukc
 vzhledem k po�tu odvozen
 v gramatice G� Pom��eme si podobn�� jako v p�edchoz
m d�kazu

obr�cen	 implikace�
Indukc
 vzhledem k n dokazujeme� �e pro ka�d	 n existuje m tak� �e

pokud �q� w�A� �n �q� �� ��� pak A �m w� ���

n � 
� Mus
 b�t w � �� a tedy A � � je pravidlem gramatiky G
induk	n� krok� P�edpokl�dejme� �e vztah ��� plat
 pro ka�d	 l 
 n� M�jme nyn
 v�po�et �q� w�A� �n �q� �� ���

Vezm�me jeho prvn
 krok� �q� w�A� � �q� w� x� � � �xk�� Mus
 tedy b�t A � x� � � �xk pravidlem gramatiky G�
Rozlo�me d�le slovo w na ��sti w� � � �wk tak� �e �q� wi� xi� � �q� �� ��� Bude tak bu� xi � wi termin�l� tedy
xi �� wi� nebo xi �ni wi podle induk�n
ho p�edpokladu� Celkem dost�v�me odvozen


A � x� � � �xk �n� w�x� � � �xk � � � � � w� � � �wk � w�

�

P��klad 	���

Uva�ujme gramatiku G se startovn
m netermin�lem E a s n�sleduj
c
mi pravidly�

E � E � T j T

T � T � F j F

F � i j �E�

Podle p�edchoz
 v�ty se pokus
me sestrojit automat R� kter� bude rozezn�vat jazyk L�G� pr�zdn�m z�sobn
kem�
Nech� tedy R � �fqg����� �� S� ��� V na�em p�
pad� je vstupn
 abeceda rovna � � f�� �� i� �� �g a z�sobn
kov�

abeceda � � fE� T� Fg 
�� Funkce � bude nab�vat t�chto hodnot�

��q� �� E� � f�q� E � T �� �q� T �g

��q� �� T � � f�q� T � F �� �q� F �g

��q� �� F � � f�q� i�� �q� �E��g

��q� a� a� � f�q� ��g pro a � �

Obr�zek � ukazuje� jak lze prov	st odvozen
 slova w � i�i�i v automatu R� Tomuto postupu se �
k� syntaktick�
anal
za shora dol�� V kon�gurac
ch je vynech�n stav q� proto�e je v�dy stejn��

Lemma 	��� O syntaktick� anal�ze zdola nahoru
Nech� G � �N��� P� S� je libovoln� bezkontextov� gramatika� Pak existuje roz�
�en� z�sobn
kov� automat

R takov�� �e T �R� � L�G��
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E����
������������
����
����
����

������������
����
����

����

E � T

T

F

i

T � F

F

i

i

�i� i � i� E�

� �i� i � i� E � T �

� �i� i � i� T � T �

� �i� i � i� F � T �

� �i� i � i� i� T �

� ��i � i��T �

� �i � i� T �

� �i � i� T � F �

� �i � i� F � F �

� �i � i� i � F �

� ��i� �F �

� �i� F �

� �i� i�

� ��� ��

Obr�zek �� P�
klad syntaktick	 anal�zy shora dol�
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D�kaz� Sestroj
me roz�
�en� z�sobn
kov� automat R � �fq� rg����
N 
f�g� �� q� �� frg�� kde � je nov� symbol�
kter� nen
 ani netermin�l ani termin�l gramatiky G� P�echodovou funkci automatu G nyn
 zvol
me takto�

��q� a� �� � f�q� a�g pro v�echna a � �
��q� �� �� � �q� A� pro A � � pravidlo G
��q� �� �S� � f�r� ��g

Doka�me nyn
� �e L�G� � T �R��
�� Budeme dokazovat implikaci

�S �� �Ay �n� � ��q� xy� �� �� �q� y� ��A��

indukc
 vzhledem k n�

�� n � �� trivi�ln�

�� induk	n� krok� Nech� tvrzen
 plat
 pro v�echna k 
 n� Potom �Ay � ��r �n�� xy� Rozli�
me dva
p�
pady�

�a� �� � ��� Mus
 b�t �� � x� a tedy �q� xy� �� �� �q� y� ���� � �q� y� ��A� d
ky de�nici p�echodov	
funkce ��

�b� �� 	� ��� Ozna�me �� � �Br� kde B je neprav�j�
 netermin�l slova ��� Proto�e plat


S �� �Bry �n�� xy�

m��eme pou�
t induk�n
 p�edpoklad� �q� xy� �� �� �q� ry� ��B�� Podle pravidla pro funkci � d�le plat
�

�q� y� � �Br��z�
���

� � �q� y� ��A��

Celkem dost�v�me L�G� � T �R��
�� Budeme nyn
 dokazovat tuto implikaci�

��q� xy� �� �n �q� y� ��A�� � ��Ay �� xy�

D�kaz povedeme op�t indukc
 vzhledem k n�

�� n � �� trivi�ln�

�� induk	n� krok� P�edpokl�dejme� �e tvrzen
 plat
 pro v�echna k 
 n� V kon�guraci �q� y� ��A� je vrchol
z�sobn
ku netermin�l A� tedy posledn
 krok musel b�t redukc
 �pou�it
 pravidla A � �� a ne �ten
m�

�q� xy� �� �n�� �q� y� ���� � �q� y� ��A�

Podle induk�n
ho p�edpokladu je ��y �� xy� Celkem tedy �Ay � ��y �� xy�

Abychom mohli pou�
t indukce� dokazovali jsme siln�j�
 tvrzen
 pro v�echny netermin�ly� Jeho speci�ln
m
p�
padem je ekvivalence

��q� w� �� � �q� �� �S�� � �S �� w�

�

P��klad 	��	

Vezm�me stejnou gramatiku G jako v p�
kladu ����� Pokus
me se k n
 podle p�edch�zej
c
 v�ty sestrojit
roz�
�en� z�sobn
kov� automat� kter� bude rozezn�vat jazyk L�G� koncov�m stavem�
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E����
����
����
����
����
����
�����
����
����
����
����
����
����

T

F

i

�

T

F

i

�

E

T

F

i

��� i� i � i�

� ��i��i � i�

� ��F��i � i�

� ��T��i � i�

� ��E��i � i�

� ��E�� i � i�

� ��E � i� �i�

� ��E � F� �i�

� ��E � T� �i�

� ��E � T�� i�

� ��E � T � i� ��

� �E � T � F� ��

� ��E � T� ��

� ��E� ��

� �r� �� ��

Obr�zek �� P�
klad syntaktick	 anal�zy zdola nahoru

Nech� tedy R � �fq� rg���� 
 N 
 f�g� �� q� �� frg�� V na�em p�
pad� je op�t abeceda � � f�� �� i� �� �g�
mno�ina netermin�l� rovna N � fE� T� Fg� Pro p�echodovou funkci dost�v�me tato pravidla�

��q� a� �� � f�q� a�g pro a � �

��q� �� E � T � � f�q� E�g

��q� �� T � � f�q� E�g

��q� �� T � F � � f�q� T �g

��q� �� F � � f�q� T �g

��q� �� i� � f�q� F �g

��q� �� �E�� � f�q� F �g

��q� �� �E� � f�r� ��g

Obr�zek � demonstruje odvozen
 slova w � i � i � i v automatu R� Takov	mu odvozen
 se �
k� syntaktick�
anal
za zdola nahoru� V kon�gurac
ch je a� na posledn
 vynech�n stav� proto�e je st�le q�

Pozn�mka 	���

Syntaktick� anal�za zdola nahoru uveden� v p�edch�zej
c
 v�t� je nedeterministick�� jako ostatn� z�sobn
kov	
automaty jako takov	� Mohou nastat dva typy situac
� ve kter�ch m� automat v
ce mo�nost
 postupu �
k� se
jim kon�ikty�

� kon"ikt �ten
�redukce� Na vrcholu z�sobn
ku je slovo � a v p�vodn
 gramatice byla dv� pravidla� A � �
a B � ��� Automat tedy nev
� zda m� redukovat podle prvn
ho pravidla nebo �
st d�l�
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� kon"ikt redukce�redukce� Na vrcholu z�sobn
ku je slovo �� a v p�vodn
 gramatice byla tato pravidla�
A � � a C � ��� Automat nev
� zda m� redukovat podle prvn
ho nebo podle druh	ho pravidla�

Lemma 	���

Nech� L je jazyk rozezn�van� pr�zdn�m z�sobn
kem automatu M � Pak M je bezkontextov� jazyk�

D�kaz� viz #Chytil$� v�ta ��
� na stran� ���� Ke zkou�ce nebyl vy�adov�n� �

D�sledek 	��


Pro libovoln� jazyk L jsou n�sleduj
c
 t�i tvrzen
 ekvivalentn
�

�� L je bezkontextov� jazyk� tedy existuje bezkontextov� gramatika G tak� �e L�G� � L�

�� Existuje z�sobn
kov� automat M � kter� rozpozn�v� jazyk L koncov�m stavem� tedy T �M� � L�

�� Existuje z�sobn
kov� automat M � kter� rozpozn�v� jazyk L pr�zdn�m z�sobn
kem� tedy N�M� � L�

�� Existuje roz�
�en� z�sobn
kov� automat M � kter� rozpozn�v� jazyk L pr�zdn�m z�sobn
kem� tedy N�M� �
L�

	 Bezkontextov� gramatiky a jazyky

De�nice ���

Nech� G � �N��� P� S� je bezkontextov� gramatika a nech� �� � �� � � � � � �n je odvozen
 v G� �ekneme�
�e toto odvozen
 je nejlev�j�� �resp� nejprav�j�� �� jestli�e ka�d	 �i � xiAi�i �resp� �i � �iAixi�� kde xi � �� je
slovo slo�en	 pouze z termin�l�� Ai � N je netermin�l a �i � �N 
 ��� je libovoln	 slovo� a �i�� vznikne z �i
nahrazen
m Ai slovem � p�i pou�it
 pravidla Ai � �� N�kdy tak	 �
k�me lev� �resp� prav�� derivace�

Jestli�e je tedy �� � � � � � �n lev� �resp� prav�� derivace� pak v�echna �i naz�v�me lev� �resp� prav�� v�tn�
forma�

Pozn�mka ���

Nech� w � L�G� je slovo pro n�jakou bezkontextovou gramatiku G� Potom po�et r�zn�ch deriva�n
ch strom�
s v�sledkem w je roven po�tu r�zn�ch lev�ch derivac
 S �� w slova w a to je rovno po�tu r�zn�ch prav�ch
derivac
 slova w�

Proto�e pojmy lev	 a prav	 derivace jsou z�ejm� du�ln
� budeme br�t d�le v &vahu pouze lev	 derivace�

��� Transformace CFG

Bezkontextov	 gramatiky hraj
 d�le�itou roli v syntaktick	 anal�ze� Pr�ci s obecnou bezkontextovou gramatikou
lze n�kdy usnadnit tak� �e zavedeme na chov�n
 gramatik dal�
 podm
nky� kter�ch lze po jist�ch transformac
ch
dos�hnout u ka�d	 bezkontextov	 gramatiky� T�mito podm
nkami a transformacemi se zab�v� tato ��st�

De�nice ���

Nech� G � �N��� P� S� je bezkontextov� gramatika� �ekneme� �e slovo w � L�G� je v gramatice G v�cezna	n�

nejednozna	n��� jestli�e existuj
 dv� r�zn� lev� odvozen
 slova w v G�

Jestli�e existuje alespo! jedno v
cezna�n	 slovo w � L�G�� pak o gramatice G �ekneme tak	� �e je v�cezna	n��
Bezkontextov� jazyk L nazveme v�cezna	n
� jestli�e je generov�n pouze v
cezna�n�mi bezkontextov�mi gra�

matikami�

Oby�ejn� je velmi komplikovan	 dok�zat� �e jazyk je v
cezna�n�� Mus
 se toti� dok�zat o ka�d	 gramatice� kter�
jazyk generuje� �e je v
cezna�n��

P��klad ��	

P�
kladem jazyka� o kter	m se to dok�zat poda�ilo� je L � faibjck� i � j � j � kg� Jedna ��st gramatiky pro
L mus
 generovat slova� pro kter� i � j� a druh� slova s j � k� Ukazuje se v�ak� �e slova jazyka L� pro kter	 je
i � j � k� mus
 m
t v�dy dv� r�zn	 lev	 derivace� a to v ka�d	 ze zm
n�n�ch ��st
 gramatiky jednu�
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P��klad ���

Zde je p�
klad nejednozna�n	 gramatiky generuj
c
 v�razy s operacemi � a ��

E � E �E j E �E j �E� j i

Tato gramatika je v
cezna�n�� proto�e v n
 existuj
 tato dv� odvozen
 slova i� i� i�

E � E �E � E �E �E � i�E �E � i� i�E � i� i� i

E � E � E � i�E � i�E �E � i� i�E � i� i� i

Nejednozna�nost lze v�ak v tomto p�
pad� napravit� Gramatika

E � E � T j E � T j T

T � �E� j i

generuje stejn� jazyk a je p�itom jednozna�n��

De�nice ���

Nech� G � �N��� P� S� je bezkontextov� gramatika� �ekneme� �e symbol X � �N
�� je nepou�iteln
� pokud
neexistuje odvozen
 S �� uXv �� uwv� kde w � ���

Pozn�mka ��


Nepou�itelnost m��e b�t dvou druh��

�� Neexistuje odvozen
 S �� uXv� Tomuto probl	mu se �
k� dostupnost symbolu a zva�uje se u termin�l� i
u netermin�l��

�� Pro netermin�l X se ov��uje� zda lze z tohoto netermin�lu odvodit termin�ln
 slovo� Pokud X � S� jde o
probl	m� zda jazyk L�G� je pr�zdn� �i nikoli�

Tento probl	m lze pro obecn� netermin�l X rozhodnout� M��eme toti� induktivn� konstruovat mno�inu

'
pou�iteln�ch( netermin�l� tak� �e v prvn
m kroku v n
 budou pouze netermin�ly� z nich� lze pomoc


n�jak	ho pravidla p�
mo odvodit termin�ln
 slovo� V dal�
ch kroc
ch p�id�me ty netermin�ly� z nich� lze
odvodit slovo slo�en	 z termin�l� a t�ch netermin�l�� kter	 byly p�id�ny v p�edchoz
ch kroc
ch� N�sleduj
c

algoritmus je form�ln
m z�pisem tohoto postupu�

Algoritmus ��� Test	 zda jazyk generovan� CFG je nepr
zdn�

Vstup� bezkontextov� gramatika G � �N��� P� S�

V�stup� ano� pokud L�G� je nepr�zdn� mno�ina� jinak ne

�� N� �� �

�� i �� �

�� repeat

���� Ni�� �� Ni 
 fA� �A � �� � P 
 � � �Ni 
 ���g

���� i �� i� 


�� until Ni � Ni��


� if S � Ni then return ano

�� else return ne
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V�ta ���

Algoritmus 
�� je spr�vn� a v�dy skon�
�

D�kaz� �� Budeme dokazovat implikaci

A � Ni � �existuje w � ���A �� w� ���

indukc
 vzhledem k i�

�� i � �� trivi�ln�

�� induk	n� krok� P�edpokl�dejme� �e ��� plat
 pro i� Nech� A � Ni��� Potom bu� A � Ni� a tedy podle
induk�n
ho p�edpokladu existuje odvozen
 po�adovan�ch vlastnost
� nebo existuje pravidlo A � � takov	�
�e � � X� � � �Xk� kde bu� Xj je netermin�l z mno�iny Ni� nebo termin�ln
 �et�zec� V p�
pad� termin�ln
ho
�et�zce z�ejm� Xj �� Xj a ozna�
me xj � Xj � Pokud je Xj � Ni� potom podle induk�n
ho p�edpokladu
Xj �� xj � kde xj je termin�ln
 �et�zec� Je tedy mo�no v gramatice G derivovat

A � X� � � �Xk �� x�X� � � �Xk �� � � � �� x� � � �xk � ��

�� Budeme se sna�it uk�zat� �e

�A �� w � ��� � existuje i�A � Ni� ���

a to indukc
 vzhledem k d	lce odvozen
 A �� w �ozna�
me n��

�� A � w� pak mus
 b�t A � w pravidlo v G� a tedy A � N��

�� induk	n� krok� Nech� vztah ��� plat
 pro v�echna l 
 n� Jestli�e A �n w� m��eme tuto derivaci rozepsat
na

A � X� � � �Xk �n�� x� � � �xk � w�

kde Xj �nj xj � V
me� �e
P

nj 
 n� m��eme proto pou�
t induk�n
 p�edpoklad na v�echny netermin�ly
z Xj � Ka�d� z nich je tedy jist� obsa�en v mno�in� Nij � Vezmeme nyn
 i � maxj�����k ij � 
� Potom
v�echny netermin�ly z Xj se objev
 v mno�in� Ni��� Proto�e A � X� � � �Xk je pravidlo� v n�m� na prav	
stran� vystupuje slovo tvo�en	 abecedou �Ni�� 
��� pat�
 netermin�l A do mno�iny Ni�

Algoritmus 
�� je tedy spr�vn�� Zb�v� uk�zat� �e se zastav
� P�edpokl�dejme� �e se nezastav
� To se m��e
st�t jedin� v p�
pad�� �e generuje nekone�nou �adu mno�in Ni� pro n�� Ni 	� Ni��� Proto�e v�ak Ni�� � Ni� je
z�ejm� Ni�� � Ni� V�echny mno�iny Ni jsou nav
c vybr�ny z mno�iny netermin�l� N � Celkem dost�v�me �adu

N� � N� � � � � � Ni � � � � � N�

To je v�ak spor s t
m� �e mno�ina N je kone�n�� �

D�sledek ��


Pro ka�dou bezkontextovou gramatiku je rozhodnuteln	� zda jazyk� kter� generuje� je pr�zdn� �i nikoli�

De�nice ����

Nech� G � �N��� P� S�� �ekneme� �e symbol X � �N 
 �� je nedosa�iteln
 v G� jestli�e neexistuje derivace
S �� �X��

N�sleduj
c
 algoritmus odstra!uje nedosa�iteln	 symboly bezkontextov	 gramatiky tak� �e induktivn� konstruuje
mno�inu dosa�iteln�ch� Jakmile u� nen
 co p�idat� algoritmus kon�
�

Algoritmus ��� Odstran�n� nedosa�iteln�ch symbol� CFG

Vstup� bezkontextov� gramatika G � �N��� P� S�

V�stup� bezkontextov� gramatika G� � �N ����� P �� S� bez nedosa�iteln�ch symbol� takov�� �e L�G�� � L�G�
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�� V� �� fSg

�� i �� �

�� repeat

���� Vi�� �� Vi 
 fX � �A� �X� 
A � Vi��g

���� i �� i� 


�� until Vi � Vi��


� N � �� N � Vi

�� �� �� � � Vi

�� P � �� P �N � � �N � 
 ���

I pro algoritmus 
�� by se dala formulovat a dok�zat v�ta o spr�vnosti a skon�en
� Spr�vnost je v�ak z�ejm� a
skon�en
 plyne op�t z toho� �e konstruujeme ost�e rostouc
 podmno�iny kone�n	 mno�iny N 
 ��

Oba posledn
 algoritmy se daj
 spojit v jeden� kter� bude um�t odstranit nepou�iteln	 symboly obou typ��

Algoritmus ��� Odstran�n� nepou�iteln�ch symbol� CFG

Vstup� bezkontextov� gramatika G � �N��� P� S�

V�stup� bezkontextov� gramatika G� � �N����� P�� S� bez nepou�iteln�ch symbol� takov�� �e L�G�� � L�G�

�� S pou�it
m algoritmu 
�� odstran
me nepou�iteln	 symboly druh	ho druhu� tedy ty netermin�ly� z nich�
se ned� derivovat termin�ln
 slovo� a d�le

�� s pomoc
 algoritmu 
�� odstran
me nepou�iteln	 symboly prvn
ho druhu� tedy ty nedosa�iteln	�

De�nice ����

�ekneme� �e bezkontextov� gramatika G � �N��� P� S� je bez ��pravidel� jestli�e neobsahuje ��dn	 pravidlo
A � � nebo obsahuje jedin	 ��pravidlo S � �� p�i�em� S se nevyskytuje na prav	 stran� ��dn	ho pravidla�

Algoritmus ��	 Odstran�n� ��pravidel CFG

Vstup� bezkontextov� gramatika G � �N��� P� S�

V�stup bezkontextov� gramatika G� � �N ���� P �� S�� bez ��pravidel takov�� �e L�G�� � L�G�

�� N� �� fA� �A � �� � Pg

�� i �� 


�� repeat

���� Ni�� �� Ni 
 fB� �B � A� � P 
 A � Nig

���� i �� i� 


�� until Ni � Ni��


� Mno�ina Ni nyn
 obsahuje netermin�ly� ze kter�ch je mo�no odvodit �� Mno�inu nov�ch pravidel P � nyn

zkonstruujeme takto�

Nech� A � ��B��� � � �Bk�k je pravidlo z P � p�i�em� v�echny netermin�ly Bj pat�
 do Ni a slova �j naopak
neobsahuj
 ��dn� netermin�l z Ni� Potom do P � vlo�
me v�echna mo�n� pravidla A � ��x��� � � �xk�k
takov�� �e xj � � nebo xj � Bj � Pravidla A � � se v P � neobjev
�
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�� Je�li S � Ni� pak p�id�me nov� netermin�l S� �N � � N 
 fS�g pro S� 	� N� a pravidla S� � � j S do P ��
V opa�n	m p�
pad� polo�
me N � � N a S� � S�

P��klad ����

Nech� gramatika G � �fSg� fa� bg� P� S� obsahuje n�sleduj
c
 pravidla�

S � aSbS j bSaS j �

S pomoc
 p�edchoz
ho algoritmu dostaneme gramatiku G� � �fS�� Sg� fa� bg� P �� S�� s pravidly�

S� � � j S

S � aSbS j abS j aSb j ab

S � bSaS j baS j bSa j ba

De�nice ����

Pravidlo A � B� kde A�B jsou netermin�ly� nazveme jednoduch� pravidlo�

Algoritmus ��� Odstran�n� jednoduch�ch pravidel CFG

Vstup� bezkontextov� gramatika G � �N��� P� S� bez ��pravidel

V�stup� bezkontextov� gramatika G� � �N��� P �� S� bez jednoduch�ch pravidel takov�� �e L�G�� � L�G�

�� Pro ka�d� netermin�l A � N zkonstruujeme mno�inu NA � N t�ch netermin�l� B� pro kter	 A �� B�

�� Do P � vlo�
me v�echna nejednoduch� pravidla z P � S ka�d�m takov�m pravidlem �B � �� � P vlo�
me
do P � nav
c pravidla A � � pro v�echny netermin�ly A takov	� �e mno�ina NA obsahuje prvek B�

De�nice ���	

Bezkontextov� gramatika G se naz�v� necyklick�� pokud v n
 neexistuje odvozen
 tvaru A �� A� kde A je
netermin�l�

De�nice ����

Bezkontextov� gramatika G se naz�v� vlastn�� pokud je necyklick�� bez ��pravidel a nem� nepou�iteln	
symboly�

D�sledek ����

Pro ka�dou bezkontextovou gramatiku G existuje vlastn
 bezkontextov� gramatika G� takov�� �e L�G�� �
L�G��

��� Norm�ln� formy CFG

Vlastnosti CFG a p�
slu�n	 transformace z p�edchoz
 ��sti� spolu s n�kter�mi dal�
mi� se kombinuj
 do tzv�
norm�ln�ch forem bezkontextov�ch gramatik�

De�nice ���


Bezkontextov� gramatika G � �N��� P� S� je v Chomsk�ho� norm�ln� form� 
CNF�� pokud v�echna jej

pravidla jsou tvaru X � Y Z nebo X � a� kde X�Y� Z jsou netermin�ly a a je termin�ln
 symbol� a m��e
p�
padn� obsahovat pravidlo S � ��

Uk��eme� �e ka�dou bezkontextovou gramatiku lze p�ev	st do Chomsk	ho norm�ln
 formy p�i zachov�n
 gene�
rovan	ho jazyka� Uvedeme nejprve p�
slu�n� algoritmus�

Algoritmus ��� Transformace CFG do CNF

��teme op�t ��omsk�ho�
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Vstup� bezkontextov� gramatika G � �N��� P� S� bez jednoduch�ch pravidel

V�stup� bezkontextov� gramatika G� � �N ���� P �� S� v CNF takov�� �e L�G�� � L�G�

�� P �� � N � �� N

�� Vlo� do P � v�echna pravidla tvaru A � a� A � BC� S � � z P

�� for v�echna pravidla �A � X� � � �Xk� � P � kde Xi � �N 
 �� jsou symboly a k � � do

���� N � �� N � 
 fX �
�� � � � � X

�
k��� hX� � � �Xki� � � � � hXk��Xkig

���� Vlo� do P � pravidla

A � X �
�hX� � � �Xki

hX� � � �Xki � X �
�hX� � � �Xki

���

hXk��Xki � Xk��Xk�

kde hXi � � �Xki jsou nov	 netermin�ly� a

X �
i �

�
Xi� pokud Xi � N

nov� netermin�l� pokud Xi � �

���� Pro v�echny nov	 netermin�ly X �
i � kdy Xi mus
 b�t termin�ln
 symbol� vlo� do P � nov� pravidla

X �
i � Xi�

Algoritmus se evidentn� zastav
� proto�e prov�d
me cykly pouze p�es prvky mno�iny pravidel P � kter� je kone�n��
a tak	 v�echny ostatn
 kroky jsou kone�n	�

V�ta ����

Ke ka�d	mu bezkontextov	mu jazyku L existuje gramatika G� v Chomsk	ho norm�ln
 form� takov�� �e
L�G�� � L�

D�kaz� Nech� L � L�G� pro n�jakou bezkontextovou gramatiku� Bez &jmy na obecnosti m��eme p�edpokl�dat�
�e G nem� ��pravidla ani jednoduch� pravidla �lze odstranit algoritmy 
�� a 
�
�� Po�leme tuto gramatiku na
vstup p�edchoz
ho algoritmu 
�� a dostaneme tak gramatiku G�� Ta je z�ejm� v Chomsk	ho norm�ln
 form��
Mus
me je�t� dok�zat� �e L�G�� � L�G��

Uvedeme tzv� lemma o substituci� kter	 lze s v�hodou uplatnit p�i d�kazu�

Lemma ���
 O substituci CFG
Nech� G � �N��� P� S� je bezkontextov� gramatika a A � �B� jej
 pravidlo� Vezmeme v�echna B�pravidla

z P � B � �� j � � � j �n a vytvo�
me novou mno�inu pravidel

P � � �P n fA � �B�g 
 fA � ����� � � � � ��n�g�

a sestav
me novou gramatiku G� � �N��� P �� S�� Potom L�G�� � L�G��

D�kaz� z�ejm�� �

pokra�ov�n
 d�kazu v�ty 
���� Aplikujeme p�edchoz
 lemma o substituci na v�echny nov� zaveden	 netermi�
n�ly a dostaneme p�vodn
 gramatiku� �

P��klad ����

Nech� gramatika G � �fS�A�Bg� fa� bg� P� S� m� n�sleduj
c
 pravidla�

S � aAB j BA

A � BBB j a

B � AS j b j bB

S pomoc
 algoritmu 
�� sestroj
me gramatiku G� � �fS�A�B� a�� b�� hABi� hBBig� fa� bg� P �� S�� kter� m� tato
pravidla�
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S � BA A � a B � AS
S � a�hABi A � BhBBi B � b
a� � a hBBi � BB B � b�B

hABi � AB b� � b

Pozn�mka ����

Ka�d� deriva�n
 strom utvo�en� podle gramatiky v Chomsk	ho norm�ln
 form� m� tyto dv� vlastnosti�

�� z ka�d	ho vnit�n
ho uzlu vych�zej
 dv� nebo jedna hrana

�� z uzlu vych�z
 jedin� hrana pr�v� tehdy� kdy� tato hrana vch�z
 do listu�

Tyto vlastnosti �asto umo�!uj
 zjednodu�ovat tvrzen
 t�kaj
c
 se bezkontextov�ch jazyk��

De�nice ����

Bezkontextov� gramatikaG � �N��� P� S� je v Greibachov� norm�ln� form� 
GNF�� pokud je bez ��pravidel a
v�echna pravidla maj
 tvar A � a�� kde A je netermin�l� a termin�l a � �p�
padn� pr�zdn�� �et�zec netermin�l��

De�nice ����

Netermin�l A bezkontextov	 gramatiky G se naz�v� rekurzivn�� pokud existuje odvozen
 A �� �A� pro
n�jak	 �� � � �N 
 ���� Je�li � � � �resp� � � ��� pak A se naz�v� levorekurzivn� �resp� pravorekurzivn� ��

Lemma ���	 Odstran�n� bezprost�edn� lev� rekurze
Nech�

A � A�� j � � � j A�m j �� j � � � j �n ����

jsou v�echna A�pravidla gramatiky G � �N��� P� S�� Zkonstruujeme gramatiku G� � �N 
 fA�g��� P �� S�� kde
A� je nov� netermin�l a P � vznikne z P nahrazen
m v�ech A�pravidel t�mito pravidly�

A � �� j � � � j �n j ��A
� j � � � j �nA

� ����

A� � �� j � � � j �m j ��A
� j � � � j �mA

� ����

Pak L�G�� � L�G��

D�kaz� nab
ledni� �

P��klad ����

Podle p�edchoz
ho lemmatu lze p�ev	st bezprost�edn� levorekurzivn
 gramatiku

E � E � T j T

T � T � F j F

F � i j �E�

do tvaru bez lev	 rekurze�

E � T j TE� E� � �T j �TE�

T � F j FT � T � � �F j �FT �

F � i j �E�

Algoritmus ��
 Eliminace lev� rekurze CFG

Vstup� bezkontextov� gramatika G � �N��� P� S�

V�stup� bezkontextov� gramatika G� � �N ���� P �� S� bez lev	 rekurze takov�� �e L�G�� � L�G�

�� Zvol
me libovoln	 uspo��d�n
 mno�iny netermin�l� a ozna�
me N � fA�� � � � � Ang

�� for i �� 
 to n do
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���� for j �� 
 to i� 
 do

������ V�echna pravidla Ai � Aj� nahrad
me pravidly Ai � ��� j � � � j �k�� kde Aj � �� j � � � j �k
jsou v�echna moment�ln� platn� Aj�pravidla

������ Provedeme eliminaci bezprost�edn
 lev	 rekurze podle lemmatu 
����

V�ta ����

P�edchoz
 algoritmus odstran�n
 lev	 rekurze je spr�vn��

D�kaz� Ekvivalence gramatik plyne z lemmatu o substituci 
��� a lemmatu o odstran�n
 bezprost�edn
 lev	
rekurze 
����

Zb�v� uk�zat� �e G� skute�n� nen
 levorekurzivn
 �tedy neobsahuje netermin�l� kter� by byl levorekurzivn
��
)�dn� netermin�l v�ak nen
 bezprost�edn� levorekurzivn
� D�le� pokud Ak � Al�� potom mus
 b�t k 
 l�
Dok��eme indukc
 vzhledem ke k�

�� k � 
� A� nen
 �jako v�echny ostatn
 netermin�ly� bezprost�edn� levorekurzivn
� proto mus
 b�t 
 
 l pro
pravidlo A� � Al��

�� induk	n� krok� Nech� Ak � Al� je pravidlo p�vodn
 gramatiky G� Jestli�e k 
 l� je v�e v po��dku� Bylo�li
k � l� je toto pravidlo nahrazeno pravidly Ak � ��� j � � � j �m�� kde �j jsou prav	 strany v�ech nov�ch
Al�pravidel� Na Al lze pou�
t induk�n
 p�edpoklad� tedy slova �j neobsahuj
 na prvn
m m
st� netermin�l
men�
 nebo roven l� Nech� tedy obsahuje n�kter	 �j netermin�l Ar na prvn
m m
st�� Proto�e l 
 r�
pak bu� Ar bude je�t� nahrazeno sv�mi prav�mi stranami �pokud r 
 k� nebo bude odstran�no jako
bezprost�edn
 lev� rekurze �pokud r � k� nebo je v po��dku �pokud r � k��

Kdyby se dalo v G� odvodit Ak �� Ak�� muselo by odvozen
 postupovat Ak � Ar� � Ar��� � � � �
Ars��

�s�� � Ars�s� kde Ars � Ak a �s � �� Je tedy r�� r�� � � � � rs ost�e rostouc
 posloupnost� ve kter	 prvn
 a
posledn
 prvek jsou si rovny� co� je spor� �

Pozn�mka ���


Nech� G � �N��� P� S� je bezkontextov� nelevorekurzivn
 gramatika� Potom existuje uspo��d�n
 �N���
takov	� �e pokud A � B� je pravidlo� pak A 
 B� P�
slu�nou relaci r lze de�novat takto� ArB� pokud A � B
nebo A �� B�� Uspo��d�n
 lze pak libovoln� z&plnit�

Algoritmus ��� Transformace CFG do GNF

Vstup� nelevorekurzivn
 bezkontextov� gramatika G � �N��� P� S�

V�stup� bezkontextov� gramatika G� � �N ���� P �� S� v Greibachov	 norm�ln
 form� takov�� �e L�G�� � L�G�

�� Zvol
me n�jak	 uspo��d�n
 � s vlastnost
 podle p�edchoz
 pozn�mky a ozna�
me N � fA�� � � � � Ang 
Ai�� 
 Ai�

�� for i �� n to 
 do

���� for j �� n to i� 
 do

������ V�echna pravidla Ai � Aj� nahrad
me pravidly Ai � ��� j � � � j �k�� kde Aj � �� j � � � j �k
jsou v�echna Aj�pravidla

���� V�echna pravidla Ai � aX� � � �Xm nahrad
me Ai � aX �
� � � �X

�
m� kde X �

l � Xl pro Xl � N a X �
l je

nov� netermin�l pro Xl � �� p�i�em� p�id�me pravidlo X �
l � Xl�

V�ta ����

P�edchoz
 algoritmus transformace do Greibachov	 norm�ln
 formy pracuje spr�vn��

D�kaz� Sestupnou indukc
 lze uk�zat� �e v�echna Ai�pravidla v�sledn	 gramatiky maj
 na prvn
m m
st� prav	
strany termin�l�
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�� i � n� Pokud An � Ak� v p�vodn
 gramatice� bylo by n 
 k� To v�ak nen
 mo�n	� proto�e An je
maxim�ln
 netermin�l� Je tedy na prvn
m m
st� prav	 strany v�ech An�pravidel termin�l�

�� induk	n� krok� Nech� Ai � Ak� bylo pravidlo p�vodn
 gramatiky G� Potom muselo b�t i 
 k� a tedy toto
pravidlo je v pr�b�hu algoritmu nahrazeno pravidly Ai � ��� j � � � j �m�� kde �j jsou prav	 strany v�ech
Ak�pravidel� Na n� m��eme u�
t induk�n
 p�edpoklad� tedy na prvn
m m
st� v�ech �j je termin�l� Proto
i na prvn
 m
st� v�ech prav�ch stran Ai�pravidel je termin�l�

V�echny termin�ly Xl uvnit� prav�ch stran pravidel byly nahrazeny netermin�ly� proto v�echna tato pravidla
spl!uj
 podm
nku GNF� Tak	 nov� zaveden� pravidla X �

l � Xl jsou v po��dku� �

P��klad ���


V�slednou gramatiku z p�
kladu 
��
 p�evedeme do GNF� Nejprve uspo��d�me netermin�ly� E 
 E� 
 T 

T � 
 F � Po uplatn�n
 p�edchoz
ho algoritmu dostaneme gramatiku

F � i j �E��

T � � �FT � j �F

T � i j �E�� j iT � j �E��T �

E� � �TE� j �T

E � i j �E�� j iT � j �E��T � j iE� j �E��E� j iT �E� j �E��T �E�

�� � �

D�sledek ����

Ke ka�d	 bezkontextov	 gramatice existuje k n
 ekvivalentn
 gramatika� kter� je v Greibachov	 norm�ln

form��

D�kaz� Algoritmus 
�� odstran
 z libovoln	 bezkontextov	 gramatiky levou rekurzi� V�slednou gramatiku po�
�leme na vstup algoritmu 
��� kter� ji p�evede do Greibachov	 norm�ln
 formy� �

De�nice ����

�ekneme� �e gramatika G je v redukovan� Greibachov� norm�ln� form�� pokud neobsahuje ��pravidla a
v�echna pravidla maj
 tvar A � a�� kde a je termin�l a � je bu� pr�zdn	 slovo� nebo slo�en	 z jednoho �i dvou
netermin�l� �� � � nebo � � B nebo � � BC��

��� Uz�v�rov� vlastnosti CFL

V�ta ���� Pumping lemma pro CFL neboli
��
uvwxy

 teor�m

Nech� L je bezkontextov� jazyk� Potom existuj
 p�irozen� �
sla p� q takov�� �e pro ka�d	 slovo z � L jazyka
L plat
� pokud jzj � p� pak slovo z lze zapsat ve tvaru z � uvwxy� kde jvwxj � q� alespo! jedno ze slov v� x je
r�zn	 od pr�zdn	ho slova � a v�echna slova uviwxiy pat�
 do jazyka L pro ka�d	 p�irozen	 i � ��

D�kaz� Nech� G � �N��� P� S� je gramatika v Chomsk	ho norm�ln
 form�� kter� generuje jazyk L� Takov�
gramatika podle v�ty 
��� v�dy existuje� Nech� k je po�et netermin�l� t	to gramatiky� Polo�
me p � �k�� a
q � �k�

V dal�
m vyu�ijeme vlastnosti deriva�n
ch strom� p�
slu�n�ch gramatik�m v Chomsk	ho norm�ln
 form��
kter	 byly zm
n�ny v pozn�mce 
���� Vnit�n
 uzly takov	ho stromu maj
 v�dy dva syny� krom� uzl� bezpro�
st�edn� p�edch�zej
c
ch listy stromu� Jestli�e takov� strom nem� ��dnou cestu del�
 ne� j� pak termin�ln
 �et�zec
odvozen� na jeho z�klad� m� d	lku nejv��e �j��� Strom� z jeho� ka�d	ho uzlu vych�zej
 pr�v� dv� hrany a jeho�
ka�d� cesta m� d	lku pr�v� j� m� �j list�� U studovan�ch deriva�n
ch strom� k tomu p�istupuje nav
c okolnost�
�e hrana vedouc
 do libovoln	ho listu odpov
d� pravidlu typu A � a� Je tedy po�et list� roven po�tu uzl�� kter	
jim bezprost�edn� p�edch�zej
� T�ch je� jak ji� bylo uvedeno� nejv��e �j��� I list� je proto nejv��e �j���

Jestli�e je tedy slovo z � L del�
 ne� p� existuje v libovoln	m deriva�n
m stromu p�
slu�n	m k n�jak	 derivaci
z cesta d	lky v�t�
 ne� k� Zvol
me nyn
 pevn� jeden takov� pevn� deriva�n
 strom T a ozna�me v n�m C jeho
nejdel�
 cestu� Proto�e ta m� d	lku v�t�
 ne� k� vyskytuje se na n
 jeden netermin�l alespo! dvakr�t� Ozna�
me
tento netermin�l A a vybereme na cest� C uzly u�� u�� u� t�chto vlastnost
 �viz obr�zek ���
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u
u
u
u

S

u�

u�

u�
u v w x y

z

A

A

Obr�zek �� V�b�r uzl� u�� u�� u� v deriva�n
m stromu z gramatiky v CNF

�� Oba uzly u�� u� odpov
daj
 netermin�lu A

�� Uzel u� le�
 bl
� ko�enu stromu ne� u�

�� u� je list

�� Cesta z u� do u� m� d	lku nejv��e k � 


Uzel u� ur�uje ve stromu T podstrom T�� kter� m� ko�en pr�v� u�� podobn� u� ur�uje podstrom T�� p�i�em�
T� je podstromem T�� Strom T� odpov
d� lev	 derivaci n�jak	ho slova z�� kter	 m� d	lku nejv��e �k� To z toho
d�vodu� �e ka�d� cesta v T� m� d	lku nejv��e k � 
� Kdyby toti� existovala v T� cesta del�
 ne� k � 
� dala by
spole�n� s cestou z ko�ene stromu T do u� cestu del�
 ne� C� co� je spor s maximalitou cesty C� Proto jz�j � q�
Strom T� je podstromem T� a ur�uje derivaci n�jak	ho slova� kter	 ozna�
me w� Slovo z� se pak d� slo�it takto�
z� � vwx pro n�jak� slova v� x� Pravidlo odpov
daj
c
 hran�m vych�zej
c
m z uzlu u� mus
 b�t tvaru A � BC�
Proto�e jen po jedn	 ze dvou hran� kter	 vedou z uzlu u�� m��e pokra�ovat cesta C� d� se z druh	 v�tve odvodit
nepr�zdn	 slovo ve stromu T � Proto je alespo! jedno ze slov v� x nepr�zdn	� Celkem jsme uk�zali� �e

A ��
G vAx ��

G vwx� ����

kde jvwxj � q a vx 	� �� Z toho ov�em plyne� �e tak	

A ��
G vAx ��

G vvAxx ��
G � � � ��

G viAxi ��
G viwxi ����

Krom� toho A ��
G w � v�wx�� Cel	 slovo z se z�ejm� d� zapsat jako z � uvwxy a v�echny komponenty maj


po�adovan	 vlastnosti� �

Pr�v� dok�zanou v�tu lze pou�
t pro d�kaz� �e n�jak� jazyk nen
 bezkontextov�� jak ukazuje n�sleduj
c

p�
klad�

P��klad ����

Uk��eme� �e jazyk L � fanbncn�n � �g nen
 bezkontextov��
P�edpokl�dejme naopak� �e L bezkontextov� je� Tedy existuj
 �
sla p� q s vlastnostmi uveden�mi v p�ed�

ch�zej
c
m Pumping lemmatu� Zvolme �
slo k � p
� � Potom slovo w� � akbkck je mo�no ps�t ve tvaru uvwxy�

kde vx 	� � a ka�d	 wi � uviwxiz le�
 v L� Proto�e ve v�ech slovech v L se symboly a� b� c vyskytuj
 v�hradn�
v abecedn
m po��dku� m��e ka�d	 ze slov v� x obsahovat pouze stejn	 symboly� Ve slovech wi tedy s rostouc
m
i roste po�et nejv��e dvou symbol�� zat
mco t�et
ho symbolu z�st�v� st�le stejn	 mno�stv
� To ale nen
 v jazyce
L mo�n	�

Tvrzen� ���	

L� � L� � L�
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D�kaz� Tvrzen
 �
k�� �e L� je vlastn
 podt�
dou L� a L� je vlastn
 podt�
dou L�� Jin�mi slovy� existuje bezkon�
textov� jazyk� kter� nen
 regul�rn
� a existuje kontextov� jazyk� kter� nen
 bezkontextov��

V p�
kladu ���� je uveden d�kaz� �e jazyk f�n
ng nen
 rozpoznateln� ��dn�m kone�n�m automatem� a
nen
 proto regul�rn
� P�
klad ��� ukazuje� �e je tento jazyk rozpoznateln� z�sobn
kov�m automatem� a je proto
bezkontextov��

Podle p�edchoz
ho p�
kladu nen
 fanbncng bezkontextov� jazyk� Uk��eme v�ak� �e je kontextov�� Je toti�
generov�n n�sleduj
c
 kontextovou gramatikou�

X� � X�Z� X� � X�Z� X� � aY�
X� � aX�Y� Y�Z� � Y�Z� Y�Z� � Y Z�

Y Z� � Y Z Y�Y � Y�Y� Y�Y� � Y Y�
Y Y� � Y Y� ZZ� � Z�Z� Z�Z� � Z�Z
Z�Z � Z�Z Y � b Z � c

kde X� je po��te�n
 symbol� �

V�ta ����

Existuje algoritmus� podle kter	ho lze ke ka�d	 bezkontextov	 gramatice G sestrojit �
sla m�n takov�� �e
L�G� je nekone�n� pr�v� tehdy� kdy� existuje slovo z � L�G� takov	� �e m 
 jzj � n�

D�kaz� Budeme op�t p�edpokl�dat� �e gramatika G je v Chomsk	ho norm�ln
 form�� co� m��eme podle v�ty

���� K t	to gramatice existuj
 podle

'
uvwxy( teor	mu �
sla p� q p�
slu�n�ch vlastnost
� Polo�me m � p a

n � p� q�
Jestli�e nyn
 L�G� obsahuje slovo z takov	� �e m 
 jzj � n� lze je ps�t ve tvaru z � uvwxy� kde vx 	� � a

uviwxiy le�
 v L�G� pro ka�d	 i� To ale znamen�� �e jazyk L�G� je nekone�n��
Je�li naopak jazyk L�G� nekone�n�� obsahuje nekone�n� mnoho slov d	lky v�t�
 ne� p� Z mno�iny t�chto

slov vybereme slovo z minim�ln
 d	lky� Kdyby jzj � p� q� aplikujeme na n� op�t
'
uvwxy( teor	m a m��eme

je ps�t ve tvaru z � uvwxy� kde op�t v nebo x je nepr�zdn	 a jvwxj � q a p�itom uviwxiy � L�G� pro ka�d	
i� tedy i pro i � �� Z toho dost�v�me uwy � L�G�� ale juwyj 
 juvwxyj a juwyj � �p� q�� q � p� co� je spor
s minimalitou v�b�ru slova z� �

Uv�domme si� �e pr�v� dok�zan� v�ta umo�!uje naj
t algoritmus� kter� pro ka�dou bezkontextovou grama�
tiku rozhodne� zda generuje kone�n� nebo nekone�n� jazyk� Je k tomu ov�em je�t� t�eba naj
t algoritmus� kter�
by pro libovoln	 slovo w a bezkontextovou gramatiku rozhodoval� zda w � L�G�� Pak sta�
 otestovat v�echna
slova d	lky mezi p a p� q� Existence tohoto algoritmu je dok�z�na obecn�ji pro kontextov	 gramatiky ve v�t�
��
�

V�ta ����

T�
da bezkontextov�ch jazyk� L� nen
 uzav�ena na operaci pr�niku�

D�kaz� Jazyky L� � fanbncm�n�m � 
g a L� � fambncn�m�n � 
g jsou bezkontextov	� Jazyk L� je nap�
klad
generov�n gramatikou

S � S�C

S� � aS�b j ab

C � Cc j c�

Obdobn� lze zkonstruovat bezkontextovou gramatiku generuj
c
 jazyk L�� Av�ak jazyk

fanbncn�n � 
g � L� � L�

nen
 podle p�
kladu 
��� bezkontextov�� �

V�ta ���


T�
da bezkontextov�ch jazyk� L� je uzav�ena na operaci sjednocen
�

D�kaz� Nech� L� a L� jsou jazyky generovan	 bezkontextov�mi gramatikami G� � �N����� P�� S�� a G� �
�N����� P�� S��� P�edpokl�dejme� �e N� �N� � �� �eho� lze v�dy dos�hnout vhodn�m p�ejmenov�n
m netermi�
n�l�� Jazyk L� 
 L� je pak generov�n bezkontextovou gramatikou

G � �N� 
N� 
 fSg��� 
��� P� 
 P� 
 fS � S�� S � S�g� S��
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Derivace v gramatice G toti� budou v�dy prob
hat tak� �e nejprve se vybere bu� S � S� nebo S � S�� Pak u�
bude jist� odvozov�n
 pokra�ovat pouze podle G�� resp� G�� �

V�ta ����

T�
da bezkontextov�ch jazyk� L� nen
 uzav�ena na operaci dopl!ku�

D�kaz� Plyne bezprost�edn� z de Morganov�ch pravidel a p�edchoz
ch dvou v�t� Je toti� L� � L� � L� 
 L��
Kdyby byla t�
da L� uzav�ena na dopln�k� proto�e je uzav�ena na sjednocen
� musela by tak	 b�t uzav�ena na
pr�nik� To v�ak nen
 pravda� �

V�ta ���


T�
da bezkontextov�ch jazyk� L� je uzav�en� na operaci pr�niku s regul�rn
m jazykem�

D�kaz� Chceme dok�zat� �e pokud L � L� je bezkontextov� jazyk a R � L� je regul�rn
 jazyk� pak L � R � L�

je bezkontextov��
Nech� M � �Q������ ��� q��� Z�� F�� je z�sobn
kov� automat takov�� �e T �M� � L� Nech� d�le A �

�Q���� ��� q��� F�� je kone�n� automat takov�� �e T �A� � R�
Sestroj
me z�sobn
kov� automat M � � �Q����� �� q�� Z�� F �� p�i�em� stavy automatu M � odpov
daj
 kart	z�

sk	mu sou�inu stav� M a A� Q � Q� � Q�� koncov	 stavy jsou koncov	 stavy obou automat�� F � F� � F�
a po��te�n
 stav je d�n po��te�n
mi stavy obou automat�� q� � �q��� q��	� P�echodov� funkce � je d�na takto�
���p� q	� a� Z� obsahuje prvek ��r� s	� ��� pr�v� kdy� ���p� a� Z� obsahuje �r� �� a ���q� a� � s� Potom z�ejm�
T �M �� � L �R� �

V�ta ��	�

T�
da bezkontextov�ch jazyk� L� je uzav�en� na iteraci i na uz�v�r�

D�kaz� Chceme uk�zat� �e pokud je jazyk L � L�� pak tak	 Li� L�� L� � L��
Vezm�me bezkontextovou gramatiku G � �N��� P� S�� kter� generuje jazyk L� Potom gramatika Gi �

�N 
 fS�g��� P 
 fS� � Sig� S�� generuje z�ejm� jazyk Li� Gramatika G� � �N 
 fS�g��� P 
 fS� � SS�g� S��
generuje jazyk L� a gramatika G� � �N 
 fS�g��� P 
 fS� � SS�� S� � �g� S�� generuje jazyk L�� Ve v�ech
p�
padech je S� nov� netermin�l neobsa�en� v N � �

V�ta ��	�

T�
da bezkontextov�ch jazyk� L� je uzav�en� na operaci z�et�zen
�

D�kaz� Nech� L� je bezkontextov� jazyk generovan� gramatikou G� � �N����� P�� S�� a L� bu� bezkontextov�
jazyk generovan� gramatikou G� � �N����� P�� S��� Zkonstruujeme gramatiku

G � �N� 
N� 
 fS�g��� 
 ��� P� 
 P� 
 fS� � S�S�g� S
���

kter� ze z�ejm�ch d�vod� generuje jazyk L�L� a z�st�v� p�itom bezkontextov�� �

P��klad ��	�

Jazyk
L � fam�bm�am�bm� � � � amnbmn �mi � �� n � �g

je bezkontextov� podle p�edchoz
 v�ty proto� �e je z�et�zen
m bezkontextov�ch jazyk� L�L� � � �Ln� kde Li �
famibmi �mi � �g�

P�ejdeme nyn
 bl
�e ke vztahu bezkontextov�ch a regul�rn
ch jazyk�� Jak zn�mo� regul�rn
 jazyky jsou
podt�
dou bezkontextov�ch jazyk�� Pokus
me se objevit� �
m se vyzna�uj
 bezkontextov	 jazyky� kter	 nejsou
regul�rn
�

De�nice ��	�

�t	� obr�st�n
� O bezkontextov	 gramatice G � �N��� P� S� �ekneme� �e m� vlastnost sebevlo�en�� jestli�e
existuje netermin�l A � N a slova u� v � �N 
 ��� tak� �e A �� uAv�

Bezkontextov� jazyk L m� vlastnost sebevlo�en�� jestli�e ka�d� gramatika� kter� ho generuje� m� vlastnost
sebevlo�en
�
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V�ta ��		

Bezkontextov� jazyk m� vlastnost sebevlo�en
 pr�v� tehdy� kdy� nen
 regul�rn


D�kaz� �� Je�li jazyk regul�rn
� pak ho lze generovat regul�rn
 gramatikou� )�dn� regul�rn
 gramatika v�ak
vlastnost sebevlo�en
 nem�� proto ani ��dn� regul�rn
 jazyk nem� vlastnost sebevlo�en
�

�� Nech� naopak je jazyk L generovan� n�jakou bezkontextovou gramatikou� kter� nem� vlastnost sebevlo�
�en
� Tuto gramatiku m��eme transformovat do Greibachov	 norm�ln
 formy� P�i procedur�ch s t
m spojen�ch
nem��eme vlastnost sebevlo�en
 p�idat� pokud v gramatice p�edt
m nebyla obsa�ena� Ozna�me nyn
 n po�et
netermin�l� transformovan	 gramatiky a d maxim�ln
 d	lku prav	 strany pravidla� Uk��eme� �e p�i libovoln	
lev	 derivaci podle G se v ��dn	m �et�zci nem��e vyskytovat v
ce ne� nd netermin�l��

P�edpokl�dejme� �e je to naopak mo�n	� Tzn� existuje �et�zec �� pro kter� S �� � je lev� derivace a �
obsahuje v
ce ne� nd netermin�l�� Uv�domme si� �e lev� derivace podle gramatiky v Greibachov	 norm�ln

form� zaru�uje� �e �et�zec � se d� rozepsat jako � � x�� kde x � �� je termin�ln
 �et�zec a � � N� je
netermin�ln
 �et�zec�

Proto�e p�i ka�d	m kroku derivace p�ibude ve slov� � nejv�� d � 
 nov�ch netermin�l�� m� ve stromu
popisuj
c
m levou derivaci � cesta od ko�ene k tomu listu� kter� je nejlev�j�
m netermin�lem �� d	lku v�t�
 ne�
n� Dokonce i vrchol�� ze kter�ch vych�zej
 alespo! t�i hrany� je na t	to cest� v
ce ne� n� To znamen�� �e alespo!
dva z t�chto vrchol� mus
 b�t ohodnoceny t�m� netermin�lem A� Z toho v�ak odvod
me� �e existuje derivace
A �� uAv� kde u i v jsou nepr�zdn	 �et�zce� co� je spor�

V ka�d	m kroku lev	 derivace se v �et�zci � vyskytuje nejv��e nd netermin�l�� kter	 nav
c tvo�
 souvisl� �et�z
na prav	m kraji slova �� M��eme proto simulovat v�echny lev	 derivace v t	to gramatice jinou gramatikou� ve
kter	 budou v�echny nd�tice p�vodn
ch netermin�l� �gurovat coby netermin�ly� Form�ln� gramatiku zap
�eme
takto� G� � �N ���� P �� S��� kde mno�ina netermin�l� N � je tvo�ena t�mito prvky� N � � f����� � N�
j�j � ndg�
Startovn
 netermin�l bude S� � �S� a pravidla P � vytvo�
me takto� pro ka�d	 pravidlo z P tvaru A � b�� kde
� � N� �gramatika je v Greibachov	 norm�ln
 form��� a pro ka�d	 slovo � � N� takov	� �e j��j � n� bude
P � obsahovat pravidlo �A�� � b����� Pak z�ejm� L�G�� � L�G�� a p�itom je G� regul�rn
 gramatika� Proto je
jazyk L regul�rn
� �

P��klad ��	�

Jazyk generovan� gramatikou
S � aSb j aS j Sb j ��

tedy fa�b�g� je regul�rn
� p�esto�e v��e uveden� gramatika m� vlastnost sebevlo�en
� Existuje toti� jin� grama�
tika generuj
c
 tento jazyk� kter� vlastnost sebevlo�en
 nem��


 Deterministick� ZA a CFL

Uvedeme nyn
 kr�tce problematiku deterministick�ch z�sobn
kov�ch automat� a deterministick�ch bezkontex�
tov�ch jazyk�� Jde o velmi d�le�itou t�
du jazyk�� kter� m� sv	 uplatn�n
 p�i syntaktick	 anal�ze� N�kter	 jej

speci�ln
 p�
pady a vlastnosti jsou obsahem druh	 ��sti t	to p�edn��ky� kter� se zab�v� v�hradn� syntaktickou
anal�zou�

��� Deterministick� ZA

De�nice ���

Z�sobn�kov
 automat M � �Q����� �� q�� Z�� F � nazveme deterministick
 
DZA�� jestli�e plat
�
Je�li ��q� �� Z� 	� �� tedy nepr�zdn� mno�ina� je pro ka�d� termin�ln
 symbol ��q� a� Z� � �� tedy pr�zdn	�

D�le� libovoln� mno�ina� kter� je v�sledkem funkce � v jak	mkoli bod� de�ni�n
ho oboru� m� nejv��e � prvek�

Pozn�mka ���

Analogicky oby�ejn	mu z�sobn
kov	mu automatu lze de�novat u deterministick	ho ZA akceptov�n
 slov
koncov�m stavem i pr�zdn�m z�sobn
kem� U DZA v�ak nejsou jazyky akceptovan	 koncov�m stavem� pr�v�
kdy� jsou akceptov�ny pr�zdn�m z�sobn
kem�
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P��klad ���

Jazyk L � fw � fa� bg��w obsahuje stejn� po�et symbol� a jako bg je rozpoznateln� DZA koncov�m sta�
vem� ale nen
 rozpoznateln� pr�zdn�m z�sobn
kem ��dn	ho DZA�

Sestroj
me nejprve DZA� kter� p�ij
m� jazyk L koncov�m stavem� Nech�

M � �fp� qg� fa� bg� fZ�A�A�� B�B�g� �� p� Z� fpg�

a p�echodovou funkci de�nujeme takto�

��p� a� Z� � �q� A�Z�
��p� b� Z� � �q� B�Z�
��q� a� B� � �q� �� ��q� b� A� � �q� ��
��q� a� B�� � �p� �� ��q� b� A�� � �p� ��
��q� a� A� � �q� AA� ��q� b� B� � �q� BB�
��q� a� A�� � �q� AA�� ��q� b� B�� � �q� BB��

M je z�ejm� deterministick� z�sobn
kov� automat a b�hem v�po�tu vede evidenci o rozd
lu po�tu symbol� a
a symbol� b� kter	 doposud p�e�etl� Jestli�e p�evl�d� symbol a o n v�skyt�� pak z�sobn
k obsahuje po��te�n

symbol� nad n
m A� a nad n
m n� 
 symbol� A� Podobn� je tomu u b� *�rkovan	 symboly signalizuj
� �e po�et
v�skyt� se li�
 o jedni�ku� tak�e v�dy v okam�iku� kdy se bilance vyrovn�v�� m��e automat p�ej
t do stavu p�

M��eme tak	 dok�zat� �e jazyk L nen
 rozpoznateln� ��dn�m deterministick�m z�sobn
kov�m automatem
pr�zdn�m z�sobn
kem� Deterministick� z�sobn
kov� automat toti� kon�
 v�po�et v�dy ve chv
li� kdy je pr�zdn�
z�sobn
k� a nem��e v tomto p�
pad� pokra�ovat ve v�po�tu� Kdyby n�jak� automat rozpozn�val jazyk L pr�zd�
n�m z�sobn
kem� musel by m
t pr�zdn� z�sobn
k po p�e�ten
 slova abba� Av�ak slovo abbaba je tak	 slovem
jazyka L� ale automat jej nem��e rozpoznat� proto�e po p�e�ten
 abba nem��e pokra�ovat ve v�po�tu�

V�ta ��	

Ke ka�d	mu deterministick	mu z�sobn
kov	mu automatu M� existuje deterministick� z�sobn
kov� automat
M� takov�� �e N�M�� � T �M���

Existuje regul�rn
 jazyk� kter� nen
 rozpoznateln� deterministick�m z�sobn
kov�m automatem pr�zdn�m
z�sobn
kem�

D�kaz� Automat M� dostaneme z M� stejn�m zp�sobem� jako tomu bylo v nedeterministick	m p�
pad��viz
d�kaz v�ty ����

P�
klad takov	ho regul�rn
ho jazyka je fa� aag� co� lze zd�vodnit stejn� jako v p�edchoz
m p�
kladu� �

De�nice ���

Jazyk L nazveme bezpre�xov
� pokud existuje deterministick� z�sobn
kov� automat� kter� ho rozezn�v�
pr�zdn�m z�sobn
kem�

V�ta ���

Je�li Lsubseteq��detCFL� pak Lf�g je bezkontextov� pro � 	� ��

De�nice ��


Jazyk L nazveme deterministick
 bezkontextov
� pokud existuje deterministick� z�sobn
kov� automat� kter�
ho rozezn�v� koncov�m stavem�

D�sledek ���

T�
da bezpre�xov�ch jazyk� je vlastn
 podt�
dou deterministick�ch bezkontextov�ch jazyk�� kter	 jsou pod�
t�
dou �zat
m nev
me� zda vlastn
� bezkontextov�ch jazyk��

D�kaz� Protip�
klad L � � � a� b�j�a � �bveslovw� �
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��� Uz�v�rov� vlastnosti deterministick
ch CFL

V�ta ��


T�
da deterministick�ch bezkontextov�ch jazyk� je uzav�ena na operaci pr�niku s regul�rn
m jazykem�

D�kaz� Pot�ebujeme dok�zat� �e pokud je L deterministick� bezkontextov� jazyk a R regul�rn
� pak L � R
je tak	 deterministick� bezkontextov� jazyk� D�kaz lze v	st obdobn� jako v p�
pad� nedeterministick	m� tedy
zkonstruujeme z�sobn
kov� automat M � ze z�sobn
kov	ho automatu M a kone�n	ho automatu A takov�ch�
�e T �M� � L a T �A� � R� Konstrukce prob�hne stejn� jako v d�kazu v�ty 
���� Automaty M i R byly
deterministick	� proto tak	 automat M � bude deterministick� a bude rozezn�vat jazyk L � R� �

V�ta ����

T�
da deterministick�ch bezkontextov�ch jazyk� nen
 uzav�ena vzhledem k operaci pr�niku�

D�kaz� Za usv�d�uj
c
 p�
klad mohou slou�it stejn	 jazyky� kter	 jsme pou�ili v d�kazu v�ty 
���� Jde o jazyky
L� � fanbncm�n�m � 
g a L� � fambncn�m�n � 
g� kter	 jsou deterministick	 bezkontextov	� Jejich pr�nik
fanbncn�n � 
g v�ak nen
 ani bezkontextov�� nato� pak deterministick� bezkontextov�� �

V�ta ����

Deterministick	 bezkontextov	 jazyky jsou uzav�eny na operaci dopl!ku�

D�kaz� Nech� M � �Q����� �� q�� Z�� F � je deterministick� ZA a T �M� � L� Chceme z
skat deterministick�
ZA� kter� rozezn�v� dopln�k jazyka L� K tomu v�ak nesta�
 pouze zm�nit automat M tak� �e se nahrad
 c
lov�
mno�ina F mno�inou Q n F � Tento zp�sob jsme bez probl	mu pou�ili u kone�n�ch automat��viz d�kaz v�ty
���� Zde nar��
me na pot
�e�

��� M nemus
 b�hem v�po�tu nad ur�it�m vstupn
m slovem nikdy doj
t a� na konec slova� a to bu�

��a� proto� �e se dostane do situace� kdy dal�
 krok nen
 de�nov�n� tj� kdy� se zcela vypr�zdn
 z�sobn
k�
nebo

��b� proto� �e se dostane do cyklu� p�i kter	m automat p�epracov�v� obsah z�sobn
ku� ale d�l� jen ��kroky�
tj� nepo�aduje dal�
 vstupn
 symbol�

Jestli�e se automat nedostane na konec slova� slovo nen
 p�ijato� P�i pouh	m prohozen
 p�ij
maj
c
ch a
nep�
j
maj
c
ch stav� se nov� vznikl� automat op�t nedostane na konec slova a toto slovo op�t nebude
p�ijato�

��� Po zpracov�n
 ur�it	ho slova m��e automat ud�lat n�kolik ��krok�� p�i kter�ch se dostane do koncov�ch
i nekoncov�ch stav�� V tom p�
pad� je slovo p�ijato p�vodn
m i transformovan�m automatem�

Mus
me tedy p�ekonat ob� obt
�e� K p�ekon�n
 prvn
 z nich si pom��eme n�sleduj
c
m lemmatem�

Lemma ���� O pokra�uj�c�m automatu
Ke ka�d	mu deterministick	mu z�sobn
kov	mu automatu M existuje deterministick� z�sobn
kov� automat

M � takov�� �e T �M �� � T �M� a M � v�dy projde cel	 vstupn
 slovo�

D�kaz� Nejprve pozm�n
me automat M tak� �e do z�sobn
kov	 abecedy p�id�me nov� symbol Z�� kter� bude
po��te�n
� Na po��tku v�po�tu bude tento symbol vlo�en na dno z�sobn
ku� Potom nech�me na dno polo�it
po��te�n
 symbol p�vodn
ho automatu a automat se chov� stejn� jako p�vodn
 automat M � Jestli�e se p�vodn

automat M zastavil proto� �e jeho z�sobn
k byl pr�zdn�� nov� automat bude m
t st�le je�t� symbol Z� na dn�
z�sobn
ku� Vytvo�
me tedy nov� stav K� do kter	ho nech�me automat p�ej
t v p�
pad�� �e zbyde na dn� pouze
Z�� V tomto stavu bude automat z�st�vat� v z�sobn
ku bude neust�le pouze symbol Z� a automat bude takto
�
st libovoln� symbol vstupu� Dostane se tak do stavu K �n�kdy naz�van� mrtv
 stav�� kdy cel	 vstupn
 slovo je
p�e�ten	� a tedy toto slovo z�st�v� zcela spr�vn� nep�ijato ani nov�m automatem� proto�e K nen
 stav koncov��
Nenastane tedy situace popsan� v bod� ��a��

Zb�v� vy�e�it p�
pad ��b�� tj� p�
pad nekone�n	 posloupnosti ��krok�� Takov	 situace je mo�no rozd�lit
na dva druhy� �i� z�sobn
k b�hem nekone�n	 posloupnosti ��krok� neomezen� roste� nebo �ii� z�sobn
k nikdy
nep�ekro�
 ur�itou maxim�ln
 d	lku� Prozkoum�me tedy oba druhy situac
�
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P��pad 
i�� Nech� se tedy automat dostane do nekone�n	ho cyklu� ve kter	m vykon�v� pouze ��kroky� a
nech� b�hem tohoto cyklu d	lka z�sobn
ku p�eroste v�echny meze� Ozna�
me� s � jQj po�et stav�� t � j�j po�et
z�sobn
kov�ch symbol� a

r � max
p�Q�Z��

fj�j� ��p� �� Z� � �p�� ��g � 


maxim�ln
 po�et symbol�� o n�� se b�hem jednoho ��kroku m��e zv�t�it z�sobn
k� Uk��eme n�sleduj
c
 tvrzen
�
Z�sobn
k neomezen� poroste a bude nad�le vykon�vat pouze ��kroky� pr�v� kdy� se b�hem n�jak	 nep�eru�ovan	
posloupnosti ��krok� zv�t�
 o v
ce ne� rst symbol��

�� Jestli�e roste z�sobn
k nade v�echny meze� pak pochopiteln� p�ekro�
 i �
slo rst�
�� Pokud obr�cen� b�hem n�jak	 nep�etr�it	 posloupnosti ��krok� se z�sobn
k zv�t�
 o v
ce ne� rst symbol��

pak z t	to posloupnosti lze vybrat v
ce ne� st kon�gurac
 takov�ch� �e p�i p�echodu od jedn	 k n�sleduj
c

z�sobn
k nikdy neklesne zp�t na &rove! po�tu symbol�� kterou m�l v prvn
 zm
n�n	 kon�guraci� Mezi vybran�mi
v
ce ne� st kon�guracemi existuj
 alespo! dv�� kter	 se shoduj
 vnit�n
m stavem i vrchn
m symbolem z�sobn
ku�
Ozna�
me tyto kon�gurace k� a k�� Proto�e tyto kon�gurace jsou vlastn� identick	 a automat je deterministick��
bude se po dosa�en
 kon�gurace k� chovat stejn�� jako kdyby pokra�oval z k�� Automat tedy bude st�le cyklicky
vykon�vat pouze ��kroky� a jeho z�sobn
k p�itom poroste nade v�echny meze�

Sta�
 proto modi�kovat automat M tak� �e do kone�n	 pam�ti se zabuduje 	�ta	� kter� m��e nab�vat hodnot
mezi � a rst� Tento �
ta� se vynuluje v�dy po p�e�ten
 nov	ho vstupn
ho symbolu� zv�t�
 �i zmen�
 se po proveden

��kroku o hodnotu� o kterou se zm�nila velikost z�sobn
ku� a m
sto z�porn�ch �
sel nab�v� st�le hodnoty ��
Jestli�e by m�l tento �
ta� p�es�hnout hodnotu rst� p�ejde do mrtv	ho stavu� ve kter	m p�e�te zbyl	 vstupn

symboly a slovo nep�ijme� Takto modi�kovan� automat se nedostane do nekone�n	ho ��cyklu ��b�� p�
pad �i�
z�sobn
ku rostouc
ho nade v�echny meze�

P��pad 
ii�� Nech� M vykon�v� posloupnost ��krok�� p�i kter	 v��ka z�sobn
ku nep�es�hne ur�itou hranici�
Podle toho� co jsme dok�zali� nikdy b�hem t	to posloupnosti nevzroste z�sobn
k o v
ce ne� rst symbol�� Jestli�e
v�ak automat vykon�v� nep�etr�itou posloupnost ��krok�� p�i kter	 z�sobn
k nikdy neklesne pod ur�itou hranici
h a nikdy nad tuto hranici nevzroste o v
ce ne� rst symbol�� potom nejpozd�ji za

s�t� 
�rst

takt� se dostane do cyklu� B�hem t	 doby se toti� mus
 dostat alespo! do dvou kon�gurac
 shoduj
c
ch se ve
vnit�n
m stavu automatu a v obsahu z�sobn
ku nad hranic
 h�

Pot
� typu ��b� �ii� lze proto obej
t dal�
 modi�kac
 automatu M � kter� spo�
v� v za�azen
 nov	ho kone�n	ho
�
ta�e� kter� m��e nab�vat hodnot od � po s�t � 
�rst� Tento �
ta� nazveme pro rozli�en
 	�ta	�� *
ta�� se
vynuluje� kdykoli se prvotn
 �
ta� vynuluje nebo klesne na hodnotu �� Po dobu� kdy prvotn
 �
ta� nab�v�
nenulov	 hodnoty� se hodnota �
ta�e� v ka�d	m taktu zv�t�
 o 
�

Takto modi�kovan� automat op�t simuluje automat M � Pouze v p�
pad�� �e n�kter� z �
ta��
'
p�ete�e(�

p�ejde automat do mrtv	ho stavu� ve kter	m p�e�te cel� zbytek slova� ani� by ho p�ijal� *
ta�e lze implementovat
tak� �e stavy Q nahrad
me kart	zsk�m sou�inem Q � ���max	� kde ���max	 je p�
slu�n� interval p�irozen�ch
�
sel� ve kter	m se pohybuj
 hodnoty �
ta�e� P�echodovou funkci pak lze upravit tak� �e zaznamen�v� do druh	
komponenty stavu ��
ta�e� p�
slu�n	 hodnoty podle pravidel� kter� jsme pro �
ta�e uvedli�

Popsan� automat je hledan�m automatem M �� T
m je dok�z�no lemma ���� o pokra�uj
c
m automatu� �

dokon	en� d�kazu v�ty ����� Zb�v� odstranit obt
� ���� p�i kter	 automat p�ech�z
 po p�e�ten
 cel	ho vstup�
n
ho slova pomoc
 ��krok� mezi koncov�mi i nekoncov�mi stavy� P�edpokl�dejme� �e automat M m� ji� odstra�
n�nu kompletn� obt
� ��� podle p�edchoz
ho lemmatu� Vytvo�
me automat M � �Q����� �� q�� Z�� F � takov��
�e T �M� � �� n L� De�nujeme stavy Q � Q� fp� n� fg� koncov	 stavy F � Q� ffg a po��te�n
 stav

q� �

�
�q�� p	� pokud q� � F
�q�� n	� pokud q� 	� F

Automat M simuluje v�po�et automatu M � p�i�em� prvn
 slo�ka v�dy odpov
d� stav�m M � P�itom automat
M uchov�v� informaci o tom� zda od posledn
ho p�e�ten
 vstupn
ho symbolu pro�el automat M koncov�m
stavem �i nikoli� Pokud pro�el� je druh� slo�ka stavu rovna p� jestli�e nepro�el� je tato slo�ka rovna n� Teprve
v okam�iku� kdy M nem��e u�init dal�
 ��krok� provede M jeden ��krok nav
c� P�i tomto kroku nezm�n
 prvn

slo�ku sv	ho stavu� pouze m��e p�
padn� zm�nit druhou slo�ku sv	ho stavu na f � Tuto zm�nu m��e prov	st
pouze u stav�� jejich� druh� slo�ka je n� Form�ln��
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�� nech� ��q� a� Z� � �q�� �� je p�echod automatu M � Potom pro stavy typu f a p plat


���q� f 	� a� Z� � ���q� p	� a� Z� �

�
��q�� p	� ��� pokud q� � F
��q�� n	� ��� pokud q� 	� F

�� nech� ��q� �� Z� � �q�� �� je p�echod automatu M � Potom pro stavy v�ech typ� plat


���q� p	� �� Z� � ��q�� p	� ��

���q� n	� �� Z� �

�
��q�� p	� ��� pokud q� � F
��q�� n	� ��� pokud q� 	� F

���q� f 	� �� Z� je de�nov�no libovoln�

�� nech� ��q� �� Z� � � v automatu M � Potom zavedeme

���q� n	� �� Z� � ��q� f 	� Z��

M tedy vstoup
 po p�e�ten
 n symbol� do koncov	ho stavu pr�v� tehdy� kdy� zjist
� �e se M nedostal do
koncov	ho stavu ani p�i �ten
 n�t	ho symbolu ani v ��dn	m dal�
m ��kroku� M proto skute�n� p�ij
m� jazyk
�� n L� a p�itom je deterministick�� �

D�sledek ����

V
me� �e t�
da bezkontextov�ch jazyk� nen
 uzav�en� na dopln�k� ale deterministick	 bezkontextov	 jazyky
jsou uzav�en	 na dopln�k� Z toho vyvozujeme� �e deterministick	 bezkontextov	 jazyky jsou vlastn
 podt�
dou
bezkontextov�ch jazyk��

P��klad ���	

Jazyk L � faibjck� i 	� j � j 	� k � i 	� kg je bezkontextov� jazyk� kter� v�ak nen
 deterministick��
Bezkontextovou gramatiku generuj
c
 L lze sestrojit snadno� Kdyby v�ak byl L deterministick�� musel by tak	
b�t L deterministick� a t
m sp
�e bezkontextov�� Proto�e bezkontextov	 jazyky jsou uzav�en	 na pr�nik s
regul�rn
my jazyky� byl by v tom p�
pad� tak	 jazyk L � fa�b�c�g bezkontextov�� Jde v�ak o jazyk fanbncng�
o kter	m ji� v
me� �e bezkontextov� nen
�

D�sledek ����

T�
da deterministick�ch bezkontextov�ch jazyk� nen
 uzav�ena na operaci sjednocen
�

D�kaz� Kdyby byla uzav�ena na sjednocen
� byla by na z�klad� v�ty ���� a de Morganov�ch vzorc� uzav�ena i
na pr�nik� co� nen
� jak v
me z v�ty ����� �

� Kontextov� jazyky

V prvn
 kapitole byla uvedena Chomsk	ho hiearchie jazyk�� U kontextov�ch jazyk� jsou uvedeny dv� de�nice
s pozn�mkou� �e jsou ekvivalentn
� Gramatiky de�novan	 t�mito dv�ma de�nicemi se jist� nekryj
� ale generuj

stejn	 jazyky�

De�nice 
��

Gramatik�m� jejich� v�echna pravidla jsou tvaru � � �� kde j�j � j�j� budeme �
kat monot�nn��
Gramatiky� jejich� v�echna pravidla jsou tvaru ��A�� � ������ budeme naz�vat kontextov��

Z de�nice je z�ejm� vid�t� �e v�echny kontextov	 gramatiky jsou tak	 monot+nn
� N�sleduj
c
 v�ta uv�d
� �e
naopak ke ka�d	 monot+nn
 gramatice existuje kontextov� ekvivalent�

V�ta 
��

Ke ka�d	 monot+nn
 gramatice existuje s n
 ekvivalentn
 kontextov� gramatika�
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D�kaz� Vezm�me monot+nn
 gramatiku G� Vytvo�
me z n
 gramatiku� jej
� pravidla budou bu� obsahovat
nepr�zdn	 netermin�ln
 �et�zce na obou stran�ch� nebo jedin� netermin�l na lev	 stran� a jedin� termin�l a
p�
padn� � na stran� prav	� Takov	 gramatice se �
k� separovan��

Vezm�me tedy ka�d	 pravidlo � � �� kter	 dan	 podm
nky nespl!uje� Je�li � 	� 
� pak v�skyt termin�lu x na
obou stran�ch pravidla nahrad
me nov�m netermin�lem x a p�id�me pravidla x � x pro p�
slu�n	 termin�ln

symboly� Pokud � � �� provedeme tut	� operaci s levou stranou � pravidla a � na prav	 stran� nahrad
me
speci�ln
m netermin�lem �� P�id�me pak dal�
 pravidlo � � �� Tato gramatika je ekvivalentn
 p�vodn
� je
separovan� a nav
c j
 z�stala zachov�na monot+nnost�

Vezm�me nyn
 ka�d	 pravidlo monot+nn
 separovan	 gramatiky A� � � �Am � B� � � �Bn pro m � n� kter	
nem� tvar po�adovan� po kontextov	 gramatice� Odstran
me je tedy a nahrad
me pravidly

A�A� � � �Am � C�A� � � �Am

C�A�A� � � �Am � C�C�A� � � �Am

���

C� � � �Cm��Am � C� � � �Cm��CmBm�� � � �Bn

C� � � �Cm��CmBm�� � � �Bn � C� � � �Cm��BmBm�� � � �Bn

���

C�B� � � �Bn � B�B� � � �Bn�

kde C�� � � � Cm jsou nov� p�idan	 netermin�ly� v ��dn�ch jin�ch pravidlech se nevyskytuj
c
� V�sledn� gramatika
je kontextov� p�i zachov�n
 generovan	ho jazyka� �

Pozn�mka 
��

I pro kontextov	 jazyky byl nalezen v�po�etn
 formalismus� kter� odpov
d� pr�v� jim� Jmenuje se line�rn�
omezen
 automat 
LBA��� Jazyky p�ij
man	 LBA jsou pr�v� kontextov	�

De�nice 
�	

LBA je syst	m M � �Q����� �� q�� 	 c� �� F �� kde v�echny symboly maj
 stejn� v�znam jako u detTS� ale 	 c
a � jsou koncov	 zna�ky� Pracuje jako nedet�TS� kter� nem��e za 	 c a p�ed ��

Kontextov	 jazyky jsou podt�
dou t�
dy v�ech rekurzivn
ch mno�in� Existuje toti� algoritmus� s pomoc

kter	ho lze ov��it� zda dan	 slovo do jazyka generovan	ho n�jakou kontextovou gramatikou pat�
 �i nikoli� U
jazyk� typu � to ji� nen
 mo�n	�

V�ta 
��

Existuje algoritmus� kter� pro ka�dou monot+nn
 gramatiku G a libovoln	 slovo w rozhoduje� zda w � L�G��

D�kaz� Nech� G � �N��� P� S� je monot+nn
 gramatika� Pro libovoln� dv� slova u� v lze po kone�n� mnoha
kroc
ch ov��it� zda u �G v� Sta�
 toti� vyzkou�et v�echny mo�n	 aplikace pravidel z P na u�

Pro libovoln	 slovo w � �� existuje jen kone�n� mnoho slov w�� � � � � wn � �N 
 ���� kter� maj
 d	lku
men�
 nebo rovnu slovu w� jwij � jwj� Proto�e G je monot+nn
� mus
 se ka�d� derivace w v t	to gramatice
skl�dat v�hradn� ze slov vybran�ch z w�� � � � � wn� Z t�chto slov lze utvo�it jen kone�n� mnoho posloupnost

bez opakov�n
 prvk�� a o ka�d	 z nich lze ov��it� zda je derivac
 slova w se za��tkem v S� Na posloupnosti bez
opakov�n
 se m��eme omezit proto� �e v minim�ln
ch derivac
ch k opakov�n
 nedoch�z
�

Sta�
 tedy prohledat v�echny posloupnosti bez opakov�n
 vytvo�en	 ze slov w�� � � � � wn� Pokud n�kter� z nich
je derivac
 slova w� potom w � L�G�� jinak w 	� L�G�� �

V�ta 
��

Existuje rekurzivn
 jazyk� kter� nen
 kontextov�� �Kontextov	 jazyky jsou vlastn
 podt�
dou rekurzivn
ch
mno�in��

�Nebyl na p�edn	
k	ch detailn� rozeb�r	n a nen� ani sou�	st� st	tnicov�ch ot	zek�
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D�kaz� Zkonstruujeme dan� jazyk tzv� Cantorovou diagon�ln� metodou� Princip konstrukce se op
r� o fakt� �e
v�ech slov libovoln	 abecedy �� je spo�etn� mnoho� stejn� jako v�ech mo�n�ch kontextov�ch gramatik� M��eme
tedy uspo��dat slova �� do nekone�n	 posloupnosti x�� � � � � xi� � � � a v�echny kontextov	 gramatiky uspo��d�me
tak	 do posloupnosti G�� � � � � Gi� � � � Pro ka�dou gramatiku Gi existuje podle p�edchoz
 v�ty algoritmus� kter�
rozhoduje o p�
slu�nosti libovoln	ho slova do jazyka t	to gramatiky� De�nujeme nyn
 jazyk L � fxi�xi 	� L�Gi�g�
Jde tedy o mno�inu takov�ch slov xi� kter� nejsou akceptov�na gramatikou Gi�

M��eme jist� sestrojit algoritmus� kter� rozhodne� zda libovoln	 slovo w pat�
 do jazyka L� Sta�
 toti� naj
t
index i slova w � xi a podle p�edchoz
 v�ty zjistit� zda xi � L�Gi�� Av�ak jazyk L nen
 generov�n ��dnou
kontextovou gramatikou� proto�e od jazyka ka�d	 kontextov	 gramatiky Gi se li�
 v akceptov�n
 slova xi� �

� Turingovy stroje

Uvedeme nyn
 v�po�etn
 formalismus zvan� Turing�v stroj� Je to nejsiln�j�
 v�po�etn
 mechanismus� jak� zn�me�
A� Church nap�� tvrd
� �e libovon� proces� kter� lze intuitivn� nazvat algoritmem� se d� realizovat na Turingov�
stroji �tzv� Churchova teze�� Turing�v stroj m� svoji z�kladn
 podobu a d�le n�kolik modi�kac
�

��� Z�kladn� model TS

Turing�v stroj je syst	m sest�vaj
c
 se z kone�n�stavov	 �
d
c
 jednotky� kter� m��e pou�
vat pam�� ve form�
p�sky rozd�len	 na pol�	ka� V ka�d	m pol
�ku m��e b�t zaps�n symbol z jist	 kone�n	 abecedy� nebo pol
�ko
m��e b�t pr�zdn	� P�ska je alespo! v jednom sm�ru nekone�n�� Turing�v stroj se m��e v ka�d	m v�po�etn
m
kroku posunout po p�sce o jedno pol
�ko doprava nebo doleva a p�itom m�nit obsah pol
�ka� na kter	m se
pr�v� nach�z
� a vnit�n
 stav jednotky� Zm�ny obsahu pol
�ek i pohyb po p�sce z�vis
 jednak na obsahu �ten	ho
pol
�ka� jednak na vnit�n
m stavu �
d
c
 jednotky�

De�nice ���

Turing�v stroj 
TS� je syst	m T � �Q����� B� �� q�� F � s n�sleduj
c
m v�znamem jednotliv�ch komponent�

Q � mno�ina stav�

� � vstupn� abeceda

� � p�skov� abeceda

B � � � interpretujeme jako pr�zdn
 symbol� tedy �e na dan	m pol
�ku p�sky nen
 ��dn� symbol d�le p�ed�
pokl�d�me� �e � � � n fBg

� � �parci�ln
� p�echodov� funkce ��Q� � � Q� �� n fBg�� fL�Rg

q� � po	�te	n� stav �q� � Q�

F � mno�ina koncov
ch stav� �F � Q�

P�echodovou funkci interpretujeme tak� �e pokud ��q� x� � �q�� x�� d�� potom ve stavu q a se symbolem x na
aktu�ln
m pol
�ku p�ejde Turing�v stroj do stavu q�� p�ep
�e aktu�ln
 pol
�ko symbolem x� a posune se doleva�
pokud d � L� nebo doprava� pokud d � R�

De�nice ���

Kon�gurac� Turingova stroje T � �Q����� B� �� q�� F � budeme naz�vat ka�dou trojici �q� �� i� takovou� �e
q � Q je stav� � � �� n fBg�� je slovo na p�sce a i � N je po�ad
 symbolu ve slov� �� kter	 pr�v� TS �te�
Po�adujeme� aby 
 � i � j�j� 
�



� TURINGOVY STROJE ��

De�nice ���

Na mno�in� kon�gurac
 Turingova stroje T de�nujeme relaci � v
po	etn�ho kroku takto�

�q� A� � � �An� i� � �p�A� � � �Ai��AAi�� � � �An� i� 
� pokud ��q� Ai� � �p�A�R� pro 
 � i � n

�q� A� � � �An� i� � �p�A� � � �Ai��AAi�� � � �An� i� 
� pokud ��q� Ai� � �p�A� L� pro � � i � n

�q� A� � � �An� n� 
� � �p�A� � � �AnA� n� �� pokud ��q� B� � �p�A�R� pro n � 


�q� A� � � �An� n� 
� � �p�A� � � �AnA� n� pokud ��q� B� � �p�A� L� pro n � �

Relace ��� resp� ��� jsou tranzitivn
m a re"exivn
� resp� re"exivn
m� uz�v�rem relace ��
Po	�te	n� kon�gurac� je ka�d� kon�gurace �q�� w� 
�� kde w � �� je vstupn
 slovo� Koncovou kon�gurac� je

ka�d� kon�gurace �q� �� i�� kde q � F je koncov� stav�
�ekneme� �e Turing�v stroj T p�ij�m� slovo w� jestli�e �q�� w� 
� �� K pro n�jakou koncovou kon�guraci K�

Ozna�ujeme mno�inov�
p�ij
m��T � � fw�w � ��� �q�� w� 
� �

� �q� �� i�� q � Fg�

�ekneme� �e TS zam�t� slovo w� pokud �q�� w� 
� �� K pro n�jakou nekoncovou kon�guraci K a neexistuje
kon�gurace K � takov�� �e K � K �� Mno�inov� z�pis�

zam
t��T � � fw�w � ��� �q�� w� 
� �
� �q� �� i�� q 	� F���K �� �q� �� i� � K �g

�ekneme� �e TS cykl� na slov� w� pokud ho nep�ij
m� ani nezam
t��

cykl
�T � � �� n �p�ij
m��T � 
 zam
t��T ��

Jazyk rozpozn�van
 
p�ij�man
� Turingov�m strojem T je mno�ina slov� kter	 p�ij
m� zna�
me tak	 L�T � �
p�ij
m��T �� Pokud cykl
�T � � �� �ekneme� �e Turing�v stroj T rozhoduje jazyk L�T ��

V�ta ��	 Turingova
Probl	m zastaven
 Turingova stroje je nerozhodnuteln��

D�kaz� Je t�eba si uv�domit� �e rozhodnutelnost v na�em smyslu znamen� existenci Turingova stroje �e�
c
ho
dan� probl	m�

P�edpokl�dejme nejprve� �e existuje Turing�v stroj A� kter� um
 rozhodovat� zda dan� Turing�v stroj se
zastav
 pro dan	 slovo� Je t�eba zak+dovat Turingovy stroje do n�jak	 podoby �iteln	 strojem A� Pro Turing�v
stroj M ozna�
me tento k+d d�M��

Ze stroje A nyn
 zkonstruujeme Turing�v stroj B t
mto zp�sobem� Nech� vstupem stroje B je pouze za�
k+dovan� Turing�v stroj d�M�� Pak stroj B uvnit� simuluje pr�ci stroje A tak� �e mu po�le sv�j vstup d�M�
zdvojen�� Jestli�e stroj A tento vstup akceptuje �to je pr�v� tehdy� kdy� Turing�v stroj M necykl
 pro vstup
d�M��� nech� stroj B se zacykl
� Kdy� naopak A zam
tne tento vstup �tedy M cykl
 pro vstup d�M��� nech� stroj
B necykl
 a skon�
 �nez�le�
� zda p�ijet
m nebo zam
tnut
m�� Turing�v stroj B lze jist� sestrojit za p�edpokladu
existence stroje A�

Zkusme si nyn
 p�edstavit� jak zareaguje stroj B na vstup d�B�� Jestli�e B necykl
 pro vstup d�B�� pak A
reaguje na vstup slo�en� z dvojn�sobn	ho d�B� p�ijet
m� Potom se ale B zacykl
� Naopak� pokud B cykl
 pro
vstup d�B�� A zam
tne vstup d�B�d�B�� a proto se B nezacykl
� Dost�v�me tak spor� �

��� N�kter� modi�kace z�kladn�ho modelu TS

Modi�kace Turingova stroje se daj
 rozd�lit na jeho roz�
�en
 a z&�en
� V prvn
m p�
pad� tedy d�v�me stroji
v
ce mo�nost
 a variant v�po�tu� ve druh	m jsou tyto mo�nosti omezov�ny�

Roz���en� Turingova stroje� Uvedeme Turing�v stroj s oboustrann� nekone�nou p�skou� k�p�skov� Turin�
g�v stroj� Turing�v stroj s dvourozm�rnou p�skou a nedeterministick� Turing�v stroj�

De�nice ���

Turing�v stroj s oboustran� nekone	nou p�skou se li�
 od z�kladn
ho modelu t
m� �e posledn
 slo�ka i kon��
gurac
 �q� �� i� m��e nab�vat hodnot z oboru cel�ch �
sel� P�echodov� funkce se t	to situaci p�izp�sob
 tak� �e
na lev	m kraji slova � se chov� stejn� jako na prav	m kraji� tedy m��e se t
mto sm�rem tak	 roz�i�ovat�



� TURINGOVY STROJE �


V�ta ���

Libovoln� v�po�et ka�d	ho Turingova stroje s oboustran� nekone�nou p�skou lze simulovat na z�kladn
m
modelu Turingova stroje�

D�kaz� Za p�skovou abecedu vezmeme m
sto � mno�inu �� � �� ��
f�g�� kde � 	� �� Z oboustran� nekone�n	
p�sky

A�m A�m�� � � � A�� A� A� � � � An�� An

sestav
me jednostran� nekone�nou p�sku s abecedou ���

A� A� � � � � � � An

� A�� � � � A�m B

�

De�nice ��


k�p�skov
 Turing�v stroj je Turing�v stroj� kter� je schopen �
st k r�zn�ch p�sek na r�zn�ch m
stech� tedy
m� celkem k tzv� 	tec�ch hlav� V�echny tyto p�sky jsou jednostran� nekone�n	�

V�ta ���

Libovoln� v�po�et k�p�skov	ho Turingova stroje lze simulovat z�kladn
m modelem Turingova stroje�

D�kaz� Simulujeme tzv� �irokou p�skou

B� � � � X � � �
A�� � � � A�i � � �

���
���

���
���

B� � � � � � � X
Ak� � � � � � � Akj

Speci�ln
 symboly B� a X maj
 ten v�znam� �e na ka�d	 p�sce v m
st�� na n
� se nach�z
 hlava� je symbol X a
na ostatn
ch m
stech t	to p�sky je symbol B�� �

Pozn�mka ��


Existuje tak	 roz�
�en
 Turingova stroje na dvourozm�rnou p�sku� I tento model se d� simulovat z�kladn
m
modelem Turingova stroje�

De�nice ����

Nedeterministick
 Turing�v stroj se od z�kladn
ho modelu li�
 svou p�echodovou funkc
� Jej
 obor hodnot je
mno�ina v�ech podmno�in Q� �� n fBg�� fL�Rg�

V�ta ����

Libovoln� v�po�et ka�d	ho nedeterministick	ho Turongova stroje se d� simulovat z�kladn
m modelem Tu�
ringova stroje�

D�kaz� Pou�ijeme t�i p�sky� kter	 se podle p�edchoz
ho daj
 simulovat z�kladn
m modelem� ��� pro vstupn

slovo� ��� pro prohled�v�n
 v�po�etn
ho stromu do �
�ky a ��� pracovn
� �

Je tedy vid�t� �e krom�
'
syntaktick	ho cukru( jsme ��dn�m roz�
�en
m Turingova stroje nedos�hli v�t�
ch

v�po�etn
ch mo�nost
�




 TURINGOVY STROJE A JAZYKY TYPU � ��

Z��en� Turingova stroje� Existuje tzv� kone	n
 stroj se z�sobn�kem� kter� se nem��e pohybovat po p�sce
libovoln� jako Turing�v stroj� Vezmeme�li v�ak takov� kone�n� stroj se dv�ma z�sobn
ky� lze j
m simulovat
Turing�v stroj tak� �e jeden z�sobn
k pou�ijeme na ��st p�sky od hlavy v�etn� vpravo a druh� z�sobn
k na ��st
p�sky od �tec
 hlavy vlevo� Pou�
v� se tak	 tzv� kone	n
 stroj s frontou� u n�ho� v�ak m��e doj
t k zacyklen
�

De�nice ����

Po	�tadlo je stroj� kter� v ka�d	 chv
li nab�v� hodnoty z mno�iny p�irozen�ch �
sel a rozezn�v� symboly inc
pro zv��en
 hodnoty o � a dec pro sn
�en
 hodnoty o ��

Lemma ����

Ka�d� z�sobn
k lze �realizovat� simulovat pomoc
 dvou po�
tadel�

D�kaz� Nech� � je z�sobn
kov� abeceda� Ozna�
me k � j�j�
 a o�
slujeme v�echny z�sobn
kov	 symboly takto�
� � fz�� z�� � � � � zk��g� Potom z�sobn
k

 
zi� � � � zim

s vrcholem na m�t	m m
st� budeme reprezentovat �
slem

j � k�im � k�im�� � � � �� km��i��

Operac
 j mod k zjist
me� co je na vrcholu z�sobn
ku� operac
 j div k tento vrchol odstran
me a kone�n� operac

kj � r p�id�me prvek zr na vrchol z�sobn
ku� Pr�v� kv�li n�soben
 je nutno p�idat druh	 po�
tadlo� �

D�sledek ���	

Turing�v stroj lze simulovat kone�n�m strojem se �ty�mi po�
tadly�

Lemma ����

*ty�i po�
tadla lze simulovat s pomoc
 dvou po�
tadel�

D�kaz� Stav hi� j� k� li �ty� po�
tadel p�evedeme na stav �i
j�k�l jednoho po�
tadla� Kv�li operac
m n�soben
 a
d�len
 je v�ak pot�eba dvou po�
tadel� �

Pozn�mka ����

*asto je t�eba k+dovat kon�gurace Turingova stroje do slov� Jestli�e mno�iny stav� Q a p�skov	 abecedy �
jsou disjunktn
� lze kon�guraci �q� �� i� k+dovat do slova ��q��� kde ���� � � a j��j � i�
� Tedy prvn
 symbol
slova �� je pr�v� na pozici �tec
 hlavy�


 Turingovy stroje a jazyky typu �

Uk��eme� �e Turingovy stroje rozpozn�vaj
 pr�v� jayzky typu ��

V�ta 
��

Ka�d� jazyk rozpoznateln� Turingov�m strojem je typu ��

D�kaz� Nech� T � �Q����� b� �� q�� F � je Turing�v stroj� Sestroj
me gramatiku G � �N��� P� S� takovou� �e
L�G� � L�T ��

K abeced� � sestroj
me nejprve abecedu dvojn
k� � � fx�x � �g� Gramatiku G pak de�nujeme takto�
N � Q 
 � 
 fS�A�B�Cg pro nov	 netermin�ly S�A�B�C neobsa�en	 v mno�in� stav� Q ani p�skov	 abeced�
� Turingova stroje� a mno�inu pravidel sestroj
me takto�

I

�		�
		�

S � Aq�B
A � xAx pro v�echna x � � n fbg
A � B

B � bB j b
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II

�
xqy � q�x�y jestli�e ��q� x� � �q�� x�� R�
xqy � x�yq� jestli�e ��q� x� � �q�� x�� L�

III

�		�
		�

q � C pro v�echna q � F
Ca � C pro v�echna a � �
aC � C pro v�echna a � �
C � �

Lev	 strany pravidel II a III neobsahuj
 ��dn� ze symbol� S�A�B a tyto symboly ani nemohou vzniknout aplikac

pravidel t�chto dvou skupin� Jestli�e tedy v n�jak	 derivaci je pou�ito nejprve pravidlo ze skupiny II nebo III
p�ed pravidlem ze skupiny I� m��e b�t toto po�ad
 obr�ceno� ani� by se zm�nilo derivovan	 slovo� Budeme tedy
d�le p�edpokl�dat� �e derivace podle skupiny I p�edch�zej
 derivac
m podle II i III� Po prvn
 aplikaci pravidla
ze skupiny III pak ji� nen
 mo�n	 pou�
t pravidlo ze skupiny I� Uk��eme nyn
� �e L�G� � L�T ��

�� Nech� S �� w je odvozen
 slova w� Aplikac
 pravidel ze skupiny I vznikne slovo tvaru wb
i
wRq�b

j
� kde

wR � wn � � �w�� pokud w � w� � � �wn� Pravidla typu II simuluj
 v�po�et Turingova stroje na slov� w� Je v�ak
simulov�n jako zrcadlov� obraz v�po�tu na dvojn
c
ch p�vodn
ch symbol�� K pravidl�m typu III se m��e p�ej
t
pouze v p�
pad�� kdy� se v simulovan	m v�po�tu dostane stroj do koncov	ho stavu� tedy pro w � L�T �� V tom
p�
pad� se ve slov� objev
 symbol C� celkem je v�tn� forma ve tvaru wuCv� Symbol C zlikviduje postupn�
v�echny symboly slov u i v a nakonec s�m sp�ch� sebevra�du� Tak vznikne termin�ln
 �et�zec w�

�� Pokud obr�cen� w � L�T �� potom pravidly typu I lze derivovat slovo wb
i
wRb

j
� kde i a j jsou dostate�n�

velk� �
sla� aby na &seku p�sky bjwbi prob�hl cel� v�po�et stroje T nad w� Potom pravidla II nasimuluj

tento v�po�et� op�t zrcadlov� obr�cen� na dvojn
c
ch symbol�� Jakmile se v�po�et dostane do koncov	ho stavu�
pravidla III zru�
 v�echny symboly a� na w� �

V�ta 
��

Ka�d� jazyk typu � je rozpoznateln� Turingov�m strojem�

D�kaz� Detailn
 d�kaz tohoto tvrzen
 je technicky n�ro�n�� Bude proto uvedena pouze hlavn
 idea� kter� je
pom�rn� jednoduch��

Pro danou gramatiku G � �N��� P� S� lze ka�dou derivaci

S �G w� �G w� �G � � � �G wn � w � ��

zak+dovat jako slovo �S�w��w�� � � ��wn�� Ka�dou derivaci podle G lze proto ztoto�nit s jist�m slovem
v abeced� N 
 � 
 f�g�

Je mo�n	 sestrojit Turing�v stroj T� takov�� �e p�ij
m� pr�v� slova typu �u�v�� kde u �G v je jeden krok
odvozen
 podle G� Tento stroj modi�kujeme na stroj T� tak� �e T� p�ij
m� pr�v� ta slova v abeced� N 
�
f�g�
kter� jsou derivacemi podle G� Kone�n� sestroj
me Turing�v stroj T � kter�� kdy� dostane na p�sce vstupn
 slovo
w� generuje nalevo od n�j postupn� slova v abeced� N
�
f�g� po�
naje nejkrat�
mi� Poka�d	� kdy� vygeneruje
n�jak	 slovo� zkontroluje jeho vnit�n
 ��st odpov
daj
c
 stroji T�� zda se jedn� o derivaci podle G� �

D�sledek 
��

Jazyk je typu � pr�v� tehdy� kdy� je rozpoznateln� Turingov�m strojem�

�� Rozhodnutelnost v teorii jazyk�

P�
hodn�j�
 n�zav pro tuto kapitolu by byl
'
Nerozhodnutelnost� � � (� proto�e tu budeme u v�t�iny probl	m�

dokazovat� Budeme si pom�hat redukc
 tzv� Postova koresponden�n
ho probl	mu� kter� uvedeme nejprve�

���� Post	v koresponden�n� probl�m

De�nice ����

Postov
m koresponden	n�m probl�mem 
PKP� budeme naz�vat ka�dou dvojici hA�Bi� kde A a B jsou
dv� kone�n	 posloupnosti slov abecedy � se stejn�m mno�stv
m prvk�� Budeme zna�it A � fu�� � � � � ung a
B � fv�� � � � � vng�
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�ekneme� �e posloupnost r �
sel 
 � i�� � � � � ir � n je �e�en�m PKP hA�Bi� pokud plat
�

ui�ui� � � �uir � vi�vi� � � � vir ��
�

P��klad ����

Nech� abeceda � � f�� 
g a m�jme Post�v koresponden�n
 probl	m hf
� 
�


� 
�g� f


� 
�� �gi� Ten m�
�e�en
 �����

u�u�u�u� �

u�z �� �

�




u�z���



u�z���



u�z���

�

v�v�v�v� � 
���z�
v�




��z�
v�




��z�
v�

���z�
v�

P��klad ����

Post�v koresponden�n
 probl	m hf
�� �

� 
�
g� f
�
� 

� �

gi nem� �e�en
� Pokud by je toti� m�l� muselo
by za�
nat prvn
 dvojic
 
�� 
�
� aby se shodoval prvn
 symbol� Potom je nutno pou�
t t�et
 dvojice� abychom
dostali slova 
�
�
� 
�
�

� Ze stejn	ho d�vodu jako v minul	m kroku� mus
me nyn
 pou�
t t�et
 dvojici atd�
Nikdy takto nedostaneme shodn� slova�

Jsme tedy schopni v n�kter�ch konkr	tn
ch p�
padech rozhodnout� zd� m� dan� PKP �e�en
� Jak ov�em uvid
me�
nelze napsat proceduru� kter� by obecn� rozhodovala� zda m� dan� PKP v�bec �e�en
�

De�nice ���	

�ekneme� �e PKP hA�Bi� kde A � fu�� � � � � ung a B � fv�� � � � � vng� m� inicializovan� �e�en�� pokud pro
n�jak	 
 � i�� � � � � is � n plat
�

u�ui� � � �uis � v�vi� � � � vis ����

Inicializovan	 �e�en
 je tedy takov	 �e�en
 i�� � � � � ir� �e i� � 
�

P��klad ����

PKP z p�
kladu ���� nem� inicializovan	 �e�en
�

Lemma ����

Kdyby existoval algoritmus� kter� by pro libovoln� PKP rozhodoval� zda m� �e�en
� pak by tak	 existoval
algoritmus� kter� by pro libovoln� PKP rozhodoval� zda m� inicializovan	 �e�en
�

D�kaz� P�edpokl�dejme existenci algoritmu A� kter� pro libovoln� PKP rozhodne� zda m� �e�en
�
Nech� hA�Bi je n�jak� PKP� A � fu�� � � � � ukg a B � fv�� � � � � vkg� De�nujeme nov� PKP hC�Di takto� Nech�

� a � jsou nov� p�idan	 symboly� Zavedeme funkce hL a hR na slovech p�edpisem� hL�a� � �a a hR�a� � a�
pro ka�d� symbol a a na slova se ob� funkce homomorfn� roz�
�
� Polo�me

x� � �hR�u�� y� � hL�v��
xi�� � hR�ui� yi�� � hL�vi� pro 
 � i � k
xk�� � � yk�� � ��

a pak C � fx�� � � � � xk��g a D � fy�� � � � � yk��g�
Nen
 t��k	 ov��it� �e hC�Di m� �e�en
 pr�v� tehdy� kdy� hA�Bi m� inicializovan	 �e�en
� V
ce k tomu viz

n�sleduj
c
 p�
klad�
Za p�edpokladu existence algoritmu A by bylo mo�no pro libovoln	 hA�Bi rozhodnout existenci inicializova�

n	ho �e�en
 tak� �e bychom nejprve provedli p�
slu�nou transformaci na hC�Di a pomoc
 algoritmu A rozhodli�
zda m� hC�Di �e�en
� �

P��klad ���


M�jme PKP hA�Bi zadan� takto�
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A B
� ����� ��
� �� �
� � ���

Potom PKP hA�Bi m� inicializovan	 �e�en
 pr�v� tehdy� kdy� hC�Di m� �e�en
� kde hC�Di je d�n�

C D
� �
���
�
�
� �
��
� 
���
�
�
� �
��
� 
��� ��
� 
� �
�
�


 � ��

Jde pr�v� o transformaci z d�kazu p�edchoz
ho lemmatu� Inicializovan	mu �e�en
 ���� hA�Bi odpov
d� �e�en

����
 hC�Di� Obecn�� je�li 
� i�� � � � � is inicializovan	 �e�en
 hA�Bi� pak 
� �i� � 
�� � � � � �is � 
�� n � � je �e�en

hC�Di� Toto �e�en
 je sice tak	 v�dy inicializovan	� ale hC�Di jin	 �e�en
 nem�� proto hA�Bi m� inicializovan	
�e�en
� pr�v� kdy� hC�Di m� v�bec �e�en
�

V�ta ����

Neexistuje algoritmus� kter� by pro libovoln� PKP rozhodoval� zda m� inicializovan	 �e�en
�

D�kaz� Jeho cel	 zn�n
 je uvedeno v #Chytil$� v�ta ���� na stran� �
�� Hlavn
 my�lenka spo�
v� v tom� �e
p�evedeme n�jak� Turing�v stroj na PKP� Tento PKP bude m
t inicializovan	 �e�en
 pr�v� tehdy� kdy� p�
slu�n�
stroj M bude p�ij
mat slovo w� Kdyby existoval algoritmus� kter� by rozhodoval� zda PKP m� inicializovan	
�e�en
� bylo by jej mo�no v tomto p�
pad� pou�
t na rozhodnut
 o probl	mu zastaven
 Turingova stroje� To v�ak
nen
 mo�n	� proto dan� algoritmus neexistuje� �

D�sledek ���


Neexistuje algoritmus� kter� by pro libovoln� PKP rozhodoval� zda m� �e�en
�

���� Nerozhodnuteln� probl�my z teorie jazyk	

Uvedeme nyn
 n�kolik probl	m� z oblasti teorie jazyk�� kter	 jsou algoritmicky nerozhodnuteln	� Vyu�ijeme
k tomu p�ev��n� toho� �e probl	m existence �e�en
 PKP je nerozhodnuteln�� a to s pomoc
 vhodn�ch redukc

PKP na dan	 probl	my z teorie jazyk��

V�ta �����

Neexistuje algoritmus� kter� by pro libovoln	 dv� bezkontextov	 gramatiky G� a G� rozhodoval� zda L�G���
L�G�� � ��

D�kaz� P�edpokl�dejme� �e takov� algoritmus existuje� Uk��eme� �e bychom s pomoc
 n�ho mohli rozhodovat
n�jak� PKP�

Nech� hA�Bi je libovoln� PKP� A � u�� � � � � un a B � v�� � � � � vn� Zvolme symboly a�� � � � � an� kter	 se
nevyskytuj
 v ��dn	m ui ani vi� D�le sestrojme bezkontextov	 gramatiky

GA� S � uiSai j uiai 
 � i � n

GB � S � viSai j viai 
 � i � n

Potom z�ejm� hA�Bi m� �e�en
� pr�v� kdy� L�GA� � L�GB� 	� �� �

V kapitole 
 je uveden pom�rn� jednoduch� algoritmus 
��� kter� rozhoduje� zda jazyk generovan� bezkon�
textovou gramatikou je pr�zdn� �i nikoli� Z tohoto hlediska je p�ekvapuj
c
 tvrzen
 n�sleduj
c
 v�ty�

V�ta �����

Neexistuje algoritmus� kter� by pro libovolnou bezkontextovou gramatiku G � �N��� P� S� rozhodoval� zda
L�G� � ���



�� ROZHODNUTELNOST V TEORII JAZYK� 
�

D�kaz� Nech� hA�Bi je n�jak� PKP� A � u�� � � � � un a B � v�� � � � � vn� Sestroj
me gramatiky GA a GB stejn��
jako v d�kazu p�edchoz
 v�ty� tedy

GA� S � uiSai j uiai 
 � i � n

GB � S � viSai j viai 
 � i � n�

Proto�e jsme symboly a�� � � � � an volili tak� �e se nevyskytuj
 v ��dn	m ui ani vi� jsou jazyky L�GA� a L�GB�
deterministick	� Potom podle v�ty ���� jsou tak	 L�GA� a L�GB� deterministick	 bezkontextov	 jazyky a podle
v�ty 
��� je jazyk L�GA� 
 L�GB� bezkontextov��

Proto�e d�kazy v�ech zm
n�n�ch v�t jsou konstruktivn
� lze od hA�Bi p�ej
t uniformn
m zp�sobem ke gra�
matice GAB takov	� �e L�GAB� � L�GA� 
 L�GB�� Podle d�kazu p�edchoz
 v�ty m� hA�Bi �e�en
� pr�v�
kdy� L�GA� � L�GB� 	� �� To je ekvivalentn
 s t
m� �e L�GA� � L�GB� � ��� Av�ak L�GA� � L�GB� �
L�GA� 
 L�GB� � L�GAB�� Celkem plat
� �e hA�Bi m� �e�en
 pr�v� tehdy� kdy� L�GAB� � ��� Kdybychom
tedy dan� fakt o gramatice GAB um�li algoritmicky rozhodnout� um
me tak rozhodnout i PKP hA�Bi� co�� jak
v
me� nen
 mo�n	� �

Pozn�mka �����

P�edchoz
 v�ta m��e slou�it jako ov��en
� �e bezkontextov	 jazyky nejsou uzav�eny na operaci dopl!ku�
Kdyby toti� byly� vzali bychom bezkontextovou gramatiku G� generuj
c
 dopln�k jazyka L�G�� a tu bychom
poslali na vstup algoritmu 
��� Z�ejm� by tak L�G� � ��� pr�v� kdy� L�G�� � �� Dostali bychom t
mto
zp�sobem algoritmus rozhoduj
c
� zda L�G� � ���

V�ta �����

Neexistuje algoritmus� kter� by pro libovolnou bezkontextovou gramatiku G a regul�rn
 jazyk R rozhodoval�
zda L�G� � R ani zda L�G� � R�

D�kaz� Tvrzen
 je p�
m�m d�sledkem p�edch�zej
c
 v�ty� proto�e mno�ina �� je regul�rn
 jazyk� �

V�ta ����	

Neexistuje algoritmus� kter� by pro libovoln	 bezkontextov	 gramatiky G� a G� rozhodoval� zda L�G�� �
L�G�� ani zda L�G�� � L�G���

D�kaz� Z existence takov	ho algoritmu by vyplynula mo�nost rozhodovat� zda L�G� � R� resp� zda L�G� � R
z p�edchoz
 v�ty� �

V�ta �����

Nech� G� a G� jsou libovoln	 bezkontextov	 gramatiky� Pro ��dn� z n�sleduj
c
ch probl	m� neexistuje
rozhoduj
c
 algoritmus�

�� Je L�G�� � L�G�� bezkontextov� jazyk,

�� Je L�G�� bezkontextov� jazyk,

�� Je L�G�� regul�rn
 jazyk,

D�kaz� K d�kazu t	to v�ty jsou pot�eba n�kter	 znalosti z teorie abstraktn
ch t�
d jazyk�� proto jej vynech�me�
Je v�ak uveden v #Chytil$� v�ta ���� na stran� �
�� �

V�ta �����

Neexistuje algoritmus� kter� by pro ka�dou bezkontextovou gramatiku rozhodoval� zda je v
cezna�n��

D�kaz� Budi� hA�Bi libovoln� PKP� A � u�� � � � � un a B � v�� � � � � vn� De�nujeme bezkontextovou gramatiku
G�

S � S� j S�

S� � uiS�ai j uiai pro 
 � i � n

S� � viS�ai j viai pro 
 � i � n

Z�ejm� L�G� � L�GA� 
 L�GB� pro gramatiky GA a GB pou�
van	 v d�kazu v�ty ������ Je v�ak z�ejm	� �e G
je v
cezna�n�� pr�v� kdy� L�GA� � L�GB� 	� �� tj� pr�v� kdy� hA�Bi m� �e�en
� �
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