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1 Idedly a faktorové okruhy

Definice 1.1
Necht R = (R, +,.) je okruh, § # I C R nazveme idedlem, plati-li
a,bel = a+bel
acl,re R = raarel
Idedl je zejména normdlni podgrupa (R, +), nejmensi a nejvétsi idedly jsou tzv. nevlastni {0} a R.
Prinik libovolného neprdzdného systému idedli je opét idedl — mizeme hovofit o generovéni.
Umifme utvorit faktorgrupu (R/I,+) = {a + I | a € R}, s¢itdni definujeme (a + I) + (b+ 1) =
(a + b) + I. Podobné definujeme ndsobeni (a + I)(b+ I) = (ab) + I. Je nutné ovéiit korektnost —
nezdvislost na volbé reprezentanta.

Lemma 1.2
MR/I = (R/I,+,.) je okruh. Zobrazeni ¢: a — a + I je surjektivni homomorfismus R — R/J.
|

Definice 1.3
MR/ se nazyva faktorovy okruh okruhu 2R podle idedlu I.

Zabyvejme se déle strukturou R[z]/(f), kde R je téleso, f € R[z] nekonstantni polynom. Definujeme

Rz]/(f) ={9+ (f) | g € R[z]}
Klademe g + (f) = h+ (f), plati-li f | g — h, tedy g, h ddvaji po déleni polynomem f stejny zbytek.
Oznacme n = deg f. Lze psédt

Rlz]/(f) ={g9+ (f) | g € R[z],deg g < n}

kde uz je kazdy prvek zastoupen pravé jednou. Zobrazeni a,_z""' + --- + a1z + ag + (f) —
(ag,...,an—1) je ziejmé bijekce R[z]/(f) — R". Definujeme operace s¢itdni a ndsobenf

(ags .- an_1) + (bo,...,bp—1) = (ag +bo, ..., ap_1 +byp_1)
(a,g, ceey an,l)(bg, ceey bnfl) = (CU, Ceey Cnfl)
kde c,_12" 7' + -+ + 17 + ¢ je zbytek po délenf polynomu (a,_12" ™' + -+ - + a1 + ag) (by_ 12" +
-+++ bix + by) polynomem f.

Zobrazeni t: a — a+ (f) je prosty homomorfismus R — R[z]/(f), budeme ztotoziovat R a t(R).
R 1ze potom povazovat za podtéleso okruhu R[z]/(f).

Véta 1.4
Polynom f m4 koten = + (f) v R[z]|/(f).

Diikaz: Polynom f € R[z] chdpeme jako polynom nad R[z]/(f) s koeficienty ag + (f), ..., an—1+ (f)-
Piimym dosazenim dostdvame --- = f + (f) = 0. O

Véta 1.5
R[x]/(f) je teleso prave tehdy, kdyz f je ireducibilni.

Diikaz: Zprava doleva plyne z Bezoutovy rovnosti, zleva doprava vedeme nepifmo, faktory f jsou
delitelé nuly. O



2 2. ROZSIRENI TELES

2 Rozsiteni téles

Definice 2.1
Okruh R se nazyva podtélesem télesa T, je-li podokruhem a pro kazdé 0 #a € Rplatia™! € R
(inverzni prvek chdpany v ¥). Jinak fikdme, ze T je rozsiirenim R, piseme T /R.

Definice 2.2
Necht ¥ je rozsitenim R. Prvek a € T se nazyva algebraicky prvek nad R, je-li kofenem nenulo-
vého polynomu nad R, v opa¢ném piipadé transcedentni.

Véta 2.3
Necht T je rozsifenim R, a € T algebraicky. Pak existuje jediny normovany ireducibilni polynom
f € R[z], ktary m4 a za kofen.

Diikaz: Existence. Necht f € R[x] je nejmensiho stupné mezi normovanymi s kofenem a. Kdyby
nebyl ireducibilni, dostdvame spor s minimalitou stupné.

Jednonacnost. Necht g € R[z], g(a) = 0. Délenim dostdvame g = qf +r, degr < deg f. Z g(a) =
f(a) = 0 a minimality stupné f plyne uz r = 0. Uvazme né&jaké jiné f. Musi platit f|f podle
piedchoziho a zdrovenn f|f. Odtud f = f, protoZe oba jsou normované. O

Poznamka 2.4 KONECNA TELESA

1. Pro prvocislo p a n € N existuje téleso o p™ prvcich.
2. Libovolné konec¢né téleso ma p™ prvki.

3. Libovolnd dveé konec¢nd télesa o stejném poc¢tu prvki jsou isomorfni.

Definice 2.5
Pro téleso MR piSeme zkracené R[xy,...,x,] = (--- ((R[z1])[x2]) - -+ ). Polynom f € R[zy,...,z,]
se nazyva symetricky, nemeéni-li se pii libovolné permutaci proménnych.

Uvazme tzv. elementdrni symetrické polynomy

oL =21+ +x,

09 =21To ++++ 1%y +T2T3 + -+ Tp_1Tp

O = E Ty - - Ty,

1<y <<ip <n

Op = X1...Tp

Véta 2.6
Kazdy symetricky polynom lze vyjadrit pravé jednim zpiusobem jako polynom v elementarnich
symetrickych polynomech. O



3 Teorie svazu

3.1 Dvoji definice

Definice 3.1

Necht 2 = (A4, <) je uspofddand mnozina. 2 se nazyvd sup-polosvaz (spojovy, horni), existuje-li
supy{a, b} pro libovolnd a,b € A. Analogisky definujeme inf-polosvaz (prisekovy, dolni). 2 je svaz,
existuje-li soucasné supg{a,b} i infy{a,b}. Svaz je iplny, existuje-li sup X i inf X pro libovolnou
X CA.
Véta 3.2

Je-1i 2 uspoiddand a pro vSechny X C A existuje inf X. Pak 2 je tiplny.

Diikaz: Vezmeme a = infY = inf{y € A |y > x,Vax € X}. Je to horni zdvora X a kazdd jind je

prvkem Y, a je tedy sup X. O
Definice 3.3

Bindrni operace na mnoziné A se nazyva idempotentn, plati-li a - a = a pro kazdé a € A.
Definice 3.4

S = (S,.) se nazyvd algebraicky definovany polosvaz, je-li operace asociativni, komutativni

a idempotentni. £ = (L, A,V) je algebraicky definovany svaz, jsou-li (L,A) a (L,V) algebraicky
definované polosvazy a plati tzv. absorbéni zdkony

aA(aVbd)=a aV(aAb)=a
Operace A,V se bézné nazyvaji prisek a spojent.
Ozna¢me korespondenci mezi dvoji definici polosvazu
A=(A,<)— A = () ab := sup{a, b}
G =(5,<)«6=(6,.) a<bsab=0b
Véta 3.5

1. Pro sup-polosvaz A je 2, algebraicky definovany polosvaz.

2. Pro algebraicky definovany polosvaz & je &° sup-polosvaz a supg:{a,b} = ab pro vsechna
a,bes.

3. Pro sup-polosvaz 2 plati () = 2.

4. Pro algebraicky definovany polosvaz & plati (&%), = 6.

Véta 3.6
Necht 2 = (A, <) je svaz. Definujeme

A = (A, N) aAb:=inf{a,b}
A = (A, V) aV b:=sup{a,b}

Takto definované A,V jsou vdzany absorbénimi zdkony. Naopak necht £ = (L, A, V) je algebraicky
definovany svaz. Definujeme uspotradani

a<'b < aAb=ua a<’b <= aVvVb=>
Usporddani <!, <* jsou stejnd, tedy (L, <) je svaz. O
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3.2 Morfismy

Definice 3.7

Necht 2 = (A4, <), B = (B, <) jsou uspoiddané mnoziny. Zobrazeni av: A — B se nayva isotonnf,
plati-li pro vsechna a,a’ € A a < d = afa) < a(d’). Isotonni zobrazeni je vnorent, pokud navic
plati a(a) < a(d’) = a < d'. Konecné isomorfismus (usporddanych mnozin) je surjektivni vnoreni.

Definice 3.8

Necht 2, B jsou svazy, zobrazeni av: A — B se nazyva V-homomorfismus (spojovy), pokud a(aV
a') = a(a) V a(d'). Analogicky definujeme A-homomorfismus (prisekovy). Zobrazeni je homorfismus
je-li soucasné V- i A-homomorfismus. Kone¢né isomorfismus (svazi) je bijektivni homomorfismus.

Lemma 3.9
Necht 2, B jsou svazy, a: A — B zobrazeni. Potom

1. «a je V-homomorfismus znamend, Ze « je isotonni.

2. « je isomorfismus usporddanych mnozin prave tehdy, kdyz je isomorfismus svazi.

Véta 3.10 SLABA
Pro libovolnou uspoiddanou mnozinu 2 existuje tplny svaz 8 = (B, <) a vnofeni a.: A — B.

Diikaz: Definujme (a] := {z € A | x < a}. Potom zobrazeni ¢: a — (a] je hledané vnoteni do svazu
(24, Q). O

Definice 3.11
Necht 2 = (A, <) je usporddand mnozina. Mnozinu () # J C A nazyvame idedl, plati-li

1. Jestlize a € J,z € A, x < a, potom z € J (analogie ndsobeni).
2. Pro vsechna i € I je a; € J. Potom existuje sup{a; | i € I} (analogie s¢itdni).

Véta 3.12 LEPSI
Pro libovolnou uspoiddanou mnozinu 2 existuje uplny svaz B = (B, <) a vnoieni a: A — B
zachovavajici vsechna existujici infima a suprema.

Diikaz: Predpoklddejme, ze 20 ma nejmensi prvek (pokud ne, pridame takovy). Struktura J(2A) =
(J(2A),C) je uplny svaz vsech idedlu v . Zobrazeni t: a + (a] je hledané vnoteni A — J(2).
O
Idedly mohou reprezentovat redlnd ¢isla. Priddme k raciondlnim ¢islim nejmensi prvek —oo,
potom nevlastnf idedly jsou {—oco} a QU {—oo}, vlastnf jsou {{z € QU {—oc} |z < a}|a € R} a
ty odpovidaji presné redlnym c¢islim.

Véta 3.13 O PEVNEM BODU
Necht £ = (L, <) je dplny svaz, a: L — L isotonni zobrazeni. Pak existuje a € L takové, ze
ala) = a.

Diikaz: Uvazujme X = {z € L | a(z) > x} a ozna¢me a = sup X. Z vlastnosti suprema a isotonie se
ukdze, ze a(a) je horni zdvora X, tedy plati a < a(a). Odtud a(a) < a(a(a)), tedy a(a) € X a plati
také a(a) < a. O
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3.3 Nerovnosti

Véta 3.14
V libovolném svazu £ = (L, A, V) plati pro a,b,c € L

aN(bVe)>(anb)V(aAc)
aV(bAe)<(aVb)A(aVc)
a<c = aV(bAc)<(aVb)Ac moduldrni nerovnost
(anb)V(aAc)V (bAc)<(aVb)A(aVec)A(bVe) medidlni nerovnost

} distributivni nerovnosti

Definice 3.15
Svaz £ = (L, A, V) se nazyva moduldrni, plati-li pro a,b,c € La < ¢ = aV (bAc) = (aVb)Ac;
distributivnt, plati-lia V (bA¢c) = (aV b) A (a V ¢)

Lemma 3.16
Kazdy distributivni svaz je moduldrni. O

3.4 Modularni svazy

Lemma 3.17
Svaz je moduldrni préve tehdy, kdyz plati a V (bA (¢ Va)) = (aV b) A (cV a). O

Véta 3.18
Svaz £ = (L, A, V) je moduldrni prave tehdy, kdyz plati pro vsechna a,b,c € L

a<baNc=bAc,aVc=bVc = a=0Db

Diikaz: Zleva doprava plyne z absorbénich zdkonii a moduldrni rovnosti, staci rozepsat a = aV (aAc).
Obréacené vezmeme x,y, 2 € L,z < z a chceme pro né splnit moduldrni rovnost. Do tvrzeni véty staci
dosadit a =2V (yAz2),b=(xVy) Azac=y. O

Definice 3.19
Svaz £ = (L, Ap, V) nazyvame podsvazem svazu R = (K, Ak,Vg) je-li L C K a pro kazdé
a,b € L plati

a/\Lb:a/\Kb
a\/Lb:a\/Kb

Modulédrni a distributivni svazy lze charakterizovat podle toho, jestli néktery ze svazi z obrdzku 1 je
jejich podsvazem. 915 nenf moduldrni, 91, moduldrni je, ale nenf distributivni.

Véta 3.20
Svaz £ = (L, A, V) je moduldrni prave tehdy, kdyz neobsahuje podsvaz isomorfni s Ns.

Diikaz: Zleva doprva je tvrzeni ziejmé. Pokud £ nenf moduldrni, musi podle predchozi véty existovat
a,b,c € L takové, ze a < byaAc=bAc,aVc=">0bVc. Tedy ¢ musi byt s a, b nesrovnatelné, dostdvame
uz ‘ﬁ5. O
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mS EUt5
Obrézek 1: Zlobivé svazy

Lemma 3.21
Svaz £ = (L, A, V) je distributivni pravé tehdy, kdyz pro kazdé a,b,c € L plati a A (bV ¢) =
(@Ab)V(aNec). O

Véta 3.22
Svaz £ = (L, A, V) je distributivni pravé tehdy, kdyz plati pro vSechna a,b,c € L

aNc=bAc,aVec=bVec = a=1b

O

Véta 3.23
Svaz £ = (L, A, V) je distributivni préve tehdy, kdyz neobsahuje podsvaz isomorfni s 915 nebo 9.
O

Definice 3.24
Necht A = (A4, <) je uspofddand mnozina. Mnozina X C A se nazyva dédi¢nd, plati-li pro
vsechna z € X, a € A
a<r —= a€eX

Znacime H2 mnozinu vsech dédi¢nych podmnozin mnoziny 2, podobne HA = (H, C).
Definice 3.25
Necht £ = (L,A,V) je svaz. Prvek a € L se nazyva spojové ireducibilng, plati-li pro vSechna

b,ce L
a=bVe = a=bneboa=c
Oznac¢ujeme J£ mnozinu vSech spojové ireducibilnich prvki svazu £ s vyjimkou nejmensiho (pokud

existuje) a JL€ = (JL,A, V).

Véta 3.26
Necht £ = (L, A, V) je koneény distributivni. Pak plati £ 22 H(JL).

Diikaz: Hledanym isomorfismem je zobrazeni a: a — {z € JL | x < a}. Pomérné snadno se ukdze,
ze je to bijekce a zachovava operace A, V. O
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Definice 3.27
Okruhem mnozin nad néjakou mnozinou A je libovolny systém jejich podmnozin uzavieny na
operace N, U.

Disledek 3.28
Libovolny okruh mnozin je isomorfni H(J (L, A, V)) pro vhodny kone¢ny svaz (L, A, V).

Drikaz: Libovolny okruh mnozin je distributivni svaz. O

3.5 Booleovy svazy

Definice 3.29

Svaz £ = (L,A,V) se nazyvd omezeny, pokud ma nejmensi a nejvétsi prvek. Standardné je
znacime 0,1. Ddle necht a,b € L jsou prvky omezeného svazu. Rikdme, Ze b je komplement prvku a,
plati-lia Ab=0,a VvV b= 1.

Prvek omezeného svazu muze mit zédny, jeden i vice komplementu (viz 95). 1 je vidy komplement
0 a naopak.

Definice 3.30
Komplementdrni svaz je omezeny svaz, ve kterém méa kazdy prvek pravé jeden komplement.
Booleiv svaz je distributivni komplementédrni svaz.

Véta 3.31
Necht £ = (L, A, V) je distributivni svaz.

1. Kazdé a € L mé nejvyse jeden komplement.

2. Necht a < z < b a x md komplement. Potom ma x komplement i v intervalu [a,b] = {y €
L|a<y<b}.

Diikaz: (1) plyne z vlastnosti komplementu, absorbénich zdkont a distributivity. (2) necht y je kom-
plement x ve svazu £. Ozna¢ime z = (yVa) Ab. Potom z je komplement x v intervalu [a, b] — ukdzeme
rNz=a,xVz=Db O

Definice 3.32
Booleova algebra je Sestice B = (B, A, V,0,1,7), kde (B, A, V) je Booletuv svaz a pro kazdé a € B
plati

aV0=a aVvVad=1
aNl=1 aNad =0

Lemma 3.33
V libovolné Booleové algebte plati
(aVvbd) =d AV
(aAb) =d VI
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Definice 3.34
Pole mnoZin nad mnozinou A je okruh mnozin nad A uzavieny na operaci rozdilu.

Véta 3.35
Libovolnd koneénd Booleova algebra 9B je isomorfni (24,1, U, ), A, U) pro vhodnou konec¢nou A,
pritom operaci komplementu definujeme XC = A \ X.

Diikaz: Definujeme relaci pokrgvdani
a>-b <= Va,b,ce Aa>c>b=a=c
Prvky a D— 0 nazyvdame atomy. Snadno se ukize (véta 3.31), ze prvky J9B jsou pravé atomy. Tedy

J*B je protifetézec, kazd4 jeho podmnozina je dediénd. Staci vzit A = J9B, potom 24 = H(JTB) a
tvrzeni plyne z ptedchozich vét. O

Disledek 3.36
Libovolnd Booleova algebra je isomorfni vhodnému poli mnozin. O



Struktura typ op. symboly
svaz (2,2) (A, V)
grupa (2) ()
grupa s 1 a inverzi | (2,0,1) (-,1,7h
vekt. prost. nad R | (2, (1)yer) | (4, (M\r)rer)

Tabulka 1: Jazyky konkrétnich struktur

4 Univerzalni algebra

4.1 Pojem 7-algebry, kongruence

Definice 4.1
Systém (n,), .y, nezdpornych celych ¢isel nazveme typem, mnozinu ¥ chdpeme jako mnozinu
indexii. S kazdym typem uvazujeme systém operac¢nich symboli (f,), 5. Jazykem nazyvime uspo-

fddanou dvojici
((nff)creﬁ’ (fU)UEE)

Algebra typu T (T-algebra) je potom uspoiddand dvojice

A = (A7 (f(?[)UEE)

kde A je mnozina a pro kazdé o € ¥ je f2 n,-drnf operace na A, kde n-drnf operace znamend
zobrazeni A" — A, veetne A° = {0} dédvajici vybeér prvku.

Jazyky pro konkrétnf algebraické struktury ukazuje tabulka 1. Operace A\, znamend ndsoben{ skaldrem
r € R. Je-li téleso R nekone¢né, je nekonecny i dany jazyk.

Definice 4.2
Necht 2 = (4, (f2),cx) je T-algebra. Relace p na mnoziné A se nazyva kongruence r-algebry 2,
plati-li pro kazdé o € ¥,a1,by,...,a,,,b,, € A

ap pbi, ... an, pb,, = f?(al,...,ana) pf:;’l(bl,...,bno)

Potom je mozné definovat faktorovou algebru algebry 2 podle kongruence p

A/p = (A/p, (f?/p)gez) kde f2%([a1]p ..., an,],) = [ a1, ... an,)]

p
Korektnost takové definice je zaruc¢ena pozadavkem na kongruenci.
V grupéch kongruence odpovidaji normdlnim podgrupdam, faktorizovat podle kongruence znamend

totéz, jako podle normdlni podgrupy. V okruzich hraji stejnou roli idedly. Zna¢ime Con 2 mnozinu
viech kongruenci algebry 2 a F(A) mnozinu vech ekvivalenci na mnoziné A.

Véta 4.3
(Con 2, C) je tiplny podsvaz svazu (F(A), C).
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Diikaz: Dy = {la,a] | a € A} je nejmensi, A x A nejvetsi prvek (Con 2, C). Uvazujme libovolny
systém p; € Con A pro i € I # (). Ziejme (,., € Con 2. Déle plati

sup{p;|i€ I} Dsup{p;|i€l}
Con 2 E(A)

Ozna¢me pravou stranu p. Stacf ukdzat, Ze je to kongruence. p je tranzitivni obal |J;.; pi. Uvazme
libovolné o € ¥ a ozna¢me n := n,. Vezméme libovolnd ay,...,a,,by,...,b, € A takovd, ze a; p
bi,...,a, pb,. Chceme ukdzat

ffl(al, cey Q) P f?(bl, ey bp)

7 konstrukce p plyne
ar = C1,1 Piry €12 Pire €137 Pigymi—1 Clymy = by

A2 = C21 Piyy €22 Piss €23 " Pigyma—1 C2my = by

an = Cn1 Piny Cny2 Pins Cn3 " Pinymp—1 C2my = by
kde mq,...,m, € N,cop3 € A,inp € I. Z prvniho fddku dostdvame
A A
folay, ... a,) piy, fr(Clo, ... an) =
2A A
fo’ (ala"'aan) Pfg (01,27-"70%) =
2A A
s far, ey an) p (b, an)

Z druhého Fadku analogicky

ay, ... an) p f2(b1, by, .., an)

atd. O

Poznamka 4.4

Uvazujme-li typ (1), dostaneme tzv. l-unérni algebry 2 = (A, f), kde f: A — A. Ty leze
pomérné prehledné zndzornit diagramem (obrazek 2).

Poznamka 4.5
V piipadé svazi plati ndsledujici tvrzeni: Necht £ = (L, A, V) je svaz. Potom p € Con £ prave
tehdy, kdyz je to ekvivalence a pro vsechna a, b, c € L plati

(@ane)p(bAc) (1)
(aVe)p(bVe) (2)
c d / . 5
a b

Obrézek 2: 1-undrni algebra
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Diikaz: Ptimo z definice kongruence p € Con £ pravé tehdy, kdyz je to ekvivalence a pro vsechna
a,b,c,d € L plati

(anc
apbecpd = (ave) p
Odsud dosazenim d := ¢ plyne tvrzeni.
Naopak predpoklddejme a p b, ¢ p d. Na zdklade platnosti (1) a komutativity A je mozné psdt
(anc)p(bAc)=(cAb)p(dAb)=(bAd)

Diikaz pro V se vede analogicky. O

Poznamka 4.6
Podobné Ize dokazat nésledujici vlastnosti

apb = (aNnb)p(aVb)
a<b<c,apc = apb

4.2 Podalgebry

Definice 4.7
Necht % = (A, (f2),cx) je T-algebra. Algebru B = (B, (f?),.s,) nazveme podalgebrou algebry
2, jestlize B C A a pro vsechna o € ¥,by,...,b,, € B plati

2, bn,) = fE(br, ., by))
Piseme B < A a 2 = f2B" (tj. f* na B" dopadne stejné, jako fZ, restrikce funkce)
Lze ovsem jit i z druhé strany

Definice 4.8
Mnozina B C A se nazyva nosi¢ podalgebry algebry 2, plati-li pro kazdé o € ¥,by,...,b, € B

(b, ...,b,,) €B
Piseme B < 2.
Je-li B <, potom ziejmé B < A. Naopak, je-li B < 2, potom (B, (f2[B""),cs) <

Véta 4.9
Mnozina v8ech podalgeber algebry 2 je vzhledem k C tplny svaz.

Diikaz je pfimocary. O

Poznamka 4.10
Zatneme-li uvazovat podalgebry, plné se projevi forméln{ rozdil mezi nap¥. Booleovskymi svazy
a Booleovskymi algebrami.
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4.3 Homomorfismy

Definice 4.11
Zobrazeni a: A — B se nazyvd homomorfismus T-algebry A = (A, (f¥),cx) do algebry B =
(B, (f?),cx) plati-li pro kazdd o € , aq,...,a,, € A

« (f:;’l(al, .. .,ano)) = fa%(a(al), .. .,Oz(ana))

Implicitné piredpokldddame, ze obé algebry jsou téhoz typu. Homomorfismus znac¢ime a: A — B.
LIzomorfismem rozumime bijektivni homomorfismus, o dvou algebrdch fekneme, Ze jsou izomorfni,
pokud mezi nimi existuje izomorfismus.

Poznimka 4.12
Pro libovolnou kongruenci p € Con 2l zavidime oznaceni nat p pro zobrazeni A — A/p takoveé,
ze a + [a] . Jednd se o surjektivni homomorfismus 2 na A/p.

Pozndmka 4.13
Pokud 8 < 2, znac¢ime standardné ¢: b +— b vnofeni algebry B do 2. Je to prosty homomorfis-
mus.

Lemma 4.14
Relace ker o := {(a,a’) € A x A | a(a) = a(a’)} je kongruence na algebie 2.

Diikaz: 7 definice ker a je ziejmé, 7e se jednd o ekvivalenci. Uvazme libovolné o € ¥ a pisSme
n = ny,. Vezméme libovolnd ay,...,a,,b1,...,b, tak, ze ay p by,...,a, p b,. Potom a(a;) =
a(by),...,a(a,) = a(b,). Protoze a je homomorfismus, lze psat

«Q (f,?[(Ah---,an)) = f?(a(al),...,a(an)) =
2 (albr), . albn)) = a (b, .-, b))

Véta 4.15 O HOMOMORFISMU

Necht a: A — B je homomorfismus. Ozna¢me @: Akera — «a(A) takové, ze [al,., — o(a).
Potom a(A) < B (je to nosi¢ podalgebry), @ je izomorfismus 2A/ker @ na «(2) a plati « = - & -
nat ker «v, viz diagram. Navic, pokud je a surjektivni, B je izomorfni s 2 /ker a.

A 25 B

nat keral TL

A/kera —2— a(A)
Diikaz: 7 predchoziho dikazu je zfejmé, ze md smysl uvazovat ker o — je to kongruence. Dokazme
déle:
Mnozina a(A) je nosi¢ podalgebry. Vezméme libovolnd o € 3, by, ..., b, € a(A). Potom existuji jejich
VZOrY Qq, ..., a0, € A. Plati

FR(b1, . b)) = R (@), ... a(an) = a(f a1, ..., a)) € a(A)
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Zobrazeni a je bijekce. Ziejmé je surjektivni a pro libovolnd a, b € A plati a(a) = a(b) = [a],,, =

[b]kera‘
Zobrazeni & je homomorfismus. Ozna¢me p := ker a. Pro libovolnd o € 0,a4,...,a, € A pisme
a2 (o], laulo)],
—oz(fQl (ay,...,a ) ( ...,oz(an))

Zobrazeni « je slozeni i - & - nat ker a. Pro kazdé a € A

(- a-natkera)(a) = (v - @)([alerq) = t(e(a)) = a(a)

Definice 4.16
Algebra 8 je homomorfni obraz algebry 2, existuje-li surjektivni homomorfismus 2 — 5.

Disledek 4.17
Libovolny homomorfni obraz «(2) je izomorfni s faktoralgebrou 2/ker a.

4.4 Soudiny

Definice 4.18
Necht 2; = (A;, (f2),cx) je T-algebra pro i € I (i nespocetnou). Na mnoziné A := []
definujeme pro o € ¥ n,-drnf operaci f2 takto

Jo (@Diers s (@7 )ier) 1= (f ags - ai)

Algebru A = [[,.; 2 = (A, (f),os) nazveme soucinem systému algeber 2;.

ZGI

Pozndmka 4.19
Zobrazeni ¢;: A — A; takoveé, ze (aj)j 1 7 a; je surjektivni homomorfismus 2 na 2l; — piirozend
1-t4 projekce. Diikaz pro obecnou mnozinu / vyzaduje axiom vybéru.

Definice 4.20

Necht (%4;),c; je systém 7-algeber. Algebra B < [[. ;% se nazyvd podprimy soucin systému
(A;);cp> je-li pro kazdé ¢ € I projekce €;|B (¢; zizend na B) surjektivni. Viz obrdzek 3 — piiklad na
svazech.

Véta 4.21
Necht B je podpifmym soucinem systému (;),,, I # 0. Pak (., ker(¢;|B) = A, (diagondlni
relace na A).

Diikaz: Necht ((a;);c;, (bj);c;) € Nes ker(ei|B). Pro kazde i € I plati ((a;);c;, (b)) € ker(e|B).
Tedy ei((aj)jel) 6z((b )yg[) tj. a; = bi. O]
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A, I a aI A, A, x A,
b
| § AN Q > o
¢ VI (a,6) O (c, 8)
5 (b, 5)\0/?0, v)
(¢, 0)

Obréazek 3: Podpiimy soucin

Véta 4.22
Necht A = (A,...) je T-algebra, (p;)gc;, I # 0 systém kongruenci takovy, ze [,o; pi = Aa. Pak
2 je izomorfnf s podpiimym soucinem systému (A/p;), ;-
Diikaz: Hledanym izomorfismem je
ar A= Ilicr Alpi
a = (lal,),

Jednd se ziejmé o surjekci, dokdzeme déle vSe potiebné.

Zobrazeni « je prosté. Necht ([a]ﬂi)iel = ([b]ﬂi)iel' Pro kazdé i € I plati [a] = [b] ., tedy (a,b) € p;,
to znamend (a,b) € (\;c; pi = Aa.
Zobrazeni «. je homomorfismus. Uvazme tradicné o € ¥, n = no,aq,...,a, € A. Potom podle definic

zobrazeni «, operace na soucinu a faktoralgebfe miizeme psét

f(}—]ieﬂl/pi (O‘(al)a Tt a(an)) - fo’ (([al]pi)iel’ T ([an]ﬂi)i61>
= (72 (o laal,)) = (M@ a)],)

To uz je, opét podle definice a, « (ffl(al, ey an)).

el

Mnozina a(A) je podpiimy souc¢in. Méme ukdzat, ze zobrazeni
ela(): [/ — A/pi
jel
je surjektivni. Vezméme libovolny prvek A/p;, tj. [a] . pro vhodné a € A. To uz je ale obrazem «(a).

|

Definice 4.23
Algebra A = (A, (f21),ox) se nazyva podprimo rozlozitelnd, existuje-li systém kongruenci (p;)
I # () takovy, ze

el

mpi = Ay a zdaroven p; # Ay pro kazdé i € I
iel
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Napiiklad na obrdazku 3 je podpfimy soucin tii- a ¢tyiprvkového linedrniho svazu, tiiprvkovy linedrni
svaz je podpifmym soucinem dvou dvouprvkovych. Oproti tomu 95 je podpiimo nerozlozitelny.

Veta 4.24 (AC)

Kazd4 netrividlni! 7-algebra 2 je izomorfnf podpfimému sou¢inu vhodného neprazdného systému
podpiimo nerozlozitelnych 7-algeber. Pritom kazdd 2A; je faktoralgebrou 2.

()

icl
Lemma 4.25 ZORNOVO

Nect 2 = (A, <) je takovd uspofddand mnozina, ze kazdy retézec v 2 m4 horni zavoru. Potom
pro libovolné a € A existuje maximalni prvek a v 2 takovy, ze a < a.

Toto lemma je ekvivalentni axiomu vybéru. Dikaz véty je ponékud osklivy, oznacen jako nepovinny.
Vyuziva pravé Zornovo lemma.

Véta 4.26

Libovolny netrividlni podpiimo nerozlozitelny svaz je izomorfnf g .

Diikaz: Svaz g je zfejmé podpiimo nerozlozitelny. Jiny dvouprvkovy neexistuje. Uvazme tedy
|L| > 3. Existuje a € L, které nenf ani nejvétsi, ani nejmensi. Pro x,y € L definujme relace p, 7

xpygx/\a:y/\a
f
z7y<d:e>xVa:yVa

Jsou to kongruence. Necht z,y,z € L, x p y. Chceme ukdzat (x Az) p (yAz)a (xVz)p(yVz).
Vime, 7e xt Aa =y Aa. Tvrzeni x A2 ANa =y A zAa je zitejmé z vlastnosti svazi. Z distributivity
plyne

(xVz)AhNa=(zANa)V(zAa)=(yANa)V(zAa)=(yVz)Aa

Relace p je definovdna pomoci rovnosti, je tedy zfejmé ekvivalenci. Dudlné se dokdze, ze 7 je kon-

gruence.
Ziejme plati pN 17 = Ay, pritom p, 7 # A}, protoze existuji b < a < ¢, odkud a p ¢, a 7 b. Tedy
£ je podptimo rozlozitelny podle véty 4.22, coz je spor. O

Ddisledek 4.27
7 véty 4.24 a ptredchoziho plyne, 7e kazdy netrividlni distributivni svaz je izomorfni K — podpii-
mému soucinu systému [ ], ; g

Véta 4.28 (AC)
Libovolny distributivni svaz je izomorfni okruhu mnozin.

Diikaz: Hledanym izomorfismem je
u: R = (2,n,V)
(ai)iel —> {Z el | a; = ]_}

Zobrazeni u je bijekce diky tomu, ze K je podpiimy soucin, operace A,V v K odpovidaji ziejme N, U
v 2L, O

Lalespoii dvouprvkova
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Véta 4.29 (AC)
Libovolny Booletuv svaz je izomorfni poli mnozin.

Driikaz: Necht (a;);.; je nejmensi prvek B. Pripustme, Ze existuje ¢ € I tak, ze a; = 1. Potom
libovolny prvek v B méd na i-té slozce 1 — nejednd se o podpiimy soucin, coz je spor. Tedy (0),., € B,
analogicky (1),., € B. O

4.5 Termy a identity

Definice 4.30
Necht 7 = (ns),c5 je typ, (fo),ex Systém operacnich symboli a M libovolnd mnozina. Jazykem
£ rozumime (’/", ( fg)gez). Induktivné definujeme mnozinu Fe(M)

1. M C Fg(M)
2. Proo € X, wy,...,w,, € Fe(M) je fo(wy,...,w,,) € Fe(M)
3. Do Fg¢(M) patif pravée to, co vzniklo v koneéném poctu kroki z 1. a 2.

Prvky Fo(M) nazyvame slova nad M. Definujme déle

ffS(M)(wl, cey Wy ) = fo(wy, . wy,)

Algebru
SQ(M) = (FE(M)v (ffL‘(M))an)

nazyvame algebrou £-slov, resp absolutné volnou T-algebrou.

Uvazme dédle X = {x1,2s,...} mnozinu tzv. promeénngch. Prvky Fg(X) nazgvame termy jazyka £,
prvky Fo({z1,...,x,}) n-drnimi termy.

Uvazme napiiklad jazyk 1-undrnich algeber s piflusnym fukénim symbolem f. Potom n-drni termy
budou jednak zy,...,z, podle 1. a obecné f,,(z;) prom € N ai¢€ {1,...,n} podle 2.

Definice 4.31
Necht A je mnozina. Definujme eZ-A’n(al, ...yapy) := a; pro libvolnd n € N, a1,...,a, € A a
i€ {l,...,n} jako i-tou n-drni projekci na mnozinu A.

Definice 4.32
Necht f € AY"; g1, ..., gm € AY". Definujeme n-arnf operaci, tzv. kompozici f(gy, ..., gm) € A
takto

(flg1,--y0m)) (a1,...,a,) == f(gl(al,...,an),...,gm(al,...,an))

Definice 4.33
Necht A4 = (A, (ffl)g62
indukovany termem p jako

) je T-algebra, p € F¢(N,). Definujeme p*" € A4" polynom na 2A

A,n _
j p=1;

e
le,n = Z 2A,n A
I (ql’ ,---,qn;”> p=folar, - qn,)



17

Definice 4.34
Uspoiddanou dvojici termi (p, ¢) z Fe(n) nazveme identitou (piseme p = q). Rekneme, ze algebra
2l splituje identitu p = ¢ (pfseme A = p = q), plati-li p™™ = ¢*".

Diikaz korektnosti se vede indukef, znamend ukdzat, ze prom > n plati p*™(ay, .. ., a,,) = p™™(ay, . .., a,).

Definice 4.35

Identitu tvaru f*(z;) = f*"4(27) nazyvame reguldrni, pokud i = j.

Definice 4.36
Nect IT je mnozina identit. T#idu vSech 7-algeber spliiujicich vsechny identity z Il oznacime
Mod I1. Varieta T-algeber fikdme tiidé tvaru Mod I1 pro nejaké II.

Napiiklad
Mod {fkl(a:) ~ fRitdig) | e I} = Mod {fk(a:) ~ () i e [}

nebo
Mod { f*(x) = f*(y) | i € I} = Mod { f*(x) = f*(y) | i € T}
kde k :=min{k; |i € [} ad:= GCD{d; | i € I}.

5 Volné algebry

Tato kapitola je asi to nejzajimavéjsi, co v algebie viibec bylo. Bohuzel nestiham, ke statnicim to
potieba neni, takze to snad doplnim v ¢ervnu.



