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1 Grupy

Nejdiive uvedeme nékteré zdkladni pojmy:

Bindrni operace na mnoziné A je zobrazeni - : Ax A — A . Misto -(a, b) piseme
a-b.

(A,-) Mnozina A s operaci - se nazyvd grupoid.

e Operace - je komutativni, plati-li Va,b € A:a-b=15"a.

e Operace - je asociativni, plati-li Va,b,c€ A: (a-b)-c=a-(b-c).

Pologrupa je grupoid s asociativni operaci.

Levy neutridlni prvek e € A spliuje Va € A:e-a =a.
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Pravy neutrdlni prvek e € A spliujeVa € A:a-e=a.
Neutralni prvek je levy neutrdlni a pravy neutrdlni.
Monoid je pologrupa s neutralnim prvkem.

Véta 1.1
Necht e je levy neutrdlni prvek a f pravy neutralni prvek grupoidu (4, -). Pak

e=f.

Diikaz:

e=e-f=f
grupoid miuZe mit vice napi. levych neutrdlnich prvkia, ma-li i ngjaky pravy neutrdlni
prvek, pak md jediny neutrdlni prvek, tedy i jediny levy neutralni prvek. o

Definice 1.2

Necht (4, ) je grupoid s neutrdlnim prvkem e, a € A. b € A se nazyva levy
(resp. pravy) inverznf prvek k a, plati-li b-a = e (a - b = e). Prvek b se nazyva
inverzni, splituje-lia-b=0-a =e.

Véta 1.3
Necht (4, -, ¢e) je monoid, a € A, necht b je levy inverzni k a, ¢ je pravy inverzni
ka. Pak b=c.

Diikaz:
c=e-c=(b-a)-c=b-(a-c)=b-e=b

Definice 1.4
Permutace na mnozin¢ X je bijekce f : X — X. S(X) ozna¢me jako mnoZinu
vsech permutaci na mnoziné X.

Ziejmé plati f,g € S(X), pak go f € S(X).

Definice 1.5
Grupa je pologrupa s neutrdlnim prvkem takové, ze ke kazdému prvku existuje
prvek inverzni.

Poznamka 1.6

Grupa (S(X), o) se nazyvd symetrickd grupa na mnozin¢ X. Jde o grupu vsech
permutaci na mnoziné X. Je komutativni prave, kdyz | X| < 2. Pro X konec¢nou lze
predpoklddat, ze X = {1,2,...,n}, piseme S,,. |S,| = n!

Definice 1.7
Necht (i1,%2,...,ik), kK > 2 jsou po dvou rizné prvky z {1,...,n}. Permutaci
danou predpisem:

f(Z]) = Z.j+17pr0 j:]-)"'ak_]-a
f(lk) = ila
f(’L) = ’L.,pI'O ’L.E{1,2,...,”}—{il,iQ,...,’ik}
nazyvdame cyklem. Cyklus délky 2 nazyvame transpozici. Cykly (iq,...,ix) a (j1,...,71)
nazyvame nezavislé, plati-i {i1,..., it} N {j1,..., 01} = ¢
Véta 1.8
Libovolnou neidentickou permutaci f mnoziny X = {1,2,...,n} lze psdt jako

soucin po 2 nezdvislych cykli. Tento rozklad je jednoznac¢ny az na pofadi ¢initeld.
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Véta 1.9
Kazd4 f € S, je soucinem transpozic.

Definice 1.10
Necht f € Sp,, 1 <i < j < n. Dvojice (i,7) je inverzi v {, plati-li f(7) > f(j)-
Permutace se sudym (lichym) poctem inverzi se nazyva sudd (lichd).

Véta 1.11
Permutace je sudd prave, kdyz je souc¢inem sudého po¢tu transpozic.

Diikaz: Identickd permutace je sudd a je souc¢inem nula transpozic. Stac¢i ukdzat, ze
nésobeni transpozici méni paritu. |

1.1 Grupy zbytkovych tiid

Definice 1.12
Necht a,b € Z, a|b (a d&li b) pravé,kdyz Ic € Z : c-a =b.

Poznamka 1.13
Jen na okraj:

al0 pro Va € Z

0la préveé pro a = 0.

Véta 1.14
Necht a € N,b € Z. Pak existuje g € Z, r € {0,1,...,a—1} takze b=q-a+r.
Pfitom q i r jsou urc¢eny jednoznacne.

Diikaz:
1. b > 0 indukci vzhledem k b

(a) b<astatipsdt b=0-a+b, kde ¢ =0,r =b.
(b) b > a podle indukéntho predpokladu

b—a=gq-a+r, g€ Z,re{0,...,a—1}
b=(¢+1)-a+r
2. b < 0 podle prvniho bodu —b=¢q-a+r

= (—q)-a—r, pro r=20
= (—¢g—1)-a+(a—r), pro >0

Jednoznacnost:
b=q-a+r=q -a+r, q,q € Z,r,r" €{0,...,a—1}
Lze predpoklddat, ze r > r'.
r—r'=( —q)-a, r—r' e€{0,1,...,a—1}

jediny cely ndsobek a v mnozing na predchdzejicim fdadku je 0, tedy r =1',q = ¢’
O
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Definice 1.15

Necht a,b € Z. d nazveme spolenym dé&litelem &isel a,b, plati-li dla A d|b. d na-
zveme nejv&tsim spole€nym délitelem ¢&isel a,b, je-li mezi spole¢nymi déliteli nejvetsi.
Oznacujeme (a,b).

Véta 1.16 EUKLIDUV ALGORITMUS

Necht a,b € N.
= q-b+m
b = g -ri+r
Tt = @3-T2+7T3
Tp—2 = Qn- Tpn—1+Tn
Tm—1 = {gn+1°Tn

Plati r; € (0,b),r2 € (0,r1),r3 € (0,r2), atd. Pak r, = (a,b).
Diikaz:

1. dokdzeme, Ze 1, je spole¢ny délitel a,b

7 posledni rovnosti rp|rp—1

z predposledn{ Tn|Tn—2
3. Tn |T1

2. T |b

1. Tnla

2. a 7e 1, je nejvétsim spoleénym délitelem:
Necht d|a a zdroven d|b,

z l.rovnosti d|ry rn e N&d<r,
7 2. d|7“2

z predp. dlry,

Véta 1.17
Bezoutova rovnost Necht a,b € N. Pak existuje u,v € Z tak,ze u-a+v-b = (a,b).

Diikaz: Vyplyvé z Euklidova algoritmu. O

Definice 1.18
Cisla a,b € Z nazyvdme nesoudélnd, plati-li, ze (a,b) = 1

Disledek 1.19
Cisla a,b € Z jsou nesoudélng prave, kdyz Ju,v € Z takovd, ze u-a+b-v = 1.

Disledek 1.20
Necht a,b,c € N, alb- ¢, (a,b) = 1. Pak alc.
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Definice 1.21
a > 2,a € N se nazyva prvocislo, plati-li: a =b-¢, b,c € N = b= 1nebo c=1.

Lemma 1.22
Necht a € N,a > 2. Pak lze vyjadrit a jako soucin prvocisel. Tento rozklad je
jednozna¢ny az na pofadi ¢initeld.

Diikaz: existence indukef vzhledem k a, jednoznacnost indukei |

Definice 1.23
Necht a,b € Z,n € N.a=b (mod n) < n|(a —b) je kongruentni modulo ("a
je kongruentni s b modulo n"). Oznag¢ime [a], := {k-n + a|k € Z}.

Lemma 1.24
Je ekvivalentni :

1. a=b (mod n)

2. a,b ddvaji pii déleni n stejny zbytek.

Definice 1.25

Definujeme nésledujici mnozinu:
Z, = {[a]n]a € Z} = {[0]n, [1]n,---,[n — 1]p}; v prvni mnozing vypocitdvame i
prvky, které jsou shodné, zato druhd uz je presnym vyétem (vzajemné rizné t¥idy
tvorici rozklad Zy,), obsahuje jen zbytky po déleni.

Na Z,, definujeme operaci + piedpisem: [a],, + [b], := [a + b],, a déle operaci -
takto: [a],, - [b]n := [a - ]n.

Véta 1.26
Pro libovolné n € N je (Zy,+) komutativni grupa.

Véta 1.27
Prolibovolné n € N je (Zy, -) komutativni monoid. [a], mé inverzi < (a,n) = 1.

Disledek 1.28
(ZE = {[1]n, 2]n,-- -, [n — 1]n},+) je pro prvociselné n grupou.

Poznamka 1.29
* znamend, ze jde o mnozinu bez nulové t¥idy. Pouze je-li n prvocislo, je piislusna
Z7 uzaviend na operaci - a je tedy grupou.

Definice 1.30
Pro n € N definujeme tzv. Eulerovu funkci ¢(n) jako pocet ¢isel z mnoziny
{1,2,...,n — 1}, kterd jsou nesoudélnd s n.

Véta 1.31
Pro prvociselnd p plati o(p™) = p"~!.(p—1). Pro a,b nesoudéln4, plati p(a-b) =
e(a) - p(b)

Piiklad 1.1
©(1000) = (23.5%) = 22.1.52.4
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1.2 Zdkladni vlastnosti grup
Véta 1.32

Necht (s,-) je pologrupa,n € N, a1, az,...,a, € S. Pak soudin prvki a, as, . ..

v daném potadi nezdvisi na uzdavorkovani.
Diikaz: indukci vzhledem k n
1. pron = 1,2 neni co dokazovat

2. pro n > 3 a tvrzeni plati pro mens{ n:
necht a1, as,...,a, € S, uvazujme soucin

(a1 ...ag) - (ags1 - ap) =

podle indukéntho predpokladu nezavisi obsah 1. zavorky na uzdvorkovani (
ani 2. zdvorky),

= (a1 - (az...ar)) (k1 .--an) = a1 - (az...ar) - (Qgy1 .. .ap)

pro k > 2 nemusime pouzivat zdvorek a pro k = 1 uz mdme pozadovany tvar.

O

Véta 1.33

Je-li (S,:) komutativni pologrupa, n € N aq,as,...,a, € S. Pak vysledek

soucinu prvki ag,as,...,a, nezivisi na jejich poradi.

Definice 1.34

Bud' (s,-) pologrupa a € S, n € N. Definujeme a” := ag-a---a. Pokud m4
——

n initel
pologrupa neutralni prvek 1, klademe téz a° := 1.

Lemma 1.35
Ziejmeé Vn,m € Ny plati

Lemma 1.36
Maji-li a,b inverzi, feknéme a~',b~', plati, ze b~! -a~' je inverze a - b.

Definice 1.37

Pro n € N klademe a™" := (a~1)". Co# je samoziejmé rovno (a™)~!.

Lemma 1.38
Opét se snadno vidi, ze Vm,n € Z

Definice 1.39

Rad prvku a grupy (G, ) je nejmensi prirozené ¢islo n takové, ze a™ = 1. Pokud

takové n neexistuje, pravime, ze a mé ¥ad 0.

Piiklad 1.2
V(Z,+) md a =2 1ad 0.
V (Zg, +) je to takto:
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0]6 mg iad 1.
]6 m4 fad 1.

Lemma 1.40
Necht (G, -) je grupa, a € G.

1. Necht ajefddun, k€ Z, k=qn+r,q € Z,0 <r < n, pak
a®=a

2 n

1,a,a?,...,a" ! jsou po 2 riizné.

2. Necht a je iddu 0, pak pro libovolné k,1 € Z,k #1 je a* # a'

1.3 Podgrupy

Definice 1.41
Necht (G, ) je grupa a H C G. H nazyvdme nosi¢em podgrupy grupy (G, -), je-li

e le H
ceacH=a'leH
e a,beH=a-beH

Definice 1.42
Grupu (H,o) nazveme podgrupou grupy (G,-) plati-li: H C G,a,b € H =
aob=a-b.

Paklg =1y :1g-1g=1g =1goly = 1 -1g. Prolibovolné a € H je inverze
a! v (H,o) rovna inverzi a ! v (G, ). Odvozeni je analogické.

Véta 1.43
V dalsim nebudeme mezi témito pojmy rozlisovat.

Lemma 1.44
Necht (G, ") je grupa. (H;);cr je systém podgrup, I # ¢. Pak H =)
opét podgrupa.

ier Hi je

Véta 1.45

Necht (G,-) je grupa, M C @G. Pak existuje (vzhledem k inkluzi) nejmensi
podgrupa grupy obsahujici mnozinu M. Je rovna [, ; H;, kde (H;);cr je systém
viech podgrup, které obsahuji mnozinu M.

i€l

Diikaz: I # ¢, nebot samo G je takovou podgrupou.

H = (;c; Hi je podgrupa podle pfedchoziho lemmatu. Ztejme M C H. Chci
dokdzat, ze H je nejmensi takovd. Necht H’ je podgrupa obsahujici M. A ziejme
Jip € I : H' = Hy,, ale plati, 7e (;c; H; C Hy,. |
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Definice 1.46
Podgrupu z ptedchézejici véty nazyvame podgrupou generovanou mnoZzinou M,
oznacujeme (M).

Priklad 1.3

(Z,+) je generovdna napiiklad mnozinou {—1} nebo {2,3}. Nesta¢i mnozina
{2}. Ta generuje jen podgrupu sudych ¢isel.

Definice 1.47
Grupa generovand jednoprvkovou mnozinou se nazyva cyklickd.

Véta 1.48
Necht (G, -) je grupa, M C G. Pak

(M) ={ai*-a3*-...a;*|n € Ng, a1,...an, € M, €1,...,65 € {1,-1} }
Soucin délky 0 interpretujeme jako jednicku 1.

Disledek 1.49
(a) = {a*|k € Z}. Misto ({a}) piseme (a).

1.4 Morfismy

Definice 1.50

Necht (G,-), (H, o) jsou grupy. Zobrazeni a : G — H se nazyva homomorfismem
grupy (G,-) do grupy (H,o), plati-li Va,b € G : a(a - b) = ala) o a(b). Piseme
a: (Ga) - (H)O)

Daéle oznacujeme vnotfeni jako prosty homomorfismus, izomorfismus jako bijek-
tivni homomorfismus.

Rikédme, ze (G,-) je izomorfni s (H, o), existuje-li izomorfismus (G, ) na (H, o),
piseme (G, -) 2 (H, o).

Lemma 1.51
Ptirozeny logaritmus In : (R*,) = (R, +) je izomorfismus. Plat{ také (Zg, -) 22

Véta 1.52
Necht a : (G,-) — ( o) je homomorfismem grup. Pak a(lg) = 1g, pro lib.
a€Gala™t) = (aa))”

Poznamka 1.53

Slozeni homomorfismi je op&t homomorfismus. Zobrazeni inverzni k izomorfismu
je izomorfismus. Je-li H podgrupa grupy (G, -), pak inkluze je vnofenim (a — a).
1.5 Cayleho véty

Budeme pracovat s touto strukturou: necht A je mnozina. (44, 0) je pologrupa.

Véta 1.54
Libovoln4 pologrupa je izomorfni podpologrupé pologrupy (A4, -) pro vhodnou
mnozinu A.
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Diikaz: Necht (S,-) je pologrupa. Definujeme pro a € S zobrazeni p, : S — S
vztahem f,(z) = a -z pro libovolné x € S. p je vnoieni (S,-) do (S%,0).

Chceme dokdzat, ze p je homomorfismus:

Proa,be S,z € S, pak ps.(z) = a.b.z. Plati p,opp(z) = pa(pp(x)) = pa(b.x) =
a.b.z. Tedy jde skute¢né o homomorfismus. Chceme navic, Ze p je prosté:

a,b € S, p, = pp. Lze piedpokladat, Ze nage pologrupa S je monoid, neni-li,
pak piiddme 1. Plati p,(1) = pp(1), z toho a.1 = b.1, a tedy a = b. A médme
izomorfismus.

O

Véta 1.55
Libovolnd grupa (G, -) je izomorfni s podgrupou (=lze vnofit do) grupy (PermA, o)
pro vhodnou mnozinu A. Za A lze vzit G.

1.6 Klasifikace cyklickych grup
Véta 1.56

Libovolna nekonecnd cyklickd grupa je izomorfuni grupé (Z,+).
Libovoln4 n-prvkové (n € IN) cyklickd, grupa je izomorfni grupé (Zy,, +).

1.7 Soucdiny grup

Definice 1.57
Necht (G, -), (H, o) jsou grupy. Na mnoziné G x H definujeme operaci ¢ takto:
(a,b) o (a',b") :==(a-a',bod). (ndsobeni po slozkach)

Lemma 1.58

(G x H,) je grupa. Zobrazeni ¢ : G x H — G (a,b) — a,n: G X H —
H (a,b) — b jsou surjektivni homomorfismy grupy (G x H, ) na (G, ) respektive
(H,o0).

Véta 1.59
Necht (G,-) je komutativni grupa, H a K jeji podgrupy. Necht H N K =
{1},GCH-K (={h-klhe H k€ K}) Pak (G,) 2 (H,-) x (K,").

1.8 Klasifikace kone¢nych komutativnich grup

Véta 1.60
Necht (G,-) je konetnd komutativni grupa, |G| > 2. Pak

(@G,-) = (pr1,+) X oo X (L , +)

kde m,ky,...,kym € N, p1,...,pm jsou prvocisla. Tento rozklad je jednoznatny az
na pofadi ¢initeld.

1.9 Lagrangeova véta

Definice 1.61
Necht (G, -) je grupa, H jeji podgrupa, definujme aH := {a-hlh € H}, G/H :=
{aH|a € G}.

Lemma 1.62
Pro a,b € G je ekvivalentni :

1. aH = bH
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2. a € bH
3. b-'ace H

Véta 1.63
G/H je rozklad na mnozing G. Libovolné dvé tiidy jsou stejné mohutné.

Dikaz:
¢ U,cqaH 2 G, nebot a € aH.

e necht ¢ € aH NbH, pak Jh, k € H tak,ze

c=ah = b-k |- b~ tzprava
a = b-k-h™" €bH; k-h™'eH

Tedy aH = bH a jde o rozklad.

Necht a € G, a: H — aH,h — ah. « je surjektivni a injektivni. Tedy bijekce
a mezi lib. dvéma tiidami. Proto jsou lib. dveé t¥idy stejné velké.

Disledek 1.64
Necht (G,-) je komutativni grupa, |G| = n. Pak

[t

. |G| = |G/H| - |H]|, pro libovolnou podgrupu H.

2. (LAGRANGEOVA VETA) |H| déli |G|, pro libovolnou podgrupu H.
3. a € G tadu m, pak m|n.

4. je-li n prvodislo, je (G, -) cyklicks.

5. (FERMATOVA VETA) a € G, pak a” = 1.

Disledek 1.65 (EULER)
Necht a,n € N, (a,n) = 1. Pak a¥*™ =1 (mod n).

Diikaz: uvazujme grupu invertibilnich prvka v (Z,,,-). Tato grupa mé p(n) prvki (
[a], méd inverzi < (a,n) = 1) [a]2™ = [1], O

1.10 Faktorové grupy

Definice 1.66

Podgrupa H grupy (G, -) se nazyvé normalni, plati-li Va € G : Vh € H : a~*ha €
H.

G/H :={aH|a € G} - levy rozklad

H\G := {Hala € G} - pravy rozklad

Lemma 1.67
Je ekvivalentni:

1. H je normélnf grupa.
2. Ya€G:aH = Ha(< G/H = H\G)
3. Na G/H definujeme takto operaci: aH - bH := (a - b)H.
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Véta 1.68

Je-li (G,-) grupa, H jeji normélni podgrupa, pak G/H s operaci definovanou
vyse je grupa. Zobrazeni natH : G — G/H,a — aH je surjektivni homomorfismus
grupy (G, -) na grupu (G/H,-).

Definice 1.69
Necht « : (G,-) — (H,-) je homomorfismus grup, klademe J(a) := {a €
Gla(a) = 1}.

Lemma 1.70
Necht (G, ) je grupa. Normélni podgrupy v (G, -) jsou prave jadra homomor-
fismii vedoucich z (G, -).

Diikaz: necht H je norméln{ podgrupa v (G,-). natH : (G, ) — (G/H,")

J(natH) = {a€ G|(natH)(a) = H}
= {a€GlaH=H}=H

Naopak, bud’ « : (G,) — (H,-) homomorfismus, dokdzeme, Ze J(«) je normdalni
podgrupa v (G,-) : 1 € J(«)

a,be J(a) = ala) =a(b) =1= alab) = aa) -a(b) =1

ala™!) = (a(a))"t =171 =1 a mdme podgrupu.

Normélnost: a € G, b € J(a). Chceme a tba € J(a). a(a™t -b-a) = (a(a)) -
a(d) - ala) = 1. O

Lemma 1.71
J(a) = {1} & « je prosté.

Véta 1.72

Necht a : (g,-) — (H,-) je homomorfismus grup. G’ je normélni podgrupa
(G,-), necht G’ C J(«a). Pak existuje jediny homomorfismus g : (G/G',-) —» (H,")
takovy, ze 8 o natG' = a.

Disledek 1.73
Necht o : (G,) — (H,-) je surjektivni homomorfismus. Pak (G,-)/J(a) =
(H) )

2 Okruhy a polynomy

2.1 Zavedeni pojmu okruh

Definice 2.1
Usporadanou trojici R = (R, +, ) nazyvame okruh, je-li (R,+) komutativni
grupa, (R,-) monoid a jsou-li splnény tzv. distributivni zakony:

Va,b,c€ R:a(b+c¢) = ab+ac
(a+be = ac+be

R se nazyvd komutativni okruh, je-li (R,-) komutativni.

Oznacenf:
e 0 ...je neutrdlni prvek vzhledem k +,

e —q ...inverzi prvku a vzhledem k + nazyvame opatni prvek,
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e 1 ...je neutrdlni prvek vzhledem k -,
e R se nazyvi trividlni, je-li |R| =1,
e a—b:=a+ (-b).

Lemma 2.2
Necht R = (R, +,-) je okruh. Pak

1. )a=a0=0
2. (—a)b = a(—b) = —(ab)

w

.a(b—c)=ab-ac
4. R je trividlni & 0 =1

Definice 2.3
Okruh R se nazyva obor integrity, je-li netrividlni, komutativni a plati Va,b €
R:(ab=0=a=0Vb=0).

Tedy v oboru integrity se nevyskytuji délitelé nuly nebo také, analogicky, nenulové
prvky jsou uzavieny vzhledem k n&sobeni.

Lemma 2.4
(Zy,+,-) je obor integrity < n je prvodislo.

Definice 2.5
Okruh R se nazyva t&leso, je-li (R*,-) komutativni grupa.

Q, R, C jsou telesa. Naprosto ziejmé je, ze je-li R téleso, pak R je i oborem integrity.

2.2 Zdéakladni vlastnosti

Definice 2.6
Charakteristika okruhu R je fad 1 v (R, +). Znacime charR.

Piiklad 2.1
charZ,, = n, ¢iselné okruhy maji charakteristiku 0.

Lemma 2.7
n

——
Necht charR =n, a € R, pak plati n-a = 0. (n - a znamend a +a- - - + a).

Lemma 2.8
Charakteristika oboru integrity je 0 nebo prvocislo.

Definice 2.9

Bud R komutativni okruh, a,b € R. a déli b, jestlize 3c € R: a-c = b. Piseme
alb. Prvky a,b nazyvdme asociované, je-li alb, bla. Piseme a ~ b. Prvek e € R
nazyvame jednotkou (v libovolném okruhu), méa-li v (R*,-) inverzi.

V R jsou jednotky vsechna ¢isla mimo 0 a asociované prvky jsou vsechny dvojice
nenulovych ¢isel.

Lemma 2.10
Plati:

1. ~ je relace ekvivalence na R.
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2. R obor integrity. Pak a ~ b prave, kdyz existuje jednotka c tak, ze b =a - c.

Definice 2.11

Bud’ R komutativni okruh, a,b,c,d € R.

Prvek c je spole¢ny d&litel prvka a,b, plati-li c|a, c|b.

Prvek c je nejvétsi spole€ny délitel, je-li spolec¢ny délitel a pro libovolny jiny
spole¢ny delitel d plati d]c.
Definice 2.12

Libovolny prvek a € R je délitelny libovolnou jednotkou a libovolnym prvkem
asociovanym s a, tyto délitele nazyvame nevlastni délitele.

Definice 2.13
Prvek a € R se nazyva ireducibilni, je-li rizny od 0, neni jednotkou a mé jen
nevlastni délitele.

Lemma 2.14
Necht R je komutativni okruh, pak

1. pokud existuje nejvétsi spolecény délitel prvka a,b je ur¢en jednoznacné az na
asociovanost.

2. je-li a ireducibilni, a ~ b, pak je prvek b také ireducibilni.

2.3 Vitana vlastnost okruhi

Vlastnost, kterd je u okruhia tak cenénd, je jednoznacnost rozkladu. Uvedeme si
definici, kterd tento pojem zavadi pfesné.

Definice 2.15

Libovolny prvek a € R*, ktery nenf jednotkou, lze psat ve tvaru a = p; ... pg,
kde £ € N, p1,...,pr jsou ireducibilni prvky. Pokud téz a = ¢q; ---q;, kde [ € N,
qi,-..,q jsou ireducibilni, potom [ = k a zdrovei existuje permutace m mnoziny
{1, s k} tak, ze q; ~ Pr(i)-
Piiklad 2.2

Okruh (Z, +, ) je s jednozna¢nym rozkladem, libovolné téleso je okruhem s jed-
nozna¢nym rozkladem.

2.4 Podokruhy

Definice 2.16
Necht R = (R, +,-) je okruh, mnozina M se nazyvd podokruhem okruhu R,
plati-li M C R, 0,1 € M, a jestlize a,b € M, pak plati a + b,a-b,—a € M.

Poznamka 2.17
Zejména (M, +) je podgrupa grupy (R, +). Ztejmé i (M,+/M X M, /M x M)
je okruh.

Lemma 2.18
Necht S; pro i € I,1 # ¢ je podokruh okruhu R = (R, +,). Pak také (), S;
je podokruh.

Zavedeme nésledujici oznaceni: Pro libovolnou mnozinu M C R existuje nej-
mens{ podokruh okruhu R obsahujici M. Nazveme ho podokruh generovany mnozi-
nou M, ozna¢ime [M]. Déle necht S je podokruh okruhu R, a € R; misto [S U {a}]
piseme S|a].

Lemma 2.19
Sla] = {ap + a1a + asa® + ...+ aza™n € Ny, ag, ..., o, € S}.
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2.5 Homomorfismy okruhi, podilové téleso
Definice 2.20

Necht R = (R, +,), S = (S, +, ) jsou okruhy. Zobrazeni « : R — S se nazyva
homomorfismus okruhu R do okruhu S, plati-li:

e afa+b) =ala)+ ad)

e aa-b) =ala)-ald)

e a(l) =1g, kde a,b € R.

Zejména se jednd o homomorfismus grupy (R, +) do grupy (S, +). Déle « se nazyva
izomorfismus, je-li a bijektivni. R a S se nazyvaji izomorfni, existuje-li izomorfismus

R na S.

Lemma 2.21

Necht o : R — S je homomorfismus okruhi.

e a je prosté & J(a) := {a € R|a(a) =0} = {0}

e Libovolny homomorfismus téles je prosty a proa € R* plati a(a™!) = (a(a))™!
Lemma 2.22

Necht R = (R, +,-) je obor integrity. Na mnozing¢ R x R* definujeme relaci ~

takto:
(a,b) ~(¢,d) & a-d=b-c.

Pak ~ je relace ekvivalence.

Oznacime tiidu ekvivalence takto: § = [(a,b)]~

Definice 2.23

ad + be

¢ a4 c._ac

d”~  bd b d° bd
a *

QR) = {3I(a,h) € R x R"}

a,
b

Mnozina Q(R) se oznacuje také jako podilové t&leso.

Véta 2.24
+, - jsou korektné definované operace na Q(R).
(Q(R),+,) je téleso.

Definice 2.25 RACIONALNI ¢isLa

Q= Q((Z7 +, ))

Véta 2.26

Necht R = (R, +,-) je obor integrity, ~: R = Q(R);a + § je prosty homomor-
fismus R do Q(R). Je-li @ : R — T prosty homomorfismus do télesa T, existuje
jediny homomorfismus 8 : Q(R) — T takovy, Zze fo ~= a.

Definice 2.27 7ZAVEDEN{ PRIROZENYCH C{SEL
Np je nejmensi mnoZina obsahujici ¢ a uzaviend vzhledem k (undrni) operaci
a— aU{a}.
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Definice 2.28
Zavedeme relaci ~ na N x Ny takto:

(a,b) ~ (c,d) & a+d=b+c
Jde ziejmé o relaci ekvivalence.

Definice 2.29

Z = (NO X No)/ ~

Prvek této mnoziny vyjadifme jako a — b := [(a,b)]~. Operace budou zavedeny
takto:

(a—b)+(c—d):=(a+c)— (b+d) (a —b) - (¢ — d) := (ac + bd) — (ad + bc)

2.6 Polynomy

Definice 2.30

Necht R = (R,+, ") je okruh. Polynomem nad R nazyvdme posloupnost f =
(fo, f1,-..) prvki z R takovou, Ze skoro vsechny jsou rovny O (tzn. vSechny az na
kone¢ny pocet; nebo od jistého mista jsou vsechny nulové).

R[z] — je mnozina vsech polynomi na R.

Na R]z] definujeme operace +, - takto:

(fo, f1,---) + (g0, 91,---) = (fo + go, fr + g1,--.)

(f())fl: .. ) . (g())gl;- . ) = (hO;hh' . '))
kde h; := E;:o figi—j proi =0,1,.... ZfeJmé je ho = fogo; b1 = fog1 + figo; - --
Lemma 2.31

Rlz] = (R[z],+,") je okruh. Je-li R komutativni, je i R[z] komutativni. Je-li R
obor integrity, je i R[z] obor integrity (toto neplati pro téleso !).

Definice 2.32
Stupen polynomu f, st(f) je nejvetsi n € N takove, ze f, # 0, kde f,, je vedouct
koeficient polynomu f. Stupeit polynomu (0,0, ...) klademe —ooc.

Lemma 2.33
Necht f,g jsou polynomy.

st(f +g) < maz{st(f),st(g)}

st(f.g) < st(f) + st(g)
Je-li R obor integrity, plati ve 2. piipadé rovnost.

Lemma 2.34

Necht R je obor integrity,f € R[z] . fje jednotka v R[z] pravé tehdy, kdyz je
konstantnf a je jednotkou v R.

(jen na okraj: ztotoziiujeme prvky z R a konstantni polynomy)

Piiklad 2.3
v okruhu (Z,,+,-) plati:
(22 4+ 1)(2z + 1) = 1 — tento nekonstantni polynom je jednotkou
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Lemma 2.35
Necht R je obor integrity, f,g € R[z]. Necht vedouci koeficient polynomu g
je jednotkou v R. Pak existuji, a to jednozna¢né polynomy ¢,r € Rz| takové, Ze

f=aq-q+r,st(r) <st(g) .

Ptiklad 2.4
Nejsme-li nad oborem integrity, nenf jednozna¢nost:

2c0+1=12z+1)+0=222z+1)+1

Véta 2.36
Je-li R teleso, f,g € R[z]. Pak existuje nejvétsi spolecny délitel h téchto poly-
nomi a existuji polynomy u,v tak,ze u-f+v-g=~h

Diikaz: viz Eukliduv algoritmus a dikaz Bezoutovy rovnosti |

Lemma 2.37
Necht R je obor integrity. f, g € R[z] jsou asociovany prave tehdykdyz existuje
jednotka c € R tak, 7ze g =c- f.

Definice 2.38
Normovany polynom m4 vedouci koeficient roven 1 (jedné).

Véta 2.39
Necht R je téleso, f,g € R[z]\{0}. Pak existuje jediny jejich normovany nejvetsi
spole¢ny délitel, oznacujeme ho (f,g).

Diikaz: plyne z piredchozi véty a lemmatu o jednoznac¢nosti NSD |

Definice 2.40
Polynomy f,g se nazyvaji nesoudé&lné, plati-li (f,g) = 1.

Véta 2.41
Necht R je téleso, f,g,h € R[z]. Jestlize f|g- h, (f,g) = 1, pak plati fl|h.

Diikaz: viz Bezoutova rovnost O

Definice 2.42
Polynom f se nazyva ireducibilni, je-li nekonstantni a neni-li sou¢inem dvou
nekonstantnich polynomii.

Priklad 2.5

V polynomech Z[z]: 2 — je ireducibilni prvek (nad Z), neni ireducibilni poly-
nom.

2x — je ireducibilni polynom, nenf ireducibilnf prvek.

Lemma 2.43
Necht R je téleso. Pak f € R[z] je ireducibilni polynom < je ireducibilni prvek.

Poznamka 2.44
Nad oborem integrity je libovolny linedrni polynom ireducibilni.

Véta 2.45

Necht R je téleso. Pak R[z] je okruh s jednozna¢nym rozkladem.

( f € RJz] nekonstantni, f lze psit ve tvaru f = a - pip2...pr a to jedinym
zplisobem az na poiadi ¢initeld; a € R, pip2...pr jsou normované ireducibilni
polynomy)
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Diikaz: Existence: f € R[z] nekonstantni; indukei vzhledem ke n:= st(f)
e n =1, f se normuje
e n > 2 bud f je ireducibilni, pak se f normuje, nebo f = g-h, st(g),st(h) > 1
a pouziji indukeni piredpoklad.

Jednoznacnost: f =a-p1...pk =b-q1...q
Ziejmeé a = b jako koeficienty nejvyssi mocniny.

Kdyby pr # q1,-..,q bylo by (pe,q1) = ... (pk, @) = 1, (p,b) = 1 a NSD je
konstantnf polynom. (Plati f|gh, (f,g9) = 1 = f|h) l-krat aplikovat, dostali bychom
pr|1 tedy spor. Proto musi py, = ¢, (1 <m <)

Pr. - Pek—1=0q1..-Qm—-19m+1---qI

Pouzijeme déle indukci vzhledem ke k. O

2.7 Koieny polynomi

Definice 2.46
Necht je R okruh, ¢ € R, f € R[z], f = faz" + ...+ fiz + fo. C se nazyvd
kofenem polynomu f, plati-li

fle):=fuc+ ...+ fic+ fo=0.

Lemma 2.47
Necht R je komutativni okruh, ¢ € R, f,g € R[z]. Pak plati:

L (f+9)(c) = f(o) +g(c)
2. (f9)(e) = f(c) - g(o)

Véta 2.48
Necht R je komutativni okruh, ¢ € R, f € R[z]. Pak c je kofen f pravé tehdy,
kdyz plati (z — ¢)|f.

Definice 2.49
Necht R je komutativni okruh, ¢ € R, f € R[z], k > 1. ¢ je k-ndsobny kofen f,
plati-li (z — ¢)*|f, a zdroven (z — c)k*+1 ff.

Véta 2.50
Necht R je téleso, f nenulovy polynom nad R, pak f m& nejvySe n = st(f) kofent,
pocitame-li kazdy tolikrdt, co jeho ndsobnost.

Poznamka 2.51
Vétu je mozno zobecnit az na okruh integrity.

Definice 2.52
Necht R je okruh, f € R[z], definujme ¢(f) : R = R,a — f(a)

Véta 2.53
Necht R je nekone¢ny obor integrity. Pak f = g prave tehdy, kdyz ¢(f) = ¢(g)-

Definice 2.54
Necht f = ap,z™+...+a1z+ag Definujeme f' = na,z®* ' +...4a; a nazyvime
derivace f.

Lemma 2.55
Plati (f +9)' =f'"+¢,(f-9)'=f -9+ f-9"
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Véta 2.56

Necht R je téleso charakteristiky 0, f € R[z], ¢ € R. Jestlize c je k-ndsobny
koten f, k > 2, pak c je (k-1)-ndsobny koien f’. Jestlize ¢ je jednoduchy kofen
(ndsobnosti jedna) f, pak c¢ neni kofen f’.

Definice 2.57
Teleso R se nazyva algebraicky uzaviené, mé-li kazdy nekonstantni polynom nad
R v R kofen.

Véta 2.58
Z&dneé konecné teleso neni algebraicky uzaviené.

Piiklad 2.6
pro R ={ay,...a,} polynom f =(z —ay)...(x — a,) + 1 nemd v R kofen.

Véta 2.59
Teleso R je algebraicky uzaviené < ireducibilni polynomy jsou pravé linedrni
polynomy.

2.8 Polynomy nad C, R, Q

Véta 2.60 ZAKLADNI VETA ALGEBRY
Teleso C je algebraicky uzaviené.

Lemma 2.61
Necht ¢ € C je koten f € R[z]. Pak T je kofen f.

Véta 2.62
Nad R jsou ireducibilni polynomy préve linedrni polynomy a kvadratické poly-
nomy se zdpornym diskriminantem.

Véta 2.63
Necht f = an2™ + ... + a1z + a9 € Z[z]. %je koten f, p € Z, ¢ € Z \ {0},
(p,q) = 1. Pak plao, qlan. Pro r € Z plati (p — rq)|f(r).

Véta 2.64
Polynom f € Z[z] je ireducibilni < je ireducibilnf nad Q.

Véta 2.65 EISENSTEINOVO KRITERIUM
Necht mame polynom f = anz"™ + ...+ a1z + ap € Z[z]. Jestlize existuje
prvocislo p tak, ze plag, - . . plan—1, pnedélia,, p*nedéliay potom f je ireducibiln{ nad

Q.

Piiklad 2.7
x™ + 2 je ireducibilni nad Q (pro prvocislo p=2).



