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I. Cayleyova véta pro grupy
Izomorfni zobrazeni:

Bud G1,Gs grupy, f : Gi — G>. Rekneme, 7e f je izomorfni zobrazeni, jestlize:
1. f je bijekce (injekce, surjekce)
2. f(a)- f(b) = f(a-b), pro Va,b € G (homomorfismus)

Caleyova véta

Libovolnd grupa G je izomorfni s jistou podgrupou grupy S(A) vSech permutaci
mnoziny A, pro vhodné A. Za A lze vzit i G.

Diikaz:

Necht (G,-) je lib. grupa. Pro pevné a € G oznalme p,: G — G zobrazeni
definované vztahem: p,(x)=a.z, Vo € G

Zobrazeni p, je :

1. injektivni: py(x)=p.(y) = ax =ay => x =y
2. surjektivni: y € G, hleddme = € G, po(z) =y =>y=ax =z =a"!
redG

Y =

Zkonstruhujeme injektivni homomorfismus z G do S(G).
Definujeme: f: G — S(G) predpisem f(a) = p, pro Va € G
Zobrazeni f je:

1. injektivni: nebot a,b € G, f(a) = f(b) = pa. = py pro libovolné z € G je
pak po(z) = pp(x), neboli a.x =b.x = a=1>

2. homomorfismus: nebot pro a,b € G, z € G:

(f(a)- F(0) (@) = (pa o po)(x) = pa(pp(x)) = palb.z) = ab.x
< f(a.b)(z) = paop(z) = a.b.x

Pak dostavéame, Ze f je vnofeni G do S(G), atedy G je izomorfni s podgrupou
£(G) grupy S(G).

Disledek: Kazda konecnd grupa faddu n je izomorfni s jistou podgrupou
grupy permutaci S,.
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II. Klasifikace cyklickych grup
Rad prvku:

Necht (G,-) je grupa, a € G. R4d prvku a definujeme jako nejmensi ¢islo n
takové, ze a™ = 1. Pokud takové ¢islo neexistuje, fekneme, ze rad prvku je 0.

< M >, generatory grupy:

Bud M podmnozina grupy G. Symbolem < M > oznaéime prinik vSech pod-
grup grupy G obsahujicich mnozinu M. < M > se nazyva podgrupa generovana

mnozinou M. Mnozinu M nazyvame mnozinou generatord grupy < M >.

Pokud M = {ay,...,a,}, pak hovoiime o podgrupé generované prvky ay, . ..

a oznacujeme ji < ay,..., 0, >.

Véta:

Bud M # 0 podmnozina grupy G.

Pak < M >={af'-... a5 |n € Ny, a;,...,an € M, e1,...,e5 € {1,-1} }.
Diikaz:

1. (Y,.) podgrupa grupy (G, .).
(a) a®=1=>1€Y
(b) a,beY =>abeY
(¢c) a€eY =a' €Y, protoze (aj* - ... a5*) "' =a,;" ... q]

2. MCY:
aeM,n=1,a=a,e1 =1

3. M CZ, Z je podgrupa (G,.) =Y C Z.

ait«...-ar €Y
ai,--.,an € M C Z je podgrupa
ail,...,a;r € Z je podgrupa
al' ...-ar €7

Cyklicka grupa:

Grupa (G, ) se nazyvé cyklickd, existuje-li a € G takové, Ze < a >=G.

Véta:
1. Libovolné nekoneénd cyklickd grupa je isomorfni s (Z, +).

2. Libovolna n-prvkova cyklickd grupa (n € N) je isomorfni se (Z,,,+).

Dikaz:
Necht (G, .) cyklickd grupa, a je jejl generator, tj. {a* |k € Z} = G

1. |G| > Ny, pak Tad a je 0
a:G—Z
a* — k je korektni (af = d! & k=1)

(a) «a je homomorfismus :
ald®-ad) =a(@ ) =k+1, ald®)+ald)=k+I

(b) « je prosté : k=1= a* = d
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(¢) a je surjektivni : vzorem ke k je a*

2. |G| =n,n € N, pak a je fadu n
a:G = Z, ,a" = [k], je korektni (a* = a' & [k], = [l]n)

(a) «a je homomorfismus :
a(af-a) = a(a*t) = [k+1],, a(a®)+a(al) =[k]n+[]n = [k+]s
(b) a je prosté : [k], = [l], = a* = d

(c) a je surjektivni : [k],, m4 vzor a*
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III. Faktorové grupy

Levé tridy:

Bud G grupa, H jeji podgrupa, a € G. Mnozinu aH = {a-h |h € H} nazyvime
levd tiida grupy G podle podgrupy H (urcend prvkem a).

levy rozklad: G/H = {aH |a € G}

pravy rozklad: H\G = {Ha |a € G}

Lemma 1.

Bud G je grupa, H je jeji podgrupa. a,b € G pak plati:
aH=bH<=acbH<+=blacH

Normalni podgrupa:

Necht G je grupa. Podgrupa H se nazyva normalni, jestlize pro Vh € H, Vg € G
plati ¢! -h-g € H.

Lemma II.

Podgrupa H grupy G je normalni, pravé kdyz pro libovolné prvky a € G, h € H
existuje prvek h € H, takovy Ze h.a = a.h.

Duikaz:

h.a=ah=a 'ha=a'ah

Véta o Faktorové grupé (G/H,.)

Bud G grupa, H jeji normdlni podgrupa. Definujeme soucin dvou levych t¥id
a-H,b-H grupy G podle H vztahem:

(@ H)-(b-H)=(ab)-H

Pak - je operace na mnoziné G/H a (G/H,") je grupa.
Diikaz:

1. Korektnost operace - na mnoziné G/H.
a.H=a H,bH=V.H=" (a.b).H = (a'b').H

Necht a,d’,b,b' € G, a.H = a'.H, b.H = b'.H. 7 Lemmatu I. plyne
existence prvki hi, hy € H takova, 7e a = a'.hi, b=""hs.
Z Lemmatu II. plyne: h € H, hi.b' =b'.h

Plati a.b = a'.hy.b'.ha = @' .b'.h.hs € (a'.V').H = (a.b).H = (a’.b').H.
2. (G/H) je grupa.

(a) Asociativita:
Necht a,b,c € G. Pak [(a.H).(b.H)] - (c.H) = ((a.b).H).(c.H) =
((a.b).c).H = (a.(b.c)).H = (aH).[(b.H).(c.H)]. Tedy (G/H) je polo-
grupa.

(b) Jednotkovy prvek:
Leva tfida H = 1- H je jednotkovy prvek ,nebot pro libovolné .a € G
plati (1-H) - (a-H)=(1-a)-H=a-H=(a-H)-(1-H).

(¢) Inverzni prvek:
inverznim prvkem k levé tiidé a - H je leva tiida a~! - H, nebot
(a-H)-(a! Hy=(a-a') H=1-H=(a'-H) (a-H).
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Véta:

Jestlize (G, -) je grupa, H je jeji normélni podgrupa. Pak (G/H,-) je opét grupa
a zobrazeni natH : G — G/H, natH : a — aH je surjektivni homomorfismus.
Dikaz:
(G/H,-) je grupa - viz.pfedchozi véta. natH(a -b) = abH; natH(a) -
natH (b) = aH - bH = abH -homomorfismus;
surjektivnim vzorem aH je a - surjektivita;
Véta DELO:

Necht (G, -), (K, ) jsou grupy, « : (G, ) — (K,-) je surjektivni homomorfismus.
Pak:

1. J(a) = {a € G |a(a) = 1} je norméalni podgrupou v (G, -)
2. p:G/J(a) > K, B:aJ(a) — a(a) je isomorfismus.

3. BonatJ(a) =

Diikaz:

1. J(«) je normdlni podgrupa:

a(l) =1

Necht a,b € J(a), ala) = a(b) = 1, pak a(adb) = a(a) -a(d) =1-1 =
1:>abeJ( )

a(a™) = (a(a"))™t =17 1—1€J(04)
e normdlnost: g € G, a(gt-a-g) =(alg)) -1 -a(g) =1€ J(a)

2. Zobrazeni 3 je :

e korektné definovano:
aJ(a) = bJ(a) =" ala) = a(b)
aJ(a) =bJ(a) <= ab~ !t € J(a) &= 1 =a(ab™!) = a(a)-a(b)"! =
a(a) = a(b)

e homomorfismus:

Blat(a) - bJ(a)) = B(abJ(e)) = a(ab) = a(a).a(b)
Blad(a)) - B(bJ(a)) = afa) - a(b) =

e surjektivni:
b € K, exist.a € G tak, ze a(a) =b, BlaJ(a))=ala)=0b

e prosté:

a,b € G, Blal(a)) = BB (), pak ala) = a(b),
a(a)((a(®) ™ =1, a(ab~") = 1, ab! € J(a), aJ(a) = bJ()

3. Konecné:

a € G, (Bnat J(a))(a) = B(nat J(a)(a)) = Alal(a)) = a(a)
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IV. Okruhy Z,

Kongruentnost:

Budn € N, a,b € Z. a,b se nazyvaji kongruentni modle modulu n, jestlize plati
nla — b. Pieme a = b(mod n).

Zbytkové tridy:

Bud n € N,a € Z. Mnozina [a], = {k.n +a \ k € Z} se nazyva zbytkovd tiida
podle modulu n.

MnozZina v8ech zbytkovych t¥id:

Zn ={laln \a € Z}

Lemma:

[a]n, = [b]n ¢ a = b(mod n) <> nja—0b

Operace - a + na mnoziné 7,

e [a], + [b]n = [a+ )],
Diikaz korektnosti:
[aln = [@']n, [b]n = [V']n =" [a + ] = [@' + V],

nl(a—a'),n|(b-0) =" n|((a+0b) — (a' +'))
[al, =[a']ln = a—d =an, [b,=[b],=b-V=pn
(a+0b) —(a' +b) =(a+B)n = n|((a +b) — (a' +1))

e [a], - [b], =[a-b],
Diikaz korektnosti:
[a]n = [a']n, [b]n = V'] =7 [a- B, = [a' - V],

nl(a — ), nl(b — ) =7 nl((a-b) - (a - ¥))
[al, =[a']ln = a—d =an, [b,=[b],=b-V =pn
a-b—a b =(@+an)(b+8n)—ddb =
adb+a. fn+anb +anfn—db=n(pf+b.a+afn)
= n|((a.b) — (a'.b"))

Grupa (Z,, +)

(Z,,+) je komutativni grupa pro libovolné n € N.
Dikaz:

1. Z, je uzaviend vzhledem k +.
2. [0]n je jednotkovy prvek; [0], + [a], = [a]n = [a]n + (0]

3. inverzni prvek k [a], je [—aln: [a]n + [-a]ln = [a + (—a)]n = [0], =
[—aln + [a]n

4. asociativita: ([a]p + [b]n) + [c]n = [a + b]n + [c]n = [a + b+ ]n = [a]n +
[b+ cln = [aln + ([b]n + [c]n)

5. komutativita: [a], + [b]n = [a + b]n = [b+ al, = [b]n + [a]n
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Monoid (Z,,.)

(Z,,.) je komutativni monoid pro libovolné n € N.
Dikaz:

1. Z,, je uzaviena vzhledem k operaci -.
2. [1], je jednotkovy prvek: [1],.[a]n = [a]n = [a]n - [1]n

3. asociativita: ([a], - [b]n) - [c]n = [a.b]n - [c]n = [a.b.c]n = [a]n - [bc]n =

[a]n - ([B]n - [¢]n)

4. komutativita: [a], - [b]n = [a.b]n = [b.a]ln = [b]n - [a]n

Grupa (Z},.)

Bud n prvocislo, Z} = [1],, . .., [n — 1], v8ech nenulovych zbytkovych t¥id podle
modulu n. Pak (Z},.) je grupa.
Dikaz:

Necht [a]n, [b]. € Z;.
en fa,n b = n fa.b Tedy [a.b], € Z. (a,n) =1 pro libovolné a € Z*.

(Zr,.) je grupa pokud libovolné [a],, € (Z},.) ma inverzni prvek. Pfedpok-
ladejme existenci takového inverzniho prvku [b],. Plati [a], - [b], = [1], =
ab=gn+1=ab+n.(—q) =1

Existence Cisel b,q plyne z Bezoutovy véty: { a.u + bv =1 < (a,b)=1}
nebot (a,n) = 1.

Okruh (Z,,+,.)

Bud n € N pak (Z,,+,.) je okruh.
Dikaz:

1. (Z,,+) je komutativni grupa.
2. (Zy,.) je monoid.

3. Distributivita: [al, [b],[c] € Zn
[a] - ([b] + [c]) = [a] - [b+ c] = [a- (b+ c)] = [a.b+ a.c] = [a] - [b] + [a] - [c]
(Bl + ) ra=[b+¢-[a] =[(b+c)-a] =[b.a+ca] =1b]"[a] + ][] [a]

Lemma o télese:

Netrividlni komutativni okruh (R, +,.) je téleso, pravé kdyz (R*,.) je grupa.

Obor integrity (Z,,,+,.)

(Zn,+,.) je obor integrity, pravé kdyZ n je prvocislo. V tomto p¥ipadé je Z,
dokonce téleso.

Dikaz:

Je-li n prvocislo, pak (Z,,+,.) je téleso, nebot (Z7%,.) je grupa, déle z lem-
matu o télese.

Pokud n neni prvocislo, pak n = km, kde 1 < k,m < n. Ze vztahu
[k].[m] = [k.m] = [0] plyne, Ze [k], [m] jsou dé&litelé nuly v (Z,,.). Tedy (Z,, +, )
neni obor integrity.



Okruhy otazek k Algebre I. PH & JW. 8

V. Podilové téleso
Definice R*:
Definujme R* = R — {0}.

Lemma:

Necht R = (R, +, ) je obor integrity. na mnoziné R x R* definujeme relaci ~
takto: (a,b) ~ (¢,d) & a-d=0b-c.

Pro libovolné a,c € R, b,d € R* je ~ relace ekvivalence.

Diikaz:

1. reflexivita (a,b) ~ (a,b) < ab = ba
2. symetrie z definice
3. tranzitivita (a,b) ~ (c,d) A (c,d) ~ (e, f) =7 (a,b) ~ (e, f)
Méme ad = be, cf = de a chceme (a,b) ~ (e, f) & af = be. ale acf = bee,
adf = bef = bde => d(af —be) =0, (d #0) = af —be =0= af = be
Piseme:
a

(@bl~=3, QR)={;la€RbER}=(RxR"/~+,)

Na R x R*/ ~ definujeme operace +, - takto:

ad + be

Le @ c_
d bd b d  bd

a
b
Lemma:

Uvedené formulky korektné definuji operace na Q(R).

Diikaz:
ca _a ¢ _
Necht ¢ = 4,5 = 5.
Chceme' ad+be _ ad'd+b'c ac _ a'c

T bd 0 bd T bd>
abl =ba', cd = dc, ab'ed’ = a'bc'd,
(chceme: (ad + be)b'd" = bd(a'd + b'c'), a'c’bd = b'd'ac), ale (ad + be)b'd =
ab'dd' 4+ bb'ed' = a'bdd’ + bb'c'd = bd(a'd’ + b'c’) ab'cd’ = a'bc'd

Véta:

Je-li (R, +,.) obor integrity, pak Q(R) = (R x R*)/ ~,+,-) je téleso.
Dikaz: (R x R*,+) komutativni grupa:

e asociativita: (% + %) + % = % + % — adftbcftebd.

bdf ’
%+ (5 + %) — % + cf;;cd _ adf+2§“;+cbf

e komutativita: y + 5 =5+ ¢

e neutralni prvek: %

e komutativita: ziejma
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e neutralni prvek: %

e inverzni prvek: (%)—1 = %

Distributivita:

o 2.(+ %) _ %_C.J;J.rfd.e _ a.c.bf;;.d.e,

o2 +%% = ac ﬁ _ a.c.bl;fiﬁf.fd.ae _ ac{;?de
Véta:

Necht R = (R,+,-) je obor integrity a « : R — (R x R*/ ~) je definovéna
predpisem a — ¢.Pak:

1. ¢ je prosty homomorfismus.

2. Pro libovolné téleso S(S, +, .) a prosty homomorfismus a : R — S existuje
homomorfismus #: Q(R) — S tak, ze for =«

Diikaz:

(@ +,):=Q(Z,+,.)

1. Zobrazeni ¢ je:

a

(a) prosté: ¢ =2 =a=0b
(b) homomorfismus:
L(l)=1
ii. la+0b) =2 y(a)+u(b) =2+ L =2afb
iii. o(a.b) = %L, y(a)u(b) =22 =2
2. Zobrazeni 8 : Q(R) — S spliwjici Sor = o musi byt dédno timto pfedpisem:

B($) = afa)(a(b)) ™!

) =
e foua)= (%) a(a) = B(3)
o Bo(b)=4(z)=ald!)= 8
e Boufa.b™)=pBo(a).Bor(b!

3. Zobrazeni 3 je homomorfismus:

(a) () = (1) ((1))™' =1

(b) B(% + <) = B(2tte) = a(ad + be) - a(bd) ™
B(%) () = afa) - ab)™" + alc) - a(d)™" = (a(ad) + a(be)) -
(a(bd)~1) = a(ad + be).abd)

(c) B(3-9) =B8(%-7)

(d) (B)(a) = B((a)) = B(£) = ala).(a(1))™" = ala)

Podilové téleso

(Q(R), +, ) nazyvéme podilové téleso.
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VI. Euklidiv algoritmus

Délitelnost:

Bud R komutativni okruh, a,b € R. Rekneme Ze prvek b déli prvek a, jestlize
existuje prvek ¢ € R takovy, Ze a = ¢.b. PiSeme ba.

Spolecny délitel:

Bud R komutativni okruh, a,b € R. Prvek ¢ € R se nazyvé spoleény délitel
prvki a, b, pokud c|a a c|b.

Nejvétsi spoleény délitel:

Bud R komutativni okruh, a,b € R. Prvek ¢ € R se nazyva jejich nejvétsim
spole¢nym délitelem, zkricené nsd(a, b), jestlize je jejich spoleénym délitelem a
pro libovolny spolecny délitel € R prvka a, b plati, Ze z|c.

Véta o délitelnosti:

Bud R obor integrity, f,g € R[z] a necht vedouci koeficient polynomu g je
jednotka okruhu R. Pak existuje pravé jedna dvojice polynomut ¢,r € R[z]
takovd, Ze st(r) < st(g) a f = g.q+ .

Eukliduv algoritmus:

Bud R téleso. Pak v R[z] libovolné dva nenulové polynomy maji nejvétsi
spolecny délitel k jehoz nalezeni slouzi Euklidiv algoritmus.

Budte f, g nenulové polynomy z R[z]. Z véty o délitelnosti plyne, Ze existuje
nezaporné celé ¢islo n a polynomy qi, ...Gn+1,71, ..., Tn € R[x] takové, Ze st(g) >
st(ry) > ... > st(ry) > 0 a plati:

f =9+

g =T1.q2 + T2

1 =T2.q3 + 73

Tn—3 =Tp—2.qn—1 +tTn-1
Tpn—2 =Tnpn-1.qn +Tn
Tn—1 =Tn-qn+1

Dikaz:
1. Dokazeme, zZe r, je spole¢ny délitel polynoma f, g.

Tn | Tn—1 2z posledniho fadku
Tn | rn—2 7 predposledniho fadku

™| g

™| f
2. Dokézeme, ze ry, je nsd(f,9). ((a| f)A(a|g) = a|ry)
alfAalg=almr z 1. rovnice

alghal|r =al|r 7z 2. rovnice

a|rp—2Aa|rp—1 =>al|r, z(n+2). rovnice
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VII. Nasobnost korene, pouziti derivace

Lemma pro R komutativni okruh
L (f+9)(c) = f(c) +g(c)
2. (f-9)(c) = fle) - g(c)

Koren polynomu:

Necht R je okruh, ¢ € R, f € R[z],f = anz™ + ...+ a1 + ap. Pokud plati
fle) =anc®+ ...+ aic+ ay =0, pak ¢ je korenem polynomu.

Véta o kofenu polynomu:

Bud R komutativni okruh. Pak ¢ € R je kofen polynomu f € R[z], pravé kdyz
(@ - o)lf.

Diikaz:

<= q€R[z]. (x—c)g=f,0=(c—c).q(c) = f(c), c je koFen f.

= Necht ¢ je kofen pak podle: f=g.q + r existuji ¢,r € R[z], takové,
7e r je konstantni a f = (z —c)gq+r =r=f—(z—c)g=>r =7r(c) =
£(0) = (c = e)q(c) = 0. Tedy (z — o).

Nasobnost korene polynomu:

Bud R komutativni okruh, f € R[z], ¢ je koten f. Cislo k € N se nazyva
nésobnost kotene c, jestlize (z — c)F|f a (x — c)k*1 ff.

Derivace:

Necht R je okruh, f = a,z™ + ...+ a1z +ag € R[z]. Polynom f' = na,z" ! +
...+ 2asx + a1 € R[z] se nazyva derivace polynomu f.

Véta o pocétu korenii:

Bud R obor integrity. Pak nenulovy polynom f € R[z] mé nejvySe n = st(f)
kotenti, poc¢itame-li kazdy koren tolikrat, kolikrat je nasobny.

Diikaz:

Necht f ma kofeny cy,...,¢;, (po dvou rtzné) nasobnosti k1, ..., k;.
Pak (z —c)*,..., (z —¢)* dali f.

Chceme ukéazat ze:
f=@—-c)-...-(x—c)"-q, kdeqe R[],
pak st(f) = ki1 +...+ ki+st(q), ki,...,k <st(f), tedy k1 +...+ ki +st(q) <
st(f).

1. (x —e)k|f

2. (x—c)|f, f=(x—c)'h
{(z —¢)!, (z — d)*; ¢ # d, jsou nesoudélné = jednoznacnost rozkladi }

S @—-c)2h = ... (z—e)|f=@—c) ... (- ) o =
(x—c)he=f=@—-c)r ... (z—e)h - q
Lemma:

Bud R okruh, f,g € R[z]. Pak plati:
L(f+9)'=f+4d
2. (f9)=f9+fg
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Véta I.

Je-li prvek ¢ komutativniho okruhu R k-ndsobnym kofenem polynomu f € R[z],
pak ¢ je i kofenem polynomt f', ..., f (k=1

Dtikaz: Pokud a je k-ndsobnym kotenem pak f = (z — c)¥.q, ¢ € R[z]. Déle
(q.(z =) =k(z —c)f Lg+ (z—)q = (x— ) (k.g+ (z — ¢).¢') Odsud
plyne tvrzeni véty.

Dusledek véty o poctu korenu, pouziti derivace.

Bud (R, +,") t&leso charakteristiky 0, f € R[z], f # 0, a € R kofen f, pak pro
libovolné k > 2 plati:
a je k nisobny koten f <= a je (k — 1) nésobny koten (f, f')

Diikaz:

= Je-li a k ndsobny kofen, pak a je podle véty I. (k — 1) nasobny koten f’,
take (¢ — a)F|f, (z — )1 = (z— @)*'|(f, ')
(z —a)k Jf' takie wrcite (z — a)*=" J(f', f), tedy a je (k — 1) nésobny koten
(f, 1)

<= Je-li (k—1) nasobny kofen (f, f') pak zejména a je kofen f s ndsobnosti .
Podle pfedpokladu predchozi ¢asti ditkazu je a (I—1)nésobny koten (£, f') odtud
lze (k—1)=(1-1)= k=1

Véta II.

Bud R téleso charakteristiky 0, f € R[z], a € R a k > 2 € N. Pak plati:
Je-li a k-nasobny kofen f pak a je (k-1) nasobny kofen f’, déle je-li a jednoduchy
kofen f pak a neni kofenem f'.

Dikaz:
Bud a k-nasobny kofen f. Pak (z — a)k|f, (x — a)k*! ff, déle f = (z — a)*.g,
g € Rla]
Pak f' = ((z—a)*) .g+(z—a)*.g' = k(z—a)* L.g+(z—a)k.¢' = (x—a)*[kg+
(z — a)g'] tedy (z — a)* |

Kdyby (z — a)*|f' potom vzhledem k jednozna¢nosti rozkladu v R[z] (z —
a)|[kg+ (z —a)g'] odtud (z —a)|kg. Ponévadz k # 0 ((R, +,.) je charakteristiky
0) potom (z — a)|g platilo by (z — a)**!|f ... SPOR.

Tedy (x —a)* ff' ¢li a je (k — 1) ndsobny kotfen f'.
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VIII. Racionalni kofeny polynomi nad Q
Primitivni polynom:

Nenulovy polynom g € Z[z] se nazyva primitivni, je-li nejvétsi spole¢ny délitel
vSech koeficientii roven 1.

Irreducibilni polynom:

Polynom f € R[z] se nazyva irreducibilni, jestliZe je nekonstantni a nelze jej
zapsat ve tvaru soucinu dvou nekonstantnich polynomii.

Véta o korenu polynomu

Bud R komutativni okruh. Pak ¢ € R je kofen polynomu f € R[z] <= (z—c¢)|f.

Diikaz:

<= Jakmile z — ¢|f, zfejmé f(c) =0. ( f=(z—¢).q=>0=(c—c).q(c) =
@)

= Necht ¢ je kofen pak: f =g.q+r existuji ¢ € R[z], r € R takové, 7Ze
f=@—-clg+r=r=f—(z—c).q=r= f(c)—(c—c).q(c) =0. Tedy z —¢|f.

Asociované polynomy:

Bud R téleso. Polynomy f, g € R[z] nazyvejme asociované pravé kdyz existuje
0 # c € R, tak ze plati f = c.g

Lemma:

Kazdy polynom f € Q[z] je asociovany s néjakym polynomem g € Z|z].
Dikaz:
Necht (7=)2" + ...+ (§H)z + (§2), f € flz]. ¢ =b1 ... by. Potom jisté
g=c.f, g€ Zz]
Disledek:
Pfi vySetfovani kofend polynomt z @Q[z] se sta¢i omezit na Z|z].

Véta o racionalnich kofenech polynomu:

Necht f = anz™ + ... 4+ a17 + apa € Z[z] a % je raciondlni kofen polynomu f
takovy, ze (r,s) = 1.

1. Pak s|a, a r|ag.
2. Pro libovolné ¢ € Z je (r —cs)|f(c)

Dukaz:

1. Polynom a,z™ + ...+ a1z + ap = 0. Za = dosadime koten (%).
an(E)" 4+ an—1(5)" 4. +ai(L) +ag=0] xs"
QT+ an_lrnl_l..s + .+ al.r.§"_1 +ag.s" =
S @n— sl =300 jajad.s

r|ag.s" = r|ag, nebot(r,s) = 1.

S r
Pak protoze kofen je tvaru (%), slao.r™ = s|an, nebot(rs) = 1.

2. Délenim polynomu f polynomem (x — ¢) nad Z se zbytkem dostaneme:
f=(@—-ch+ f(c), h € Z[z], odtud f(c) = f — (x — ¢)h. Dosazenim
(£) za z médme f(c) = f(%) — (£ —c).h(%) = —(5 — ¢)h(%) nebot  je
kofen f. Vyndsobenim s™ dostaneme f(c)s" = —(r — ¢s).(s""'.h(%))
takze (r — es)|f(c)s™, ale ponévadz (r,s) = 1 také (r — cs,s) = 1, odtud

(r —cs)|f(c)-
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Disledek:

Tato véta ndm umozhuje najit racinalni kofeny polynomu, nebot pokud (%)
je kofenem f pak s.x — r|f podle véty o kofenu polynomu.
Einsensteinovo kritérium:
Bud a,a" + ...+ a1x + apa € Z[x], p prvoéislo, plag, - - ., plan—1,p fan,p? fao.
Pak f je irreducibilni nad Q]z].
Véta:

Polynom f € Z[z] je irreducibilni < je irreducibilni nad Q.

K vytvoreni tohoto textu nads pohdnéla nouze, ale nakonec se ndm obéma ”strasika al-
braka” podarilo udolat. Aby se Vam podafilo totéz Vam preji:

Petr Handlar
Jiri Wotke



